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Paul Bernays zum 80. Gebzwtstng O 

BERNAYS verdanken wir die Pionierarbeit einer ersten zusammen- 
fassenden Darlegung der finiten (( Grundlagen der Mathematik >> [71, 
wie sie HILBERT mit seinem formalistischen Programm verfolgt hat. 
Dieses Programm wird heutzutage in Ansehung der Ergebnisse von 
GODEL 1931 [3] gern als Fehlschlag hingestellt. * Demgegenuber kann 
man jedoch mit gutem Grund die Ansicht vertreten, dass sowohl der 
GoDELsche Unvollstandigkeitssatz als auch sein Unableitbarkeitskorollar 
(hinsichtlich einer Aussage, die die Widerspruchsfreiheit in arithmeti- 
scher Verschlusselung ausdriickt) metamathematisch indirekte Schluss- 
weisen benutzen, die - so konstruktiv sie sein magen - problematisch 
sind, weil sie den Bezirk finiten Schliessens, das sich durch direkte 
Vollzugsfahigkeit auszeichnet, jedenfalls ubertreten. Die erwahnten 
negativen Ergebnisse von GODEL lassen sich bisher auch nicht dadurch 
positiv wenden, dass man die metamathemabischen Anwendungen der 
(indirekt, namlich mit hypothetischen Annahmen argumentierenden) 
reductio ad absurdum folgendermassen zu umgehen sucht : a) die Be- 
hauptung “ f ist unableitbar ” sei als Redensart fur ‘‘ jede Abdeiitung 
endet mit einer Zeichenreihe r, die semiotisch ungleich f ” verstanden : 
b) fur die vereinbarte Redemart werde eine Ableitungsinduktion ange- 
setzt, deren Induktionsschritt finit und direkt erfolgt, indem er von 
Annahmen ausgeht, die jeweils schon (anschaulich) zu verwirklichen 
sind. 

Zu einer Zeit, in der bei Ausfuhrung metamathematischer Unter- 
suchungen noch uberwiegend mit mengentheoretischen Ueberlegungen 
gearbeitet wird, mag es verwegen oder toricht anmuten, wenn man den 
Dialectica Vol. 24, No 4 (1970) 
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Hebel der Kritik dermaslsen tief ansetzt, dass nicht nur die Vorstellun- 
gen von c( aktualen B Unendlichkeiten in der klassischen Mathematik 
sondern auch die Eilnstellung zum << potentiell )) Unendlichen in der 
konstruktiven Mathematik dem Verdacht einer Selbsttauschung dui ch 
(( verbal B suggerierte Inhalte anheimfallen. Es ist aber vom finiten 
Standpunkt aus klar, dass eine Aussage wie “ r ist ableitbar ”, die ah 
Kedensart fur den Aufweis einer kmkretm, mit r endenden Ableitung 
zu verstehen ist, normalerweise keiner Negation fahig ist - es sei denn, 
dass zufallig ein direkt wirksames Entscheidungsverfahren vorliegt, 
wslches van r ausgehend eine Entscheidung zwischen ‘ableitbar’ und 
‘unableitbar’ festlegt. Ebenso entzieht sich die konstruktive Reflexion, et- 
wa in der Metaregel der unlendlichen Induktion +.,A(n)*A(x) (: “wenn 
A(n) fur jedes einzelne n, d.h. fur 1,li,111, ... gilt, dann gilt A(x) mit x 
als Variable fur I,II, 111, ... ”), einem finiten Zugriff, und zwar wegen der 
unkontrollierten Hilfsmittel zur Gewinnung einer Einsicht in die Gul- 
tigkeit der + -Pramisse. Ein Mathematiker im Jahre 1968 kijnnte zwar 
verfolgen, was ein Mathematiker etwa im Jahre 8128 aus irgendwelchen 
dann interessierenden formalen Systemen von Regeln durch schemati- 
sches Operieren c( mechanisch )> ableiten wurde, nicht jedoch, was bis 
dahin an Behauptungen der Form =+,A(n) konstruktiv-inhaltlich (neu) 
bewiesen sein sallte. 

Wie lassen sich nun die nichtfiniten Methoden, welche die Meta- 
mathematik uberwuchern, abwehren ? Man kann zunachst die Kodifi- 
kation andersartiger Metatheorien in einer finiten Metametatheorie 
verlangen - mit dem Hinweis, dass j a  auch die CANToRsChe Mengen- 
lehre, nachdem RUSSELL u. a. Antinomien entdeckt hatten, erst einmal 
der Krucke der Axiomatik bedurfte, uni erneut gehen zu lernen. Das 
Gegenargument der (( Semantiker >> wird sein, es liege kein Grund vor, 
die (( Allgemeingultigkeit D ihrer Ergebnisse durch finite Relativierung 
preiszugeben, nachdem die Mengenlehre sich in praxi wieder konsoli- 
diert habe, man wolle daher lieber unbeengt mit inhaltlichen (< Wahr- 
heiten )) weiterarbeiten - es erneut mit der Mengenlehre riskieren. 
Die Formalisierbarkeit mengentheoretischer Gedankengange wird zwar 
als prinzipielle Moglichkeit zugestanden, die metamathematischen Kon- 
sequenzen aus der Aufzahlbarkeit mengentheoretischer (< Satze >> werden 
jedoch nicht ernst genommen : wahrend der SKoLEMsChe Relativitats- 
satz (1922-3) langst eine Bresche in das Dogma von der Existenz des 
Unabzahlbaren geschlagen hat, dienen Kardinalzahlen, die in moglichst 
hohem Masse (( unerreichbar >> sind, immer noch als begehrtes Ziel ma- 
thematischer Forschung. Die Mathematik befindet sich also seit Jahr- 
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zehnten in einem krassen Zwiespalt bezuglich deasen, was sie in ihre 
Theorien durch Postulate hineinsteckt, einerseits und dessen, was ihre 
Metatheorien uber solche Theorien lehren, andererseits. Und wir diirfen 
demnach gespannt sein, wie lange der formalistische Extrakt des Un- 
abzahlbaren diese Zerreissprobe noch aushalt. 

HILBERT hat 1925 gesagt : (( aus dem Paradies, das Cantor uns ge- 
schaffen, soll uns niemand vertreiben konnen n, ferner (( und niemand, 
auch wenn er mit Engelszungen redete, wird die Menschen davon ab- 
halten, beliebige Behauptungen zu negieren, Partialurteile zu bilden 
und das Tertium non datur anzuwenden >>. Im Grundlagenstreit zwi- 
schen Formalisten und Konstruktivisten bringt LORENZEN neuerdings 
moralische Argumentationen vor, um nichtkonstruktive Axiome und 
Schlussregeln als (< unwissenschaftlich >> aus der Mathematik zu ver- 
bannen.4 Sosehr ich vom mathematischen Gegenstand her auf seilten 
der (leider oft << vorwisaenschaftlich B operierenden) Konstruktivisten 
stehe, so sehr ist zu fiirchten, dass es angesichts der Majoritatsver- 
haltnisse noch lange dauern konnte, bevor im Gffentlichen Interesse 
eine Herleitung von Formeln nach - konstruktiv beurteilt - <( imma- 
nentem statt, wie gewohnt, nach (( transzendenten B Formalismen gefor- 
dert wird. Nein, wenn hier ein deutlicher Wandel eintreten soll, dann 
ware dieser eher und nachhaltiger auf dem Wege einer <( Vertreibung 
aus dem Paradies B zu erringen : namlich durch die sanfte oder unbarm- 
herzige Gewalt verkappter bzw. unmittelbarer Widerspriiche im men- 
gentheoretischen Formalismus. Bei einem Rechtsstreit um (( bessere >> 

oder (( schlechtere B Mathematik hingegen fiihlen sich die Mathema- 
tiker veranlasst, die Substanz ihrer Wissenschaft zu retten. 

Was auch immer zum unverzichtbaren, eisernen Bestand der Mathe- 
matik gezahlt werden mag (: vgl. z. B. [2]), gemass der These der For- 
malisten kann man nachtraglich all das mit endlich langen Zeichen- 
reihen (bis zum Ausmass von Bibliotheken) ausdriicken, die sich bei 
passender Normierung im Prinzip nach einem formalen System - 
Algorithmus, Kalkiil - anfertigen lassen wiirden ; und ich zweifle 
nicht an dieser Moglichkeit. (Eine Abgrenzung aller finiten Ableitungs- 
verfahren, die sich (< maschinell >> kontrollieren lassen, kristallisierte 
sich um die Mitte der dreissiger Jahre heraus; neben der Aufgabe, 
solche Verfahren zu normen, sie aus einer Minimalbasis zu erzeugen 
und dabei entsprechend okonomisch zu numerieren, erhebt sich das 
Problem, die finiten Beweise, die man mit solchen finiten Definitionen 
fiihren kann, moglichst vollstandig zu kodifizieren.) Wie aber diirfen 
wir, wofern die mathematische Substanz post festum in dicser Form 
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einzufangen ist, eigentlich noch erwarten, auf diese Weise etwas vom 
Unendlichen selbst festzustellen ? - von jenem abgrundigen Gegen- 
stand, der als lebendiger Mittelpunkt der Mathematik betrachtet wird 
[ 151. Bietet nicht, soweit es die Sicherheit menschlicher Schlussfolgerung 
anlangt, direktes Kalkulieren mit endlichen Zeichenreihen, das << Rech- 
nen B im weitesten Sinne, vie1 hohere Gewissheit als alle Stufen des 
Reflektierens und alle indirekten Gedankengange, mit denen die 
(< Logik >> uns einredet, sie vermoge uns etwas iiber Unendliches zu leh- 
ren ? (Zugespitzt : auf << ware.. B und <( hatte man.. M lassen sich zwar 
Versteckspiele griinden, aber kein ehrlicher Erwerb von Tatsachen.) 

1. Viebleicht nicht der kurzeste, hestimmt jedoch der vornehmste 
Weg, ein neues Fundament fur die gegenwartig iibliche Mathematik frei- 
zulegen, ist der, die Widerspruchsfreiheit der formalisierten Mengen- 
lehre finit auf die Widerspruchsfreiheit einer formalisierten konstruk- 
tiven Arithmetik zuruckzufuhren, einer Arithmetik ubrigens, die dadurch 
neue Paradoxien verursachen kann, dass sie sich, wie es scheint, bereits 
in einem Ausschnitt der klassischen Analysis des (gewohnlichen, << reel- 
len .) Kontinuums innerhalb der Mengenlehre reproduzieren lasst. Auf 
diesem von mir beschrittenen Weg geschieht zunachst alles, was 
uberhaupt getan werden kann, um die transfinite Mengenlehre vor 
eventuellem Zusammenbruch zu bewahren : im Bezirk finiter Definiltio- 
nen - einem von jedem Standpunkt unangefochtenen Boden der Mathe- 
matik - wird eine Arithmetik konstituiert, deren intendierte Interpre- 
tation methodisch alles vermeidet, was man vom konstruktiven Stand- 
punkt aus der klassischen Mathematik vorwerfen kann ; diese Arithme- 
tik macht nur Aussagen uber die Grundzahlen 0, '0, "0, ..., schon die 
erste transfinite Zahl wg ist fur 5ile lediglich eine fason de parler, sie 
arbeitet beweistechnisch ohne tertium-non-datur und definitionstech- 
nisch ohne Imprgdikativitat. Sogar induktive Definitionen bleiben 
ausser Betracht zugunsten von Definitionen durch Induktion. 

Induktive Definitionen lassen offen, wie definienda PAn jeweils 
aus definientes A(n, PA) zu gewinnen sind, insbesxondere welche n einem 
no beim Definitionsprozess vorangehen. Auch wenn die Inklusions- 
Isotonie P G Q -+ €xA(x,P) C GA(x, Q), die mengentheoretisch voraus- 
zusetzen ist, um Pn (< von oben herab )) als Durchschnitt aus umfassen- 
deren Mengen zu bilden, in eine konstruktiv zu deduzierende Pramisse 
verwandelt wird, so ist die Definiertheit von PAX durch A(x, PA), die 
man konstruktiv ja  << von unten herauf D sicherzustellen hatte, immer 
noch ohne Begrundung. 

Definitionen durch Induktion hingegen gestatten eine konstruktive 
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Einfiihrung ; allerdings ist die inhaltliche Deutung dabei in jedem 
Entwicklungsstadium der konstruktiven Arithmetik auf die Mitfuhrung 
eines schritthaltenden Formalismus angewiesen. Im einfachsten Fall, 
wo das zu definierende Pradikat 1 -stellip ist, wo die Definitionsva- 
riable keiner (bereits definierten) Bedingung unterliegt, und wo die 
Definition selbst keiner Hypothese unterworfen ist, wird venlangt, ein 
(bereits definiertes) 2-stelBiges N Vorganger )) pradikat R aufzuweisen, 
in bezug auf welches das zu definierande Plradikat P(E) durch Induktion 
definiert sein soll. Um die Vorgangerinduktion beziiglich R auch fur 
Induktionsaussageformen bereitzustellen, die jm Laufe der Entwicklung 
der arithmetischen (c Sprache D uber Grundzahlen erst spater zuganglich 
hind (als R es ist), wird die formale Ableitung des Induktimsschemas 
beziiglich R mit einer (abstrakten, <( unbestimmten >>) Pradikatmarke 
8 verlangt (: I- Rzy -+z g z l t ,  Qy ';ex, wonach e in (allen) x gilt, wenn 
fiir allle y aus der Indubtimmmnahme, golte in allen R-Vorgangern 
z von y, die Indiulotionsbehauptung folgt, dass e in y gilt), - in Ablei- 
tungskopien kann g Y  dann auch fur Aussageformen stehen, die nicht 
formal aufgezahlt sind, vielmehr zur Deutung gehoren wie z. B. die 
Eigenschaft " P(t)  ist in * definieI;t " 6. Um zu garantieren, dass R die 

Definition von P (:)x durch A(x, P ) tatsachlich zu einer Definition 
durch Induktion macht, bei der A in no nur in sollchen n von dem noch 
in Definition befindlichen P A abhangt, die no beziiglich R vorangehen, 

(R) 
muss eine zweite formale Ableitung vor Einfiihrung von P verlangt 
werden, namlich die der Vertraglichkeit des Definitionsschemas A(x,n) 
himichblich R (: d. h. F Rzy GZ nlz H n2z Ilt A(y, nl) e A(y, nz), wonach 
sich fur zwei freie Pradikatmarken anstelle n die Bisubjunktion tf 

(" dann und wenn ", " dann und nur d a m  ", " genau wenn ") von allen 
11-Vorgangern von y auf das Definiensschema A in y ubertragt). Unter 
diesen beiden Definitionspramissen kann P y e A ( y ,  P ) durch 
Induktion bezuglich R nach y konstruktiv begrundet werden, sofern in 
k- ausschliesslich konstruktiv-arithmetische Schlussweisen zur Forma- 
lisierung gelangten, also der intuitionistische Pradikatenkalkiil, die 
PEANO- Axiome und die jeweils bereitcs vollzogenen Anwendungen der 
" (aufweislich) konstruktiv deduzileaten Definition durch Induktion ; 
weil die Verdoppelung der Stellenzahl sich bei den aufzuweisenden 
Vorgangerpradikaten endlich oft wiederholen kann, hat der Ableitungs- 
begriff t- endlichstellige Pradikate mit konstanter Stellenzahl einzu- 
kalkulieren, falls keine speziellen Terme, die den Gleichheitsbegriff 
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erschweren, eingefuhrt werden, vielmehr alles (von der Addition an- 
gefangen) aus der Anwendung eines einzigen Definitionsprinzips ent ~ 

springen soll. Damit, dass P y, so eingefuhrt, fur alle y durch 

A(y, P n 
sei fur jedes n als ‘wahr’ oder ‘falsch‘ auszuwerten ; es genugt uns, dass 
A(n, P schvn fur alle R-Vorganger von 
n definiert i’st. 

Um auch solchen Anforderungen nachzukommen, die dem Zweck 
dienen, eine sehr hohe formale Theorie des Transfiniten durch finite 
Uebersetzung in der geschilderten konstruktiven Arithmetik unterzu- 
bringen, berucksichtigen wir noch Definitionen durch Induktion, die 
1. mit einer Bedingung fur das Tupel der N Rekursions D variablen und 
2. unter einer Deflnitionshypothese erfolgen, ferner, ausserhalb des 
logischen Aufbaus von definientes, Quantifikationen uber den ins- 
gesamt formal aufgezahlten Bezirk von Pradikaten, Pradikatformen 
und - schemata. Dieser Bezirk itst, metamathematisch konlstruktiv - - 
indirekt beurteilt, unentscheidbar, weil jede Pradikateinfuhrung die 
formslc Deduktion gewirsser Aussageschemata voraussetzt, und zwar 
in einem hinreichend ausdrucksfahigen formalen Rahmen. Daraus 
geht wenigstens soviel hervor, dass man einer Aussage nicht ohne wei- 
teies ansehen kann, ob die darin vorkommenden Pradikate korrekt 
eingefuhrt sind.i Angesichts mancherlei syntaktischer Vorkehrungen, 
die notig sind, um einen konfusionslosen Substitutionsprozess fur Va- 
riablen und Marken zu gewahrleisten, war der einzige Weg, jene 
Unsicherheiten und Ungenauigkeiten auszuschalten, die in einer viele 
Seiten lang verbal definierten Formalisierung stecken, der, dieses for- 
male System konstruktiver Arithmetik zu kalkulisieren. Wegen seiner 
<< relativ vollstandigen D Abrundnng heisse ein so entstandener arithme- 
tischer Kalkul die erste Sphiire G, uber Grundzahlen. (Wird zuvor ein 
Wortbegriff mit 7 Konstanten und 8 Funktoren spezifiziert, so genugt 
es, 97 Regeln zuon Umgang mit 16 Relatoren vorzuschreiben ; geschieht 
das nicht und wird zudem Wert darauf gelegt, dass der entscheidbare 
Teil des Kalkuls durch Ruckgriff von der Konklusion einer Repel auf 
ihre Pramissen zwangslaufig zu entscheiden ist - dank Formelver- 
kiirzung - , so entstehen 129 Regeln fur 1 7  Relatoren. Die Hauptregel 
stutzt sich auf 27 Pramissen.) 
2. Der Mengentheoretiker kann nach bisheriger Lage der Dinge ein- 
wenden, er finde den technischen Aufwand, der da von konstruktivi- 
stischer Seite aufgeboten werde, urn fur Definitionen im Bereich der 

) konstruktiv << definiert )) ist, wird nicht behauptet, P 

) definiert ist, wenn P 
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Menge aller Mengen iiber Grundzahlen eine engherzige I( Einfuhrkon- 
trollre >> zu bewitrken, ubertrieben und zwecklos : sein System sei ausser- 
lich weniger kompliziert und erlaube es, weit mehr einzelne Mengen 
bzw. zweiwertige Funktionen zu bilden als diejenigen, welche den in 
G, konstruktiv eingefuhrten Pradikaten im klassischen Rahmen entspra- 
chen, namlich anhand geeigneter Anwendungen der Satze zur trans- 
finiten Rekursion *. (Die Behandlung sowohl von Definitionsbedingun- 
erorterten Ausdrucksmoglichkeiten zu fallen.) 
gen als auch von Definitionshypothesen scheint unter die in [ l ]  p. 55 

Gegen einen derartigen Angriff mengentheoretischer Formalisten 
verteidigt sich der konstruktivistische Formalist jetzt mit der Behaup- 
tung, seine arithmetische Sphare G, sei in ihrer Anlage dermassen aus- 
balanciert, dass sie samtliche Ordinalzahlen und transfiniten Funk- 
tionen transfiniter Typen in finiter Uebersetzung reprasentiere, die 
erforderlich sind, um jene Auflosung einer finiten Umdeutung der 
(formalisierten) reinen Zahlentheorie mit Hilfe eines Systems T primitiv 
rekursiv berechenbarer Funktionale von endlichem Typ iiber natiirlichen 
Zahlen, welche GODEL 1958 [4] in Dialectica 12 mitteilte, fortzusetzen 
auf eine (formalisierte) (< transfinite )) Arithmetik uber Ordinalzahlen, 
die der ZERMELO-FRAENKEL-SKOLEMSchen Mengenlehre finit gleichwer- 
tig ist. Zur Losung der (auf transfinite Rekursions-Operatoren erwei- 
terten) Umdeutung einer stabihierenden Uebersetzung von transfinit-- 
arithmetilschen Deduktionen d ist dabei fur jedes d ein passender Bezirk 
T(d) von Ordinalzahlen, Typen und Funktionalen aufzuzahlen, der 
durch Abschliessung gegeniiber einigen Operationen mit Ordinalzahlen, 
Typen und Funktionalen ausgezeichnet ist und der so - nach einer 
(( Kompression >> in T(d), die isomorph ist in bezug auf die transfinite 
Ordnung sowie auf diese Operationen - zu bestimmten Anfangszahl- 
vertretern o (!I,, innerhalb der aufgezahlten transfiniten Typentheorie 
T(d) fuhrt. Die finite ReprLsentation aller derartigen Objekte von trans- 
finit hohem wie transfinit langem Typ uber transfiniten Zahlen (als 
niedrigstem Typ) fliesst aus einem einzigen, die reine intuitionistische 
Arithmetik verstarkenden Prinzip zur (konstruktiv deduziert eingefuhr- 
ten) Definition durch Induktion - eben dem oben beschriebenen, und 
zwar unter Ausnutzung von Parametern, die durch Bindung in iterierten 
Rekursifikationen zur Entfaltung kommen. 

Hier ist einerseits nicht der Ort, auf technische Einzelheiten einzu- 
gehen ; andererseits ist es von dem Umstand, ob der Mengentheoreti- 
ker, der inhaltlich mehr will als ihm @; von einer streng konstruktiven 
Deutung her formal zugesteht und der demgemass auch formal mehr 
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postuliert hat, nun tatsachlich G', uberspielen kann, abhangig, ob das 
mengentheoretische System letztem Endes widerspruchlich ist (und dann 
ebenso das konstruktiv-arithmetische System selbst !). Daher durfte 
es angebracht sein, wenigstens noch die wichtigsten Besondlerheilteri 
einer finiiten Reduktion der Wf. von ZF auf die Wf. von El anzu- 
deuben - denn selbst w a n  dlie Kenntnis eiines sculchen relativen Wf. - 
beweises m s  dazu anl'eitet, nachher in ZF  und Gi hrma1.e Widerspruche 
abzuleiten, so ermogtlichen uns die Deduktionen, die vorher in ZF bzw. 
GI ausgefuhrt werden, doch keinjeswegs, solchen Systemen unter Beru- 
fung auf das klassisch wie konstruktiv gultige ex-falso-qudlibet von 
vornhereiin jegliichen Reiz zu nehmen g. 

Die erwahnte stabilisierende Uebersetzung von (klassisch) transfi- 
nit-arithmetischen Deduktionen d gestattot, Gt so weit in sich selbst 
transfinit fortzusetzen, als nur jene Definitionen durch transfinite Induk- 
tion nach a betroffen sind, die absolut (d. h. ohne Hypothese), unbedingt. 
in bezug auf die naturliche transfinite Vorgangerrelation < und mit 
einem << a-beschrankt B (d. h. mit < a - begrenzten Quantoren) aufge- 
bauten definiens A (a,  n) erfdgen. Ordinalzahlen werden zu dem 

Zweck auf vollig andere Objekte abgebildet, namlich auf Paare PR von 
(1- bzw. 2-etelligen) Grundzahlpradikaten, fur welche die Vorganger- 
induktion bezuglich R bei P-bedingten Variablen in G1 finit abgaleitet 
ist ; die (naturliche) transfinite Ordnung < zwischen den so durch PR 
und QS dargestellten Ordinalzahlen lo druckt sich mittels eines allge- 
meinen, durch Induhtion definierten Niveauvergleichs aus, der angibt, 
wann eine Grundzahl x (bez. R bei P) unter einer Grundzahl y (bez. 
S bei Q) liegt. Die transfinite Induktion uber die zur Ordinalzahldar- 
stellung herangezogenen Vorgangerinduktionen lasst sich in bezug auf 
die (aus < entspringende) natiirliche Vorgangerbeziehung durchaus 
noch in GI selbst konstruktiv deduzieren, falls die (mit einerr relativen 
expliziten Definition zu umschreibende) Plradikatmarke e iib'er Ordi- 

nalzahlreprasentanten durch doppelte Negation abgeschwacht wird ; 
damit ist aber der Limes der in GI deduktiv zu erreichenden Ordinal- 
zahlen nicht in derseEben Form deduktiv erreicht - auch abgesehen 
von der (klassisch unterdruckten) doppeilten Negation vor e ist diese 

unbeschrankte transfinite Induktion uber Vorgangerinduktionen keine 
solche, die (ohne ein hoheres Grundzahlpradikat, das die Nummern 
von Gl -Vorgangerinduktionen in die vom Gl-Niveauvergleich selbst 
henruhrende transfinite Ordnung bringt) unmittelbar uber Grundzahlen 
rangiert. Bemerkenswert ist, dass das tertium-non-datur, wahrend es 

a + 

+ 

+ 
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im Fall der reinen Zahlentheorie formal einer konstruktiven Rechtfer- 
tigung zuganglich ist, in G, lediglich partiell eliminiert werden kann, 
weil dort die Giiltigkeit der Pramissen, die den Definitionsprozess 
steuern, bei << negativen >> Uebersetzungen meist nicht erhalten bleibt. 
Trotzdem iibersetzt G, ,j ede Dedukition, die das tertium-non-datur im 
Rahmen der zuletzt bebrachteten (< niederen >> Ordinalzahlarithmetik 
benutzt, denn der Niveauvergleich ist oberflachlich so weit stabilisierbar, 
dass er instabile Ordinalzahlreprasentanten iiberbriickt. 

Die << hohere >> Ordinalzahlarithmetik erganzt die niedere durch 
Axiomschemata zur Ersetzung und zur Kardinalzahlbildung. Um auch 
dann jede transfinit-arithmetische Deduktion mit einer konstruktiv- - 
arithmetischen Deduktion in GI zu begleiten, die falsum bei Ordinal- 
zahlen falsum bei Grundvahlen zuordnet - mehr verlangt ein relativer 
Wf.beweis j a  nicht -, ist GODELS Dialectica-Umdeutung jeder rein-- 
arithmetischen Aussage in andere Aussagen der Form V,' A.".. mit 
quantorenfreiem Kern (: 'fur eine Funktion c vom Typ z gilt : fur allc 
Funktionen a vom Typ v gilt : ..') vor allem auf transfinit-arithmetisclie 
Aussagen zu iibertragen, die durch Induktion iiber Ordinalzahlen in 
ihrer natiirlichen Anordnung definiert sind, wobei das definiens A 

n 

wieder einen quantifikativ eingeschrankten Aufbau hat. Auf dies; 
Weise werden als Substitute fur z, v neben << konstanten >> Typen Typ- 
funktionen eingeschleust, die sich transfinit-rekursiv aus Typschemata 
ergeben. Die Substitutionsbezirke fur Variable a, a in der Umdeutung 
einer transfinit-arithmetischen Deduktion d hangen von d ab ; sie er- 
mikteln sich aus den oben genannten Typentheorien T(d), deren (cob- 
struktive >> Konstruktion darauf abzielt, die Losung der Umdeuatumg von 
d mit moglichst wenig Ordinalzahlen, Typen und Funktionen zu errei- 
chen ; Ordinalzahlen fungieren dabei in T(8d) noch als Nummern einer 
ausgefeilten Typen- und Funkbionszahlung, ferner als Wohlordnungs- 
typen der Wertnummern zu aufprufenen Abschnitten von Argument- 
nummern. Wahrend GODELS System T logikfrei ist, fussen Darstellung 
und Ordnungsbeziehung der Objekte von T(d) auf in GI formalisierten 
konstruktiven Definitionen und Beweisen. 

3. Nunmehr ist es fur den Mengentheoretiker wohl beunruhigend, dass 
er meint, in ZF  die Komprehension fur Mengen von Grundzahlen gross- 
zugiger handhaben zu sollen als der Konstruktivist, der in (3, die Ein- 
fiihrung von Pradikaten uber Grundzahlen sorgfaltig zugelt ; ebenso 
glaubt jener ja, die Logik << eleganter >) zu meistern als dieser, der dop- 
pelte Negationen mitschleppt statt sip. zu tilgen. Denn weil jede Deduk- 
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t im aus GI daraufhin in ZF rekapituliert werden kann, indem man 
anstelle der Grundzahlen x und der Pradikate P homologe Mengen 
€coo beziehungsweise G 00 verwendet, so kann insbesmdere der anhand 
GI finit gefuhrte Wf.beweis fur ZF in ZF selbst rekapituliert werden , 
und damit droht gemass [3] ein Widerspruch. 

Sehen wir uns diese Situation etwas naher an. Zunachst lassen sich 
die in T(d) benotigten Ordinalzahlen und diejenigen, welche den 
jeweiligen Stand der Berechnung von Funktionalen aus T(d) bewerten, 
finit aufzahlen und durch Grundzahlpradikate PK aus GI darstellen, 
fur die in G, die Vorgangerinduktion bezuglich R bei P-bedingten 
Grundzahlvariablen ableitbar isit ; darum sind alle Ordinalzahlen, die 
fur die ebenfahls finit aufzuzahlenden transfinit-arithmetilschen Deduk- 
tionen d iiberhaupt herangezogen werden, <al in bezug auf ZF. Mehr 
noch : die Bewertungsgrenze Ad fiir die Berechnung der Funktionale 
aus T(d), die im Fall T bekanntlich EO = ist, kann in S, als eine 
(in G, deduktiv erreichbare) Ordinalzahlform P(x) R(x) so dargaterllt 
werden, dass sie von einer fur x einzusetzenden Giidelnumerierung 
rd- l  der d abhangt. Wird GI in ZF reproduziert, so laisst sich daher in 
ZF mitt einer transfiniten Induktison bis zum Limes 1 (< fo I )  der i,, 
schliessen, dass die Menge der Nummern r d l  sdcher d, die mit A 
(: falsum) enden, leer ist. 

Zur Herleitung eines unmittelbaren Widerspruchs bliebe folgendes 
zu leisiten. Die ZF-Deduktionen d, werden ven den transfinit-arithme- 
tischen d, genauer d <, aufgrund einer transfiniten Mengennumerierung 
erfasst, die es bekanntlitch l1 gestattet, E und = (bez. ZF) rein ordinal- 
zahltheoretisch aus einem Pradikat zu erhalten, das duch ein beson- 
deres definicns A (a ,  x) transfinit-rekursiv definiert ist. Mimthin kann 

man, bei geeigneten Godelnumerierungen l d s r  und r d  <I, einen (primi- 
tiv rekursiven) zahlentheoretischen Term t(x) auffinden, der aus der 
Nltmmer x = 7d,r eines hypothetischen d,, das mit A endet, die Num- 
mer t(x) = r d < l  eines mit A endenden d', berechnet, uad zwar derart, 
dass der arithmetisierte Ausdruck dieser Ableitungsbeziehung in ZF - 
bzw. in der PEANO-Arithmetik darin - nicht allein konstantenweise, 
sondern mit eimr Variable x (€mi,) abgeleitet wird. Gemass dem von 
BERNAYS in [7] 11, 9 5 herausgearbeiteten finiten Kern des GoDELschen 
Unableitbarkeitssatzes in [3] lasst sich ein weiterer Term tB(x) aufweisen, 
der aus der Nummer x = l d , r  eines hypothetischen d,, das mit der 
GoDELschen Aussage endet, die verschlusselt ihre eigene ZF-Unableit - 
barkeitt awsagt, die Nummer ts(x) = l d 6 r  eines mit A endenden d', 

w 
: *' 

a + 
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berechnet, und zwar wiederum derart, dass der arithmetisierte Ausdruck 
dieser Ableitungsbeziehung in ZF mit einer Variable x (€ao) abzdeilten 
ist. (Anschliessend liefert dann das Ergebnis der erwahnten transfiniten 
Induktion bis die Handhabe, formal-indirekt die widerspruchliche 
GoDELsche Aussage selbst herzuleiten.) 

Ich sehe nicht, wodurch diese neuartige Antinomie im System der 
Mengenlehre und Analysis prinzipiell aufzuhalten ware, wenngleich 
zu ihrer kontrollfahigen Herleitung no& Ausarbeitungen erforderlich 
sind.'* Vor allem habe ich die Amwendung der unendlichen Indukti'on 
peinlichst vermieden. Die Argumentaltion, ZF enthalte doch vie1 starkere 
transfinite Induktionen als die bis 1, so dass in einem 'ZF-Wf.beweis' 
unterhalb wl (bez. ZF) Irrtumer stecken miissten, ist nicht stichhaltig : 
die Losung der Umdeutung der Stabilisierung der Uebersetzung d <, 
die einer ZF-Deduktion d, fur die Erreichbarkeit einer Ordinalzahl 
entspricht, ist keine transfinite Induktion mehr, und soweit die Liisung 
auf transfiniter Rekursion fusst, hangt deren HGhe vom Verlauf der 
umzudeutenden Uebersetzung der betreffenden Erreichbarkeits-Deduk- 
tion ab ; die transfiniten Variabllen in d, werden ja  via T(d <) gerade- 
wegs daraufhin durchmustert, welche Substitute fur d, (c iiberflulssig )) 
sind. 
4. Was k6nnen wir aus der sich abzeichnenden Moglichkeit paradoxer 
Wf.c( beweise >>? die keine Versicherung gegen Widerspruche bieten, 
diese vielmehr heraufbeschwcren, entnehmen ? Welche Modifikationen 
in den vorhandenen Systemen bieten sich an, urn die Widerspruchs- 
freiheit gegebenenfalls zum driktenmal wiederzuerlangen ? 

Offenbar begegnen wir dem Unvermiigen mathematischer Symbolik, 
den Sinn transzendentaler Hoffnungen oder gar Ueberzeugungen tref- 
fend und endgultig festzuhalten, mit ihr wirklich (< iiber den eigenen 
Schatten zu springen >+. Vielmehr halten unsere fliichtigen Gedanken 
gleichsam Zwiesprache mit unserer mehr oder weniger scharf geschlif- 
tenen Niederschrift ; die Symbde niachen sich buchstablich selb- 
stanjdig und zwingen unseren voreilenden Ueberlegungen ihre algo- 
rithmische Eigengesetzlichkeit auf. Wer will da beurteilen kiinnen, ob 
geistiges Nachdenken und Raum-Zeit-gebundenes Errechnen a priori 
endlos konform gehen miissen? - auch wenn es um unsere eigenen 
Festsetzungen und Einsetzungen geht ! 

Der Mengentheoretiker hatte es schwer, einem Zustandekominen von 
Widerspruchen der angedeuteten Art durch Hindernisse vorzubeugen, 
die nicht kiinstlich wirken - wie etwa eine Beschrankung der Zahl der 
Deduktionsschritte oder der Zlahl der Operationen in Definitionen 
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abgeschlossener Mengen. Demgegenuber kann der Konstruktivist mit 
dem Hinweis, es gehe ihm weniger urn den Ausbau einer Ordinalzahl- 
theorie als darum, den wesentlichen Satzbestand der klassischen Ana- 
lysis durch einfache Begriffsmodifikationen aufrechtzuerhalten [8], ohne 
weiteres den Ruckzug antreten auf Definitionen durch gewohnliche 
Induktion (mit < zwischen Gnundzahlen als Vorgangerpradikat), denn 
dies sind die praktisch relevanten [9]. 

Aber wer will garantieren, dass an einem so beschnittenen G,, das 
fur die analytischen Bediirfnisse der theoretischen Physik vollig aus- 
reicht, jene Erscheinung nicht wiederkehrt, dasls sich ein System mit 
einer Ableitung fur seine verschlusselte Wf.aussage im System selbst 
einholt uiid so in Antinomien mundet ? - dass, um einen Terminus fur 
solche zunachst als widerspruchsfrei einsichtig anmutenden Falle zu 
haben, das System revolut ist. Es ist, denke ich, informal sogar ein Weg 
da, um die konstruktive Arithmetik noch gsiindlicher umzudeuten als 
es GODELS Dialectica-Umdeutung der logischen Partikeln besorgt : ich 
meine LORENZENS operative Einstellung zur Logik [8] QQ 1-9. 

Was formal hier notig ware, isit vor allem eine endliche Basis zur 
Berechnung derjenigen speziellen Funktionen f ,  welche die protolo- 
gischen Eliminationsverfahren zur (effektiven) Begrundung von Aus- 
sagen ‘die Hinzufugung der Regel R zum Kalkul K ist zulassig, d. h. 
fabriziert nichts Neues’ ausdrucken in Nummern von ‘Ableitungen mit 
laufender Gebrauchsanweisung dafur, welche Regeln schrittweise an- 
gewendet worden sind und unter welchen Substitutionen fur deren 
Variablen’ : eKI1(x) = ee(fx), wo esn( * )  und eK(*) die Nummer des 
Fabrikats berechnen, das die Ableitung Nr. * nach KR bzw. nach K 
liefert ; dabei seien K und KR durch ihre Nummern in einer normierten 
Aufzahlung aller K’alkule vertreten. Sodann wird eine endliche Basis 
zur Berechnung derjenigen speziellen Flunktionen gebraucht, welche 
die konsequenzlogischen Eliminationwerfahren chiffriert ausdrucken ; 
dabei stutzt sich der Reflexionsprozess von Kalkulen auf Meta”ka1kule 
nicht auf eilnen offenten Begriff von (effektiv) zulassigen Meta”-’regeln 
als die MetaOanfange, sondern auf die jeweils iiber (: Imperativ 
n-1-ter Stufe, fur jedes x) schon rechneriisch beherrschten Eliminations- 
verfahren, derart dass ein M”K unter die normiert aufgezahlten K 
fallt. Anschliessend ist die Chiffrierung der Eliminationsverfahren in 
jeder Stufe auf den Fall relativer Zulassigkeitsbegriffe zu ubertragen. 

Nach meinem Ermessen sollte es daraufhin moglich sein, den For- 
malismus der reinen Zahlentheorie als revolut zu erweisen. Ich vermute 
also, dass fur einen (primitiv rekursiven) Term e( *), der konstanten- 
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weise aus der Nummer * einer Ableitung die Nummer der abgeleiteter? 
Formel berechnet, die Ungleichheit von e(x) zur Nummer von 0 = 1 
innerhalb des PEANO-Formalismus mit einer Variable x ableitbar sei, 
und zwar bereits mit einer eingeschrankten Form der vollstandigcn 
Induktian von A(x) 3 A('x) auf A(0j A(z), die sich mit elementar 
zu entscheidenden Induktionsawsageformen A begnugt. Selbstvesstand- 
lich bestunde der Preis fur eine derartige Vermeidung der +Induktion 
in ainar ancrhorten kombinatoriischcn Komplexitat der benutzten A.13 
Und doch wurden solche A untcr die sonst cc bereitgestellten v A fallen. 
(Der krasseste denkbare Fall eines revoluten Systems ware der, dass eine 
Indulctionsparadoxie auch fur die primitiv rekursive Funktionsrechnung 
eintritt, indem sich die direkte Induktion von fx = f'x auf f0 = fz  
eventual1 in endilich vielen f aufreibt.) 

Freilich ist es angesichts der indirekt gewonnenen Unentscheidbar- 
keitsresultate hochst ungewohnt, sich auf eine Denkweise umzustellen, 
fur die allein der direkte Versuch zahlt. Unbestreitbar ist jedenfalls, 
dass sich zu jedem Kalkul K cin finit gleichwertiger aufzeigen lasst, 
der solche Ableitungen, die fur ' * ist nach K ableitbar' aufzuweisen 
sind, ausdrucklich mitfuhrt und der so direkt zu entscheiden ist. Ebenso 
lasst sich bci Mitfiihrung von Eliminationsverfahren eine Behauptung 
wie 'R ist in K zulassig' direkt kontrollieren : durch Entscheidung uber 
eine Ableitung von eKE(x) = eK(fx). Die Aufgabc besteht jedoch in einer 
sich an einem ausgewogenen Kalkiil uber Kalkiile orientierenden Nume- 
rierung, die Verschlussalung wie Entschlusselung von Nummern unter- 
einander durch alle Metastufen hindurch gleichmassig leistet. 

All diese Erwagungen uber die reine Zahlentheorie sind noch langst 
keine Beweise ; und bevor der Kalkul, der die letztgenannte Numerie- 
rung steuert, nicht mit derselben unuberbietbaren Scharfe definiert ist 
wie der Kalkul Gs, liegt kcine unmittelbare Bedrohung arithmetischer 
Schlussweisen vor. Es i'st aber wohl nicht zuviel gesagt, dass eine defi- 
nitionstechnisch ungebundene, ohne Selbstreflexion arbeitende finite 
Metamathematik durchaus die Moglichkeit birgt, ihre ubliche finite 
Reflexion auf kllassische, konstruktive oder auch finite Inhalte in Frage 
zu stellen, falls die formalen Gegenstiicke der Inhalte nur einer hin- 
reichend durchgreifenden Umformung unterzogen werden. 

Warum ist die Metamathematik bishcr noch nicht auf Herleitungen 
gestossen, die entweder dem Beweisen oder dem Definieren innerhalb 
der von ihr formalisierten Mathematik endliche Schranken setzen ? 
Der formalistische Extrakt kontrarer Ansichten vom Unendlichen spie- 
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gelt zunachst die zugehorigen sprachlichen Intentionen wider ; Form 
und Inhalt stiitzen sich dabei gegenseitig ; die formalen Erzeugnisse 
kontrarer Inhalte werden zwar 'miteinander verknupft, ohne dass jedoch 
der ernsthafte Versuch durchgehalten worden wzre, einen iahaltlich 
reicheren Kreis von einem wmentlich armeren aus als widerspruchsfrei 
zu erkennen - eben weil die un6erdes indirekt erscblossene Unmoglich- 
keit vor einem direkten Ableiitungsversuch abschreckt. Erst die Erfah- 
rung mit solchen Versuchen kann uns erkennen lehren, ob und wo ein 
formales System, das seilne inhaltliche Deutung anscheinend liickenhaft 
reproduziert, sich im Licht einer anderen Devtung uberfordert hat. 

Die Ueberpriifung dieses Sachverhalts zwingt die Mathematik, ihre 
grundlegenden formalen Systeme mit dem menschenmoglichen Hochst- 
mass an Prazision herauszumeisseln, damit spater keine Zweifel auf- 
tauchen, ob die inoffizielle Ableitung eines Widerspmchs in eine offi- 
zielle umgewandelt werden kann. Der Umgangssprache kommt dabei 
lediglich die Aufgabe zu, den Ablauf langerer Ableitungen durch 
Schilderung von Zwischenrechnungen abzukurzen. 

W o  es um die Berechtigung jenes statischen Bewusstseins unum- 
stosslicher Wahrheit geht, das seit der griecbischen Antike der streng- 
sten unserer Wissenschaften ihren Nimbus venliehen hat, da hat die 
direkte Wahrheitsfindung durch konkretes Rechnen entschieden den 
Vorrang vor abstraktem Denken : ein Vorurteil, dass direkt nicht sein 
kann, was indirekt nicht sein darf, lasst sich allein durch harte, refle- 
xionsfrei erzielte Tatsachen erschiittern. 

Widempruche in einem widerspruchsfrei gedachten systematischen 
Rahmen wiirden auch, indem sie ein oberstes Kompliziertheitsmasg 
stecken, jenen Problemkreis von neuem beleuchten, der 1917 von HIL- 
BERT herausgestellt wurde l4 : << das Problem der prinzipiellen Losbar- 
keit einer jeden mathematischen Frage, da5 Problem der nachtraglichen 
Kontrollierbarkeit des Resultates einer mathematischen Untersuchung, 
ferner die Frage nach einem Kriterium fur die Einfachheit von mathe- 
matischen Beweisen, die Frage nach dem Verhaltnis zwischen Inhalt- 
Zichkeit und Formalismus in Mathematik und Logik, und endlich das 
Problem der Entscheidbarkeit einer mathematischen Frage durch eine 
endliche Anzahl von Operationen H .  

5. Ein Schritt ins Endliche infolge zu reichhaltiger fortmaler Postulate 
uber das Unendliche markiert offensichtlich keinen Abstieg in Trivia- 
litat. Das dialektische Spiel wechselseitiger Widerlegungsversuche tritt 
vielmehr im Endlichen, das uns genugend Offenheit zu immer Grosse- 
rem hin bietet, in eine neue Phase : es begegnet dem nahezu unmittelbar 



Vom Unendlkhen zum Endlichen 317 

gegebenen, <( realisierbaren B Objekt als einem neuen Ankergrund, der 
aber auch noch nicht letztgultig sein durfte. 

Wie  sollen wir beispielsweise die 2k n-stelligen Wahrheitsfunktio- 
nen ubrer k Substituben erfassen, wenn wir an  die Grijssenordnung 27'19 
zz 1040 herankommen ? - an jene Zahl, die, nach physikalischen Mes- 
sungen und Schatzungen zu urteilen, die (heutigen) Verhaltnisse zwi- 
when Grosstem und Kbeinstem im Makro- und Mikrokolsmos sowie, 
reziprok genonnmen (: zwischen den Kraften der Gravitation im 
Grossen und der Elektrizitat im Kleinen beherrscht. Sorgen nicht bereits 
die Kalkiile selbst, mit denen wir die Erweiterung des Endlichen zu 
begreifen suchen, insbesondere wenn wir in endlichen Zeichenkombi- 
nationen an Unendliches oder an grosse Endlichkeiten denken, fur 
psychisch wirksame Schranken ? - welcher Mathematiker miichte wohl 
mit einer sinnreichen Theorie zu tun haben, die ihn zur Aufstellung 
von mehr als 1000 Regeln mit maximal mehr als 100 Pramissen zwange ? 

Da wir daran interessiert sind, die Ergebnisse Ianger Rechnungen, 
die erst Maschinen zu bewaltigen vermogen, zu erfahren, und da  wir 
selbst nur eine sehr beschriinkte Zahl von Deduktionsschritten leisten, 
fallt uns die Aufgabe zu, die Tendenzen, einerseits in einzelne Zeichen 
Allgemeines hineinzudeuten und andererseits iiber fertig abgesteckte 
Kalkiile umdeutend zu reflektieren, gegeneinander abzuwagen : sei es, 
extern, durch formal kontrollierte Selbstbeschrankung der metamathe- 
matischen Definitions- und Beweismijglichkeiten, sei es, intern, durch 
Einschrankung der formalisierten Beweis- oder Definitionskombinatio- 
nen - mit dem Ziel, die intenfdierte Wf. natfalls standig neu abzusi- 
chern. Wohin sich dieser Prozess des Aufstellens, Verwerfens und 
Verbesserns von Kalkiilen, die eine Deutung kodifizieren, auspendelt, 
ist nicht vorauszusehen - wahrscheinlich stossen wir auf Fragen opti- 
maler Verschliisselung und Entschliisselung. 

Man mag bedauern, wenn der Antrieb, der von der finiten Meta- 
mathematik ausgeht, in eine haushalterische Buchfiihrung iiber ver- 
wendete und nicht verwendete Pr imf ipren  bei kritischen Beweis- 
fuhrungen miindet, und man kann verstehen, dass gelegentlich von 
einer << Tragik des Mathematikers durch Streben nach Formalisierung D 
gesprochen worden ist. Im Zeitalter der Rechenautomaten kommt aber 
ein Zuruckweichen vor dem formallistischen Zug in der Mathematik 
kaum mehr als Alternative in B1etra~ht.l~ Und birgt nicht die kristall- 
klare Definition eines Kalkiils, bei dem der lebendige Inhalt, der  ur- 
spriinglich hinter den Formeln und deren Regelung stak, zum fehlerfrei 

n 
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funktionierenden Mechaniismus geworden ist, ebensoviel Dramatik wie 
Beweise, die zielstrebig ein monumentales Satzgebaude aufturmen ? 
Auf dem Wege ihrelr Selbstverwirklichung befindet sich j a  die Entwick- 
lung der Mathematik und der exakten Methode iiberhaupt seit langem 
in einer beispiedlosen Wende zu unerhort kritischer Selbstbesinnung : 
eine systematische Bestandsaufnahme all derjenigen Verfahren ist im 
Gange, welche nach Massgabe des gegenwartigen Selbstverstandnisses 
im Prinzip jedem Satz zugrunde liegen, der den bisherigen Absichten 
mathematischer Aktivitat folgend noch beweisbar ware. Die Entschei- 
dung schliesslich, ob zwei Denksysbeme sich so weit verselbstandigt 
haben, dass ihre Fabrikate einander auf halbem Wege zunachst auf dem 
unsicheren Boden ihrer inrtendierten Tnhalte (c verkappt D widersprechen, 
nach vollem Turnus aber sogar (c unmittelbar P auf dem sicheren Grund 
formal kontrollfahiger Produktion, kann gewiss nur unter mechanisch 
gesteuertem Ableitungsablauf gefallt werden. 
6. Sosehr eine derartige Aushoh!Iung des Sinnes, den wi’r anfanglich 
mit der Tatigkeit des Mathematisierens verbunden haben, unausweich- 
lich sein mag, sosehr in einer irreversiblen Eindammung von Substittut- 
vorraten die Reaktion auf den bisherigen Anspruch auf hochste Allge- 
meinheit liegen mag - so sehr bedurften wir eines Gegengewichts, das 
uns, wiihrend sich Definieren in Festsetzen und Beweisen in Ableitungs- 
instruktionen verlauft, eine neue Zielrichtung fur kalkulatorische Expe- 
rimente weisit. Den natulrgemsssen Ausgleich fiir das Spiel mit Zeichen 
bildet wohl nach wie vor die geometrische Anschauung. 

Wi r  sind gewohnt, geometrische Beziehungen in Abhangigkeit von 
Koordinatensystemen zu beschreiben ; und wir haben diese Methode 
erfolgreich auf die Physik ubertragen, wo extrageometrische Grossen 
als Funktionen von ‘Raum’ und ‘Zeit’ mit Fundamentalkonstanten ver- 
knupft werden, in denen sich unveranderliche Messwerte manifestieren. 
Dabei wundern wir uns kaum noch, dass immer wieder neue Singulari- 
taten auftauchen. Sind diese Stellen, wo die physikalische Deutung 
versagt, vielleicht dadurch verursacht, dam die von uns gleich- und 
ebenmassig gedachte Koordinierung eine Extrapolation asymptotischer 
Verhaltnisse ist ? Konnen wir die physikalischen Phanomene nicht aus 
zeitlichen Veranderungen, die sich in ein singularitatenfrei kontinuier- 
lich zusammenhangendes Diagramm von gekrummten raumlichen Pro- 
filen einfiigen, unabhangig und rein geometrisch erklaren ? Tatsachlich 
glaube ich, dass physdkalische Vorgange nicht in einem starren Koordi- 
natennetz zu lokalisieren sind, sondern im wesenblichen oberhalb und 
unterhalb : die analytische Beschreibung physikalischer Grossen er- 
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scheint in diesem Bild als einebnende Projektion der dem Diagramm 
angepassten Netze, die Grunderfahrungen ‘Relativitat’ und ‘Komple- 
mentaritat’ bieten sich geometrisch als Projektionseffekt bzw. -defekt 
an.16 

Im einfachsten, raunilich O-dimensionalen Fall geht es etwa urn 
die Beziehung einer asymptotisch eingespannten Wellenlinie, wedclie 

statisch )) aus innerer Anspannung entsprange, zur Achse der Zeit- 
koordinate. Bei der ublichen funktionden Zuordnung , die dem aus- 
seren Zwang eineis cartesischen Netzes in derjenigen Ebene follgt, 
welche die Linie und deren Achse einbettet, greifen wir mit Ordinaten, 
die zu Abszissen in gleichmassigen Zeitabstanden gehoren, Punkte auf 
der Wellenlinie ab. Aus der innercn Harmonie einer solchen Wellenlinie 
fliesst jedoch offenkundig eine ganz andere Verteilung der Punkte des 
der Linie angepassten (1-dimensionalen) Netzes. Fassen wir die Zeit- 
achse als den sekundar aus der Wellenlinie ermittelten Durchschnitt 
auf, so kommt nur jenen Zeitpunkten, wo die Linie die Achse trifft, 
primare Wirklichkeit zu. Wird die (c natiirliche )) Punktverteilung auf 
der Wellenlinie einer aquidistanten Punktreihe auf der Zeitachse zuge- 
ordnet, so stimmen die fernen Punkte auf Linie und Achse asymptotisch 
iiberein ; fur jeden Zeitpunkt lassen sich Krummung und Eichmass im 
zugeordneten Wellenpunkt angeben. Ohne Kenntnis dieser Zuordnung 
bewirkt eine Projektion der Wellenpunkte jedoch einen ungleichmassi- 
gen Rhythmus auf der Achse. Die projizierte Bewegung wird sogar 
zeitweise riicklaufig, wenn eine Schwingung sich schleifenfiirmig iiber- 
faltet - die Punkte eines Zeitintervalls werden dann dreimal durch- 
laufen. 

Weder dlie << natiirliche )) Punktverteilung auf der Wellenlinie noch 
deren Gestalt im ganzen ergeben sich aus analytischen Ansatzen ad hoc. 
Vielmehr erfolgt die induktive Approximation der Linienpunkte aus 
dem Endlichen heraus durch rationale Intervalle, die sich mit der Inter- 
polation verfeinern ; die Bedingungsformen, welche Kriimmung und 
Punktdichte auf die fernwirkende Einspannung sowie, nahewirkend. 
auf eine optimale Distanz benachbarter Punkte abstimmen, durch- 
ziehen alle nachfolgenden Naherungsstufen homogen und verbessern 
sich mit der Interpolation. Die Zahl w i d  auf diese Weise tiefer in der 
geometrischen Form verankert als es die Analysis gewohnt ist, die ja  
von unteilbaren Punkten und der Zuordnung fertiger reeller Zahlen 
ausgeht. Und es ist zu erwarten, davs eine mdamathematisch provo- 
zierte Substitut-Restriktion sich hier nutzlich aiuswirkt. 
7. lch nenne nochmals die nachsten, m c h  meinem Dafurhalten anste- 
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henden finiten Probleme. Ihr gemeinsames Charakteristikum ist darin 
zu erblicken, dass die Auflijsung jeweils in einer Konstruktion bestelit, 
die rnehrere, sonst isolierte Begriffe durch Ruckkoppelungen mitein- 
ander verwebt, urn so zu einem neuen einheitlichen Ganzen vorzustoc- 
sen, das fruhere Einseitigkeiten aufhebt. 

Problem 1. Abgrenzung der 'Llassischen Mathematik' (ZF) durch 
die relativ vollstandige 'konstruktive Arithmetik' ( @; ). 

Anleitung : definitions- und beweistechnische Eingabelung der Or-  
dinalzahl I = ,lim,l ;I,l anhand der transfinitein Typentheorien T(d). 

Problem 2. Abgrenzung der 'reinen Zahlentheorie' durch eine rela- 
tiv vollstandige 'finite Zahlentheorie'. 

Anleitung : Norrnierung chiffrierter protologischer und konsequenz- 
logischer Eliminationsverfahren mit Hilfe von Ableitungen fur 
e r K R 1  (x) = e r K 1  (fx). 

Problem 3. Absteckung von Definitionen und Beweisen in 'Meta- 
rnathematik' und 'Mathematik' zwecks Verhinderung von revoluten 
Selbstreflexionen. 

Anleitung : Restriktion der Substitute fur Begriffe 2. Stufe. 
Problem 4 .  Analoge Behandlung grosser Endlichkeiten. 
(Beziehung zur technischen Wirklichkeit : Leistungsgrenzen end- 

Problem 5. Fragen der vollkommenen Interpolation und Extrapo- 

(Beziehung zur physischen Wirklichkeit : Erklarung physikalischen 

licher Automaten.) 

lation ; ~ c Q ~ E & , ~ Y o ~ ~ .  

Messens.) 

ZUSAMMENF ASSUNG 

Dcr Verf. geht zunachst auf den Kern seines Beitrags e Definition eines relativ 
vollstandigen formalen Systems konstruktiver Arithmetik * adasslich des Godel- 
Symposium der Ohio Academy ein., worin er einen Teisl jenes Materials vorgelegt 
hat, das 1957 seinem Vcrrtrag hei Heytings Constructivi,ty Col,loquium zugrunde lag 
-. unter Berucksitchtigung von Vereinlfachungm dcs Amsterdamcr Plans, die sich 
inshesondere aus Godels Dialectica-Umdeutung fur die logischen Partikeln ergeben 
hatten. 

Der Verf. stellt sodann anhand seiner autodidaktischen Rcchenpraxis eine Pro- 
p o s e  fur eine dialektismche Forterttwick'lung der mathematischen Wahrheit selbst 
iiifolge systerninterner Wi'derspruchsfreiheits << heweise N in Mengcnlehre und Zahlen- 
theori.e, aus d'enen sich forrnale Widerspruche herleiten. Zur Reorganisation der Ma- 
thematik ohne unbegrenztes Vertrauen auf inldirektes Schliessen werden 5 finite 
Probleme herausgestellt. Der Verf. zielt mit 1angfris.tigen Kdkulexperimenten auf 
dreierlei atb : 1. iuss.ere wie innere endliche Grenzen einser kontrollfihig geregcltcn 
Mathemztik zahlenrnksig bewussrt zu mechen, 2. durch metamathematisch zu provo- 
zierende Substitutrestriktion fur sinnvoll gedachte Begriffe die (natiirliche odcr 
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rationale) Zahl neu und harmonisch in der geometrischen Gestalt zu verankern, 3. mit 
Hilfe methodischen Kalkulierens den notigen Aufwand an Denkkraft, Rechen- und 
Messtechnik in der exakten Wissenschaft selbstkritisch uad vernunftgerecht einzu- 
schatzen. 

ABSTRACT 

The author first enters into the core of his contribution "definition of a rela- 
tively complete formal system of constructive arithmetic" on the occasion of the 
Ohio Academy's G6d8d symposium, wherein he has presented a part of that material 
which, in 1957, underlay his, report a t  the Heyting Constructivity Colloquium - in 
consideration of simplifications of the Amsterdam plan which had resulted in particu- 
lar from Godel's Dialectica re-interpretation of the logical particles. 

The author then prognosticates, with the aid of his autodidactic practice in 
reckoning, a dialectical development of the mathematical truth itself, and thdt in 
consequence of system-internal consistency proofs within set theory and number 
theory, "proofs" from which derive formal inconsistencies. To reorganize mathematics 
without unlimited confidence in indirect arguments there are 8et forth 5 finitary 
problem$. The author aims at  three things by long-dated experiments with calculi : 
1 )  to make cognizant numerically the exterior as well as the interior finite limits of 
controllably regulated mathematics, 2) to anchor the (natural or rational) number 
in a new and harmonious manner in the geometric shape by means of a restriction 
of substitutes for notions as imagined meaningful, a restriction which is to be pro- 
voked metamathematically, 3) to assess the needed effort of exact sciences in intel- 
lectual power and in technique of reckoning and measurement self-critically and 
reasonably with the help of methodical calculating. 

NOTEN 
0 Ich danke Prof. BERNAYS fur seine Einladung zum Dialectica Symposium on 

the Foundations of Mathematics sowie fur die Vorurteilslosigkeit, die er meinen 
privat erarbeiteten Ansichten in Korrespondenz und Diskussion entgegengebracht 
hat, ebenso Prof. GONSETH fur seine freundliche Ermunterung. 

1 Vgl. z. B. [ l l ] .  
* Danach ist die formalisierte Mengenlehre, falls sie iiberhaupt erfullbar 

(und damit widerspruchsfrei) ist, bereits innerhalb des Abzahlbaren erfullbar. 
Vgl. [6], S. 1 7 0 ,  S. 1 7 4 .  

Vgl. [I?]. 
Vgl. [lo]. 

(I Im Unterschied zu [17],  wo verschiedene Alphabete die formal bzw. inhalt- 
lich aufzufassenden Bezeichnungen trennen, mag der Sinn hier, wo das Tech- 
nische ohnehin zuriicktritt, aus dem Kontext entnommen wesden. 

In  einem anderen, finit gleichwertigen formalen System liesse sich der 
Pradikatbegriff dadurch direkt entscheidbar machen, dass die beiden Deduktimen, 
auf denen jede Anwendung des Definitionsprinzips beruht, ausdriicklich und mit 
einer Gebrauchsanweisung dariiber versehen, welche Regeln schrittweise anzuwen- 
den und welche Einsetzungen darin vorzunehmen sind, in die offizielle Pradi- 
katnotation aufgenommen werden. 

* Eventuell muss bei den in der Literatur vorhandenen Verallgemeinerungcn 
die ordnungstheoretisch ubliche Transitivitats-Voraussetzung fur die Fundierung 
K noch abgestreift werden, um die von mir vorgeschlagene konstruktive Arithmetik 
voll zu rekapitulieren. ' Vgl. [12], wo das Verhaltnis von Existenz und Konsistenz am Beispiel 
eines kunstlich erdachten Systems, das erst nach 10l2 Schritten widerspruchlich 
wird, besprochen ist. 

lo Die Darstdlung einer Ordinalzahl durch Fundierungen fullt die Klasse 
isomorpher Wohlordnungen, die gewohnlich zur Darstellung benutzt wird, erheh- 
lich auf und entlastet die Theorie vom Durchschleppen logisch entbehrlicher Vor- 
aussetzungen. 
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I’ Vgl. [13]. 
l2  Die Anlage der transfiniten Typentheorien T(d) ist in [17] zwar vcrbal 

umschrieben, aber nicht mit der wunschenswerten kalkiilmassigen Perfektion 
definiert. 

Vgl. hierzu auch GODCLS Fussnote 2 in [4] S. 281. 
l4  Vgl. [5], S. 412. 
l5 Ein Ausweichen auf halbformale Svsteme mit unendlicher Induktion, bei 

denen die arithmetisierte Selibstreflexion unterbunden wird, ware zwecklos, wenn 
sich der Verdacht bewahrheitet, dass bereits die reine Zahlentheorie revolut ist. 

lR Vgl. [I61 ; dort ist die Vermutung ausgesprochen, der hier nachrolgend 
im dimensionaien Anfangsfall erlauterte Ansatz eines Giazeiv6uavov werde bei 
dimenisionaler Ausdehnung das Problem der raumzeitlichen Dimensionszahl 3 +  1 
beantworten, das WCYL am Ende seiner spanischen Vorlesungen [14] S. 61 an- 
geschnitten hat. Die dimensionale Ausdehnung dieses Ansatzes ist nur bis zum 
raumlich 1-dimensionalen Fall anschaulich vorstellbar ; jeder einzelnen Falten- 
Schwrngung entsprechen dabei aulf der raumzeitlichen Wellenflache 4 (paarweise 
uherschobene) Taschen. Diagramme hoheren topologischen Zusammenhangs mit 
derselhen asymptotischen Einspannung zeigen bereits im einfachsten Fall, wo die 
Flache nur einen Schlauch hat, << para n physikalische Wirkungen, die von eincm 
Paar dualer Kreuzungspunkte ausgehen, zwischen denen eine Schar geschlossener 
Raumlinien (oder Zeitlinien) entsteht und vergeht - unter Abschnurung von den 
asymptotisch eingespannten Linien. 
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the repulsion of negative [positive] charges can be understood simply as 
an  encounter of stretches below [above] the measuring field.) Errata in 
[17], p. 195. 

E. WETTE : Definition eines (relativ vollstandigen) formalen Systems kon- 
struktiver Arithmetik. 
Foundations of Mathematics, Symposium Papers Commemorating the Six- 
tieth Birthday of Kurt Godel (edited by J. J. Bulloff, T. C. Holyoke, 
S. W. Hahn). Berlin Heidelberg New York 1969, pp. 130-195. Drwckfehler : 
S. 142, Zeile 7 v. u. : den ersten (hochstehenden) grossen Haken umdrehen ; 
S. 150, Zeile 14 : Ordinalzahlterme ; S. 150, Zeile 13 v. u. : iiber dem ersten 
s fehlt 1 ; S. 152, Zeile 8 v. u. : , am Zeilenanfang ; S. 156,, Zeile 1 7  : 
wohlabgesteckter ; S. 158, Zeile 1 v. u. : Implikations-Relator tief stellen ; 
S. 173, Zeile 7 : die zweite Generalisations-Bedingung steht zu weit nach 
rechts ; S. 179, Zeile 19 : die beiden griechischen Buchstaben steil statt 
kursiv ; S. 179, Zeile 2 v. u. : , wonach ; S. 192, Zeile 15 v. u. : vor dem 
letzten Zeichen fehlt ein dicker Punkt auf der Zeile. 
Hinweis : der Auszug von meinem S. 193 (im Zusatz) erwihnten Vortrag 
- Math. Forschungsinstitut Oberwolfach, Tagungsbericht 10168, S. 7/8 - 
definiert unter 3. jene 6, 3, 2 Funktionale mit 0, 1, 2 Funktions-Stellen. 
welche ish zur systeminternen, widerspriichlichen Auflosung der Umdeu- 
tung einer ordinalzahltheoretischen Formalisierung der Analysis benutze. 
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