
E I N E  A N M E R K U N G  ZU GODELs  K O M P R E H E N S I O N S T H E O R E M  

Von EDUAI~D WETTE in Uckerath 

1. Das ,,Komprehensions"theorem 12.2, das G6DEL auf p. 54 seiner bekannten 
Monographie [1] aus seinem ,,Kompressions"lemma 12.3 beweist und das ffir 
konstruktible Mengen Fcfl (: [1] p. 37, 9.3) aussagt, dab Fc6 _CFccco~-~Fc~ E 
E Fccw~ 41 grit, gestattet eine leicht zu verifizierende Verallgemeinerung, n~mlich 
7 < w~,-i-1 ̂ Fc(~ <=FcT~Fc~EFce%41(= Fcce%$v vgl" [1] p. 37/8, 9.27, 9.35) 1 

Beweis. Substituiere Fr wo ? < c%$1 sei, fiir FcCco~(= Fowl) in [1] p. 54, 
Zeile 1 und 9; substituiere ferner, 97 = J~)(K~?K~?) setzend (:[1] p. 36, 9.22, 
9.24), 97 4 9 fiir co~ in [1] p. 54, Zefle 10 und 22 bis 31 3, wobei in Zefle 29 irr- 
tfimlich einmal Fowl, anstelle Fcceo~ steht. Danach ist in Zefle 30 stat t  9.27 bIoB 
9.23 zu benutzen, w~hrend in Zefle 29 Fc(~ ~_ Fc%? -~ 9 aus Fc(~ __< F r ? erst mit 
Fc7  <= Fr (nach dem Beweis ffir 9.5, [1] p. 38) und Fcc? <= Fc%? 4 9 (wegen 
97 =< ? < 97 4 9 und Fcr fl = U,  (Fc•}) folgt. 

<~ 
Anwendung. eo selbst (: [1] p: 31, 8.4) ist konstruktibel (: [1] p. 50, 11.42) und 
offenbar g Fceo = Fccw; mithin gilt ~o EFcceol, also co = Fc~ ffir ein 7, das 
< co 1. Ein Fc6, das hinwieder _g co, ist nunmehr auch noch CFc~wl, also = Fc~ 
fiir ein solches ~ (< col). 
2. Im Beweis unter 1. kann fibrigens anstelle 9? 4 9 fast immer 9Y substituiert 
werden, da sogar F c ? _~ Fc%7 gilt, wenn nicht 7 = ~ 4 1 mit ,,kritischem" ~, 
ffir das ~ = J~(~0) :  sonst wird namlich beim Beweis zu 9.5, [1] p. 38 (Z. 31--39) 
in Z. 32 ~ 9~(= c c c ; = = J o ( K l ~ g ~ ) )  in Z. 36 f l =  K ~ - -  K[  9~ < 9~, mithin 
F cc fl =< Fc%~; in Z. 37 fl, ? < 9~, mithin {F ~ f i e  c y} c Fc%~, weil s 

[ J ~ ( 7 0 } 4 9  >~ ( ? 4 f l ) > J ~ ) ( ? 0 } = >  ? f a l l s f l g  ? > 0  
9~ = J~(f lT) = tJ~(flO) 4 9 J< ? > Jg(flO) ~_ fl falls fl > ? > 0 

[J~(/50) > /5 falls y -~ 0,  

wonach/5, 7 <  9~ genau dann falsch, wenn ?---0 und 9~ =/5, wenn also ~=  J~(/~0) 
= d~(/50) ~- 1 sowie d~(/50) = 9x =/5.  Umgekehrt gilt fiir ~ =/5 -~ 1 mit kriti- 
sehem /5 auch nicht FCx _~ F~%~, denn Fc/5 E {Fc/~Fc0) = Fc~ _c Fc%~ = F % ~  
= F c/5 widerspricht dem Fundierungsaxiom. 

x _% ^ sind gegeniiber [i] inoffizielle l%tationen fiir ~ , . .  
DaB man hier mit 8 start 9 ~uskommt, weil man Axiom B 6 streichen oder B 7, 8 durch eine 

()-,,Assoziation" ersetzen kann, weiB ich wolff. 
Beachte 9.23, 7.9, 7.81 (: [1] p. 36, 28/9) und dab R die nach dem Maximum der Pao, rglieder 

gestaffelte antflexikalische Wohlordnung der OrdinMzahlpaare ist: 
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Krit isch sind 0 und  die (transfiniten) ~-Zahlen to ~ ,  wie z. B. co, co', t o "  . . . .  oh, 
eo~ . . . .  ; dies resul t ier~--  in iiblicher, gegeniiber [1 ] inoffizieller R e c h e n n o t a t i o n - -  
mittels J0(fl, 0) = 9 .  ~ (~ �9 2 + 1). Weitere kritisehe Stellen existieren nicht :  

<~ 
im Fall 0 < fl < o) ist es dureh J0 (b, 0) ~ 9" b 2 (wo ]r < co) ausgeschlossen, und  

im Fall eo ~ < fl < co ~§ geling~ der AusschluB wegen dcr Monotonic yon  ~ 

dadureh,  daBJ0(fl, 0) fiir fl = ~ ' ~ +  1, ~o "~. 2, eo ~"  (2+k) nacheinander -- ~o ~ .  3 + 9, 

co, ~. 2, co, ~. (2 + = ~) ausf~llt. U m  dies letztere einzusehen, ist ffeilich eine voile, erst mi t  
viel transfiniter Induk t ion  zu erzielende Ubersieht  fiber den in C~'~Tol~scher Normal- 
form ausgereehneten Jo-Wert  fiir jedes in solcher Fo rm vorgelegte Argument  von- 
nSten;  ich halte bier lediglich fes~, in welcher Form sieh die Summat ion  der 
transfiniten pseudo-ari thmetisehen Reihe , , rechts"-ungerader Ordinalzahlen 
zusammenziehen l~13t: 

es sei wieder ]~ < co, aueh ]r l, l ' < w, zudem b', l ' > 0, ferner bczeichne g(~) 
dasjenige v, fiir welches o~ ~ _-< 1 + ~ < co ~+1, dann  wird ~ (~ .  2 + 1) 

<~ 

12 ~ f l  = 1 

tOta~ <._ fl ~--- tOta~ 

2:,(,7.2+ 11+ o~,.r-2.1;+ ~o .~*+z; +/~ =/~o+ z~ ̂  r ~ , . r  +~o./~* ^ 
<~' ^ g(o~./~*) <~, 

_=. to 'ca+~)  �9 (co J "~'+r -,- f l=to=~'(~+~)+ to'J',"+r ^ 
^ O < ; < a ~  ^ ~(o~. f l * ) <  o~./r ; 

~oJ" (~+,'+}. (~J ' , , ' .  (] + / )  + a,. ~*) ~-/~ = ~o-~" (~+~,') + o.~-~" ~,'./+ a,./~* ^ 
^ ~(~o./~*) < ~ . /~ '  

~o-~"++r162 o~./~*) . , -~  = a ,J"  .', '+r ~ . /~ *  ^ 
^ 0 < ~ < ~ ^  g(o~.fl*)<~.k'+~. 

Diese Notiz entstammt dem Material, das ich, 1961--1963 unterstiitzt durch die Deutsche 
Forschungsgemeinschaft (DFG Az. We 30/1 und 2), zwecks fiuit~rer (: finitary, finit im 
H~Lv~.sTschen Sinn) Tieferlegung der Konsistenz der formalisierten Z~.~V.Loschen Mengen- 
lehre auf die Konsistonz eines formalen Systems konstruktiver Arithmetik angesammelt 
habe. Im Unterschied zu einem derartigen finit~r kontrollierten und intuitionistisch-rekursiv 
deutbaren Konsistonzbeweis ist die vorliegende Notiz auch rein klassisch verst~ndlich. 
Die angefiihrte transfinite Summation diente mir 1964 dazu, alle Beweise der nach BERNAYS 
und G/JDEL formalisierten Mengenlehre - -  einschliefllich FR~V.l~K~schem Ersetzungsaxiom, 
aber unter Einschr~nkung auf metamathematische Klassenvariable - -  bereits innerhalb 
jenes formalen Systems ~ der konstruktiven Arithmetik umzudeuten, das ich in Etappe I I  
meines Beitr~gs zu H~YTn~Ga International Colloquium "Construetivity in Mathematics" 
(Amsterdam 1957, 1959) umrissen habe. 
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