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INTRODUCTION 

Brouwer's scientific publications fall into two almost disjoint parts: the first on 
philosophy and intuitionism, the second on non-intuitionistic mathematics, 
mainly topology. They will be published in two volumes, which are almost in
dependent of each other. This volume contains the thesis of 1907 and the papers 
on philosophy and intuitionistic mathematics. 

The thesis, on which he obtained the degree of Doctor in de Wis- en Natuur
kunde (Doctor of Mathematics and Physics) on February 19, 1907, is still an 
important and interesting document for understanding his line of thought. In the 
framework of his general philosophy of science, Brouwer unfolded his program 
for the construction of mathematics. The book contains the germ of much of his 
later work in foundations as well as in the development of mathematics itself. 
However, he was not yet able to draw all the consequences from his point of view. 
Many sections are sketchy and had to be revised in later papers. 

At the end of chapter I he explained what he intended to do in this chapter: 
,,In het voorgaande is van de fundamentele gedeelten der wiskunde getoond, hoe 
ze zijn op te bouwen uit voorstellingseenheden: . .. " (In the preceding pages it has 
been shown how the fundamental parts of mathematics can be built up from units 
of perception: .. . ) . This program is the basis of all his work on foundations. 

As paradigmata for the construction of mathematical theories he chose sub
jects of fundamental importance which in those days were in course of develop
ment. I mention some of them: 
1 .  The application of group theory to arithmetic and to geometry. This section con
tains important original contributions concerning the weakening of Lie's conditions 
of differentiability. A more complete paper is: Die Theorie der endlichen konti
nuierlichen Gruppen unabhangig von den Axiomen von Lie, Math. Annalen 67 
( 1909), p. 246-267; Math. Annalen 69 ( 19 10), p. 18 1-203 [Vol. 2, 1 909 C, 1910 H]. 
2. Non-Archimedean geometry. 
3. Foundations of set theory. Here Brouwer deviates completely from the clas
sical theory. 

Chapter II contains a clearly formulated account of Brouwer's philosophy of 
science. As a mathematical insertion there is the proof of the theorem that a 
function is differentiable if the system of its difference quotients for a variable in
crement satisfies a condition of simultaneous continuity. There follows a criticism, 
from the mathematical as well as from the philosophical point of view, of Russell's 
'An Essay on the Foundations of Geometry', which had appeared in 1 897. 
Kant's conception of time and space is briefly mentioned; it is not placed in the 
frame of his philosophic system. The chapter ends by a suggestive summary in 
which the views of Kant, Russell and Brouwer are compared. 
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XIV 

Chapter III starts with an exposition of Brouwer's ideas on the relation of 
mathematics to logic and language. His main point is that mathematics as a 
mental construction ought not to be confused with its linguistic expression. 
Further a severe criticism is directed against Cantor's theory of transfinite num
bers, against the logistic of Russell and against Hilbert's formalistic approach. 
In 1907 Hilbert had not yet given his Beweistheorie its definitive form; in particular 
he had not made the sharp distinction between mathematics and metamathematics. 
Brouwer makes this distinction quite clearly at the end of chapter III. It is almost 
certain that Hilbert was influenced by discussions with Brouwer when he con
ceived his Beweistheorie of 1922. 

Classification of papers. The papers which are collected in this volume can be 
divided with respect to subject matter into the following groups; of course many 
papers treat more than one subject. 
I .  Papers immediately connected with the thesis: 1908 A, 1908 B, 19 17. 
2. General philosophy and mysticism: 1905, 1908 C, 1929, 1933, 1 948 C, 1950C. 
3. Signifies: 1 9 1 8A, 19 19C, 1 937, 1946A, 1946B. 
4. General considerations and philosophical remarks on intuitionism: 1908 C, 
19 1 1 ,  1 912A, 19 14, 1928A, 1929, 1933, 1947, 195 1 ,  1952B, 1954A. 
5. Intuitionistic set theory: 1 9 1 8B, 19 19A, 19 19D, 192 1 ,  1 923 C, 1924B, 1 924F, 
1925A, 1926A, 1 927 A, 1927 C, 1928 B, 1 930A, 1930B, 1942C, 1950A, 1 950B, 
1951, 1952C, 1954A. 
6. Intuitionistic analysis: 1923A, 1923 B, 1 924A, 1924D, 1924G, 1927B, 1942A, 
1 942B, 1954A, 1 954B, 1954C, 1954E, 1 954F, I, II. 
7 .  Intuitionistic topology and related subjects: 1925B, 1 926B, 1 926C, 1939, 
1 952A, 1 952D, 1954D. 
8. Fundamental theorem of algebra: 1924C, 1 924E. 
9. Theory of the creating subject: 1948A, 1948 B, 1948 C, 1949 A, 1949 B, 1 952C, 
1 952D, 1954 F. 

Evolution of ideas. Brouwer's ideas on several subjects underwent a pronounced 
evolution which is expressed in consecutive papers on one subject. He did not 
always state explicitly that he had changed his mind. In order to make this evolu
tion clear, I have inserted all these papers, taking into the bargain some repeti
tions, and clarifying their connections by a system of cross-references. For the 
rest the annotation is kept within narrow limits: the centre of gravity had to fall in 
Brouwer's work itself. 
Posthumous papers. The papers denoted below by I, II and III were not published 
by Brouwer. (I) is an abbreviated account of a proof which Brouwer gave in a 
course of lectures. (II) is taken from a very provisional draft of a lecture. None of 
them may be considered as authentic work by Brouwer, but they contain some 
ideas that are not found in his published papers. 

The manuscript of the lectures which Brouwer gave at Cambridge in 1946 can
not be published in this edition. The manuscript is in the hands of Prof. van 



Rootselaar, who intends to publish it separately. Some remarks about its contents 
are contained in III . 

Literature. For those who desire a more detailed and systematic exposition of 
intuitionistic mathematics some monographs are available. I mention: C. G. 
Gibson ( 1969); A. Heyting ( 195 1 ), ( 1 956); S. C. Kleene and R. E. Vesley ( 1 965); 
G. Kreisel and A. S. Troelstra ( 1970); A. S. Troelstra ( 1966), ( 1968 B), ( 1969 A), 
( 1969 B). 

Practical remarks. Editorial additions are placed in [ ] ;  in particular page 
numbers in [ ] refer to this volume. 

The bibliography contains only Brouwer's papers on philosophy and founda
tions of mathematics. They are ranged approximately in chronological order. 
Brouwer used to publish the same paper in different languages; in such a case all 
these versions are mentioned under the year of the first publication and distin
guished by numbers 1 ,  2, 3. The bibliography serves at the same time as a table of 
contents. The papers after which no page number is mentioned are not reprinted. 
T before the page number means that a translation of the original paper is printed. 
References without author's name refer to this bibliography. References with 
author's name refer to the list of literature at the end of the volume. This list con
tains only papers which are directly connected with Brouwer's work; excluded are 
formal intuitionistic logic, metatheory and purely philosophical considerations. I 
have not aimed at completeness. A bibliography of all Brouwer's scientific works is 
contained in Volume 2 of this edition. References to this bibliography are given as 
follows: [Vol. 2, 1909 C]. 

Acknowledgements. Thanks are due to the Wiskundig Genootschap at Amster
dam for sponsoring the edition, to the Nederlandse Organisatie voor Zuiver Weten
schappelijk Onderzoek for a subvention which made the publication possible, and 
to the authors and publishers who gave their permission to reprint works for 
which they held the copyright. Dr. Gibson (Liverpool) did important work by 
correcting the translations from Dutch into English. Dr. van Stigt (London) 
persuaded me to insert fragments of Brouwer's first publication (1 905); the 
translation of these fragments is almost entirely his work. Mr. de Rijk assisted me 
in all the work that had to be done for the publication; his contribution to the 
result is essential. 

A. Heyting 
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L I FE, ART AND MYSTICISM 

Excerpts 

THE SAD WORLD 

Originally man l ived in isolation; with the support of nature every individual tried 
to maintain his equilibrium between sinful temptations. This filled the whole of 
his life, there was no room for interest in others nor for worry about the future; 
as a result labour did not exist, nor did sorrow, hate, fear or lust. But man was not 
content, he began to search for power over others and for certainty about the 
future. In this way the balance was broken, labour became more and more 
painful to those oppressed and the conspiracy of those in power gradually more 
and more diabolical. In the end everyone wielded power and suffered suppression 
at the same time. The old instinct of separation and isolation has survived only 
in the form of pale envy and jealousy. 

1905 

[1] 

7 

As part of the balance of the eternal and omnipresent life everyone is called away 8 
from this terrestrial life when his time has come. U11til then he will suffer in mind 
and body as fits his evil mood of thrift, his lust for power, his vanity and fear. 
In his resentment he then starts tampering with the body through medicines and 
diets, with the mind through hypnosis  and make-belief. 

Life to the individual is an illusion, an anxious and laborious pursuit of ends, 9 

disillusionment. At the time of his death, which he has awaited unprepared and in 
complete ignorance, he is either startled by the realization that he has wasted his 
l i fe or his reason is dulled by the comforting thought that without il lusions life 
would have been nothing at all and that on balance at least he will take with him 
into his grave a large measure of experience. 

TURNING INTO THE SELF 1 3  

Having contemplated the sadness of this world look into yourself. In you there 
is a consciousness, a consciousness which continually changes its content. Are 
you master of these changes? You say no, for you find yourself placed in a world 
which you have not created yourself, you are bewildered by its continuous state of 
flux. 

The content of your consciousness, however, is to a great extent determined 

[1] 



by your moods and these are wi thin your power. Is the motto 'Control your pas
sions' only an empty phrase to you? Sometimes you must have experienced that 
religious feeling of escape from your passions, from fear and desire, from time and 
space, from the whole world of perception . Finally, you do know that very 
meaningful phrase 'turn into yourself '. There seems to be a kind of attention which 
centres round yourself and which to some extent is within your power. What this 
Self is we cannot further say; we cannot even reason about it, since - as we know -
all speaking and reasoning is an attention at a great distance from the Self; we 
cannot even get near it by reasoning or by words, but only by 'turning into the 
Self' as it is given to us. 

This 'turning into oneself' is accompanied by a feeling of effort, it seems as if 
some i nertia has to be surmounted, that your attention is strongly inclined to 
l inger where it is, and that the resistance felt in  the move towards the inner Self 
is much greater than in the move away from it. If, however, you succeed in over
coming all inertia passions will be si lenced, you will feel dead to the old world of 
perception, to time and space and to all other forms of plurality. Your eyes, no 
longer blindfolded, wi l l  open to a joyful quiescence. 

1 5  Now you will recognize your Free Will, in s o  far i t  is free to withdraw from the 
world of causality and then to remain free, only then obtaining a definite Direction 
which it will follow freely, reversibly. The phenomena succeed each other in time, 
bound by causality because your coloured view wants this regularity, but right 
through the walls of causality 'miracles' glide and flow continually, visible only 
to the free, the enlightened. 

1 6  [Addressing 'the free, the enlightened' : ]  

[2] 

To you the journey through this sad world is a steady passage in a light and 
colourful cloud, full ot love for all that is simple and direct in it, full of love even 
for your erring and covetous fellow men, for in your eyes it is no longer a reality 
completely separate from the Self, but directed from within the Self and with 
the Self. 

With a smile you wil l look back on the reality of the Sad World, your former 
i l lusion, of your own fears and desires, your labour and pain. Your happiness is 
no longer disturbed, even this i s  an i l lusion, the i l lusion of sadness and memory. 



MAN'S FALL CAUSED BY THE INTELLECT 

Without pain you see mankind cast down by fear and desire, by avarice and lust 
for power, by time and space, aimlessly wandering without wings, incapable of 
lifting itself in  self-reflection, chained to the spawn of time and space, the Intellect, 
which has become fossilized in the form of the human head, the symbol of man's 
fall. 

This highly esteemed Intellect has enabled and has forced man to go on living 
in Desire and Fear, rather than - from a salutary sense of bewilderment - take 
refuge i n  self-reflection. Intellect has made him forfeit the staggering independence 
and directness of each of his rambling images by connecting them with each other 
rather than with the Self. In this way the Intellect made him persevere in a state of 
apparent security i n  a 'reality' which man i n  his arrogance had made himself, 
which he had tied to causality, but in which eventually he must feel totally power
less. 

In this life of lust and desire the Intellect renders man the diabolical service 

19  

of connecting two images of the imagination as means and end. Once in  the grip [2] 
of desire for one thing he is made by the Intellect to strive after another as a 
means to obtain the former. 

The act aimed at the means always overshoots the mark to some extent; the 20 

means has a direction of its own, at an angle, however small, from the end. It 
acts not only in the direction of the end, but also in  other d imensions. Man's 
blinkered view prevents him from recognizing the sometimes very detrimental 
effects of such action, but worse the end is gradually lost sight of and only the 
means remams. 

In this sad world, where a clear view of all human activity is impossible, a 
world dominated by Dri ll and Imitation, the other offspring of Fear and Desire, 
many recognize as an end what was originally only a means. They seek what we 
might call an end of second order and in so doing may discover a means again 
out of line with the corresponding end. If this deceptive j ump from ends to means 
is repeated several times, it may happen that a direction is pursued which not only 
deviates into other d imensions but even opposes the direction of the original end 
and therefore counteracts it. 

Industry originally supplied its products in  order to create the most favourable 
conditions for human life .  But one ignored the fact that in manufacturing these 
products from the resources of nature one interfered 'with and d isturbed the 
balance of nature and of human conditions, thereby causing damage greater than 
the advantages of these products could ever justify. 

[3] 



21 But worse: manufacturing these industrial goods has become an end in itself, 
new industries were called i nto existence merely to supply instruments to facil itate 
production. Another blow was dealt to the balance of nature. Raw materials were 
recklessly sP-ized from far away lands, commercial and naval enterprises were 
created with all their physical and moral misery, all leading to oppression of one 
people by another. 

[4] 

Now that the Self had been abandoned, the Self that knows all about the past 
and the future, man grew anxious about the future and craved for the power to 
predict. Science originates in this desire to predict, in its early stages it is com
pletely subservient to industry. Science asserts generalizing propositions i n  and 
about the world of perception; these will come true as long as it pleases God, 
sometimes they are contradicted by the facts. The scientists then exclaim: 'Yes 
indeed, but we had made this or that tacit assumption.' In their incompetence 
they then set about complicating the proposition further and making so called 
improvements. 

Science does not remain confined to serving industry, again the means becomes 
an end in itself and science is practised for its own sake. A further aberration has 
been the concentration of all bodily awareness in the human head thereby ex
cluding and ignoring the rest of the body. At the same time man became con
vinced of his own existence as an individual and that of a separate and independent 
world of perception. At that stage the ful l  extent of the d\!viation of human scien
tific thinking became clear, for scientific thinking is nothing but a fixation of the 
wil l within the confines of the human head, a scientific truth no more than an in
fatuation of desire restricted to the human mind. Every branch of science, as it 
proceeds, wil l therefore always run into deeper trouble; when it climbs too high 
it becomes blindfolded in even more restricted isolation, the remembered results 
of that science take on an independent existence. The 'foundations' of this branch 
of science are then investigated and this soon becomes a new branch of science. 
Then one begins to search for the foundations of science in general and knocks up 
a 'theory of knowledge'. As they climb higher and higher trouble increases and 
in the end everyone is thoroughly confused. Some in the end quietly give up. 
Having through for a long time about the elusive l ink between the intuiting 
consciousness - which itself develops from the world of phenomena - and this 
world of phenomena (which again itself exists only through and in the form of the 
intuiting consciousness) - a confusion which originated in a sinful foundation of 
the world of intuition, they then pl ug the hole with the concept of the Ego which 
was self-created with and at the same time as the phenomenal world . And then 
they say, 'Yes, of course, something must remain incomprehensible and that 
something is the Ego that comprehends.' But there are others who do not know 
when to stop, who keep on and on until they go mad ; they grow bald, short
sighted and fat, their stomachs stop working properly, and moaning with asthma 



and gastric trouble, they fancy that i n  this way equilibrium i s  within reach and 
almost reached . So much for science, the last flower and ossification of culture. 

Death repudiates the whole of this l ife; i t is a violent manifestation of the Self 23 
i n  this l imited and self-created world, the unavoidable collapse of the Tower of 
Babel which man in his vanity had built for himself. This kind of manifestation of 
the Self, however, also occurs before death, during this restricted l i fe in the various 
aspects of this system of desire and in the world of perception which the intellect 
has created itself as the carrier of its infatuations and its independent desires and 
fears. Here it manifests itself in the voice of conscience, in a nostalgic memory 
of a Paradise Lost, in a faint belief in happiness as man's rightful heritage, in a 
hankering after bliss, rel igious certainty and. a l ife of freedom and dedication. Al l  
through this sad world this faint hankering becomes a longing and a yearning for 
the higher, the transcendental . Conscience, however, when speaking in this restrict-
ed world is silenced. Even if it penetrates into the enclaved categories, man's at-
tention is diverted away from it by the strongly fel t  stimulation and satisfaction 
of other needs, or it is assimilated, i.e. it is recognized as a need within the closed 
system and capable of satisfaction in the system. The main function of art and poetry 
but also of religion is to s ilence the human conscience by recognizing this need 
and by apparent but not real satisfaction. Art and religion in this world are only 25 

morphine industries, the yearning for a better life i s  only lulled i nto sleep or into 
a state of torpidity. 

The medical industry was with barbers and quacks in good hands, practised 27 

within the confines of the intellect; as a medical science, it is far less effective. 
Even within the closed domain of science, the manifestation of the Self creates 

needs, and within that system these will be satisfied. Even in science there is a 
yearning for something higher, but this yearning is then appeased with religious 
doctrines of revelation, metaphysics, ethics, philosophy of art, spiritualism and 
theosophy. Al l  this leaves mankind in the s inful bonds of science, of faith i n  
reality and of logical thinking. 

RECONCILIATION 

This corrupt world, as you now recognize, only exists because of its very cor
ruption, its deviation from the paths of rectitude. A world of righteousness seems 
to you as contradictory as your own mortality. 

In this way you have become reconciled with the erring world and accept its 

37 

disconsolateness as natural ; moreover, you feel it to be your i nexorable karma - [3] 

[5] 



to which you have reconciled yourself and which you must fulfil - to see your
self driven away from the Self, placed in Life where pain and labour, desire and 
fear are your share and where all truth is vei led . 

37 LANGUAGE 

The immediate companion of the intellect is language. From life in the Intellect 
follows the impossibility to communicate directly, instinctively, by gesture or 
looks, or, even more spiritually, through all separation of distance. People then 
try and train themselves and their offspring in some form of communication by 
means of crude sounds, laboriously and helplessly, for never has anyone been 
able to communicate his soul by means of language. 

Only in those very narrowly delimited domains of the imagination such as the 
exclusively intellectual sciences - which are completely separated from the world 
of perception and therefore touch the least upon the essentially human - only 
there may mutual understanding be sustained for some time, and succeed 
reasonably well .  Little confusion is possible about the meaning of such words as 
'equal' or 'triangle', but even then two different people wil l nev�r think of them 
in exactly the same way. Even in the most restricted sciences, logic and mathematics 
(a sharp distinction between these two is hardly possible), no two different people 
wil l have the same conception of the fundamental notions of which these two 
sciences are constructed; and yet, they have a common will, and in both there is 
a small, unimportant part of the brain that forces the attention in a similar way. 

38 Language becomes ridiculous when one tries to express subtle nuances of will 
which are not a l iving reality to the speakers concerned, when for example so
called philosophers or metaphysicians discuss among themselves morality, God, 
consciousness, immortality or the free will . These people do not even love each 
other, let alone share the same subtle movements of the soul. Sometimes they do 
not even know each other personally. They either talk at cross purposes or they 
each build their own l ittle logical system that lacks any connection with reality. 
For logic is life in the human brain ;  it may accompany l ife outside it: it can never 
guide it by virtue of its own power. 

40 Language by itself has no meaning; any philosophy which in this way tried to 
find a firm foundation has come to grief. Lulled into sleep by the mistaken belief 
in its certainty one later hits upon deficiencies and contradictions. A language 
which does not derive its certainty from the human will, which claims to live on 

[6] 



in the 'pure concept' is an absurdity. To be able to go on talking without being 
caught in contradiction or without making a si lent assumption is an art to be 
valued only in an acrobat . 

IMMANENT TRUTH 47 
The manifestations of the Self within the bounds and in the forms peculiar to 
this life are irruptions of Truth. Always and everywhere truth is i n  the air; to the 
initiated truth is the same wherever it breaks through. 

When it does break through, truth points to a l ife where the Self has been found 
again never to be lost anymore, where the earthly shackles are accepted i n  al l 
humility by man, fully conscious of the inevitable karma of this sad world and 
his own individual place in it. 

And yet, truth itself cannot help to find the Self again ;  this is only possible beyond 
the bounds of this world by what mystically may be termed 'divine grace' .  

Truth, if  it points to the inevitability of the karma of this world, and through 
all the restless human desires reveals Eternal Justice, pointing to the obvious 
collision of conflicting and irreconcilable interests and guiding man away from 
appearances, phantoms created by the desires that imprison him, this truth i s  
Immanent Truth. 

Truth which guides in this world towards man's individual life, free from the 
shackles of fear and desire, towards a life where the wisdom and bliss and the 
quiet j ubilation of Self-reflection flourish in humility, poverty and unassuming 
performance of man's earthly duties - his own i nevitable karma - this truth i s  
Transcendent Truth. 

Immanent Truth clarifies, Transcendent Truth makes man devout. 

Even in science Immanent Truth breaks through. 60 

In science whatever is perceived is placed outside the Self, in a world of per
ception independent of the Self; the bond with the Self, its only source and guide, 
is lost. It then constructs a mathematical-logical substratum which is completely 
alien to l ife, an i llusion, and which acts in l i fe as a Tower of Babel with its con
fusion of tongues. 

But in self-reflection man sees the surrounding world as the karma bearing 
his own guilt and the confusion in this world caused by his activity and his reason 
as a reckless and self-inflicted aggravation of this karma. 

[7] 



65 TRANSCENDENT TRUTH 

Anyone convinced of the immanent truth of the world of perception, who has 
understood the inescapable disillusion of all human endeavour and the inevit
abil ity of his karma, wi l l  be guided by this conviction towards reuniting this world 
with the Self, towards transcendent truth. Transcendent Truth represents the 
Kingdom of God in this sad world, Self-reflection for ever emanating and resorbing 
itself, the confluence of all phantasies, the m:ivrrx pt:'i of Heraclite. 

It denies the existence of definite phantasies-in-themselves, i t abolishes desires 
and fears and also intellectual opinion - which may be something desirable or 
something to be feared as is the case when the intellect i s  sti l l  the servant of a 
hardened will , or it may be something objectively true as is the case when the 
intellect, l iving all by itself, has run aground. 

In this l imited life it may appear as something unreal, a welcome pretext, 
satisfying man's need to salve his conscience. It may also effectively undermine the 
systems of this l imited l ife : in this disturbing form it is hated by the world and 
stubbornly banished ; nevertheless it always returns. 

66 In language transcendent truth - even less than immanent truth - cannot be 
revealed without causing an outrage. A clear and true statement, seriously and 
emphatically pronounced, is no more acceptable than the manifest performance of 
miracles. 

67 In language transcendent truth seems to be the prerogative of imitators who have 
vaguely understood the words of the prophet and recognized them as truth, but 
only after watering it down to suit themselves. 

68 They wil l l iberate the world of all sorts of vices, stupidity and injustice, and be 
hailed as the benefactors of mankind but leave mankind as miserable as it was. 

72 The advice to get rid of the intellect, 'this gift of the devil' is qualified by some 
added remark in defence of the viewpoint of the repudiated intellect, such as for 
example: 'The structure of nature is so infinitely subtle and complex that your 
intel lect will never fully grasp it and so you will never find there the stability you 
aim for. ' For those who relinquish the intellect, however, the world is anything 
but subtle or complex : it is immediately clear; it appears subtle only to the in
tellect that struggles laboriously and sees no end to its struggle. 

[8] 



Sometimes only the accompaniment of transcendent truth may be heard in life, 74 

truth itself is absent, remains outside this limited life and beyond understanding, 
its expression seems to be completely removed from life of which it is a part. 
Returning to his humble earthly duties the 'seer' will steadfastly believe in the 
sudden flashes of imagination received in self-reflection as the accompaniment of 
higher wisdom recalling the echo of the guiding voice of Self-reflection .  These 
images are the harmonious result of attention to the Self and work in this world. 
He who lives in self-reflection, in freedom from fear, desire and knowledge, 
who does not see nor follow any direction in this world, who only does what 
he is made to do and in this way guards himself against irreversible actions which 
only aggravate his karma, who is not affected by outside influences and stands 
aloof of what happens outside him, who does not grow but quietly maintains his 
position and at the same time feels free to remain motionless outside the world 
where he has escaped from his karma, from misery, from growing old, from decay 
and death, this man will see even the flashes of imagination of others as ac
companying the truth in his own life, moving high above the world and detached 
from the forms of this world. 

Those imprisoned in life call this mysticism, they think it obscure, but truly, 
it is the light that is only darkness to those who are in darkness themselves. 

LIBERATED LIFE 83 
In this world the Self and Transcendent Truth are also simply reflected in the 

every-day life of those who are free, of those who expiate their old inevitable 
karma without creating a new one, who humbly accept their incarceration and 
never try to break out violently, but who, on the other hand, never hesitate to 
leave as soon as the gate of liberation has been opened to them. 

ECONOMY 

There is yet another aspect which the Free Life carefully shuns during its as
sociation with society : economy. Part of this free life is the absolute conviction 
that foolishness and injustice are essential in human society; indeed, if human 
society were better, were ruled by love and fraternity, there would be no reason 
for its existence, it simply would not exist. 

The free see their fellow-men as hallucinations, enticing them to share their own 
way of life and disturbing the real path of life. 

95 

No, the world cannot be transformed so as to bring good to man. The condition 98 

[9] 
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of life wil l remain wretched and l ife for every individual a misery, only aggravated 
by his hope and efforts to improve his fate and advance his development. Only 
in complete surrender and resignation his misery would vanish. 

Look at this world, full of wretched people, who imagine that they have pos
sessions, afraid they might lose them, always hopefully toiling in an effort to 
acquire more; look at people who strive after luxury and wealth, at those whose 
riches is secured, whose stocks and shares are safely deposited, but who nurture 
an insatiable appetite for knowledge, power, health, glory and pleasure. 

Only he who recognizes that he has nothing, that he cannot possess anything, 
that absolute certainty is unattainable, who completely resigns himself and 
sacrifices all ,  who gives everything, who does not know anything, does not want 
anything and does not want to know anything, who abandons and neglects 
everything, he will receive all ;  to him the world of freedom opens, the world of 
painless contemplation and of - nothing. 
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I. THE CONSTRUCTION OF MATHEMATICS 

Arithmetic of integers 
'One, two, three, . . .  ', we know by heart the sequence of these sounds (spoken 
ordinal numbers) as an endless row, that is to say, continuing for ever according 
to a law, known as being fixed. 

Besides this sequence of sound-images we possess other sequences proceeding 
according to a fixed law, for instance the sequence of the written signs (written 
ordinal numbers) I, 2, 3, . . . .  

These things are intuitively clear. 
Let me now stop the sequence, e.g. at 23, and let me copy bene<>.th it the same 

interrupted sequence; then there exists a one-to-one correspondence between 
the two sequences. If I interchange two of the numbers in the upper sequence, 
the one-to-one correspondence persists. By such interchanges I can obtain a 
correspondence between a definite element of the first sequence and the element I 

3 

of the second sequence; then a correspondence between a definite element from 4 
the remaining elements of the first sequence and the element 2 of the second 
sequence, etc. In other words, I can introduce an 'arbitrary order' in the elements of 
the first sequence, but the sequence of ordinals in the second row corresponding 
to i t  remains the same. It follows that any fixed set of signs, once counted, wil l 
produce the same 'natural number" if i t  is counted in a different order, that is to 
say, the sequence of ordinal numbers to which it i s  brought i nto a one-to-one 
correspondence, wi l l  be interrupted at the same number (Fundamental Theorem [l] 
of Arithmetic). 

By 3 + 4 I mean the following: First count up to 3, then count on, but let the 
elements after 3 correspond one-to-one with the sequence of ordinals 1 . . . 4. It 
follows from the fundamental theorem of arithmetic :  3 + 4 = 4 + 3 1 ). Likewise 
(3+4)+ 5  = 3 + (4+ 5). 

By 9 x 4 I mean : Count up to 4, write 1 on another l ine, add 4 on the first l ine 5 
(the operation '+4' described above), write 2 on the second line, etc., t i l l  9 has 
been written on the second line. By 9 x 4 I mean then the last number on the first 
line. By applying the fundamental theorem of arithmetic it is easy to deduce: 

9x4 = 4x9; (9x4)x5 = 9x(4x5); 
9 x ( 4 + 5) = (9 x 4) + (9 x 5). 
By 45 I mean : First count up to 4, then write on another l ine the figure 1 ;  [2] 

1} Indeed, 3+4 leads to 1-2-3-4--5-6-7, where 4-5-6-7 corresponds one-to-one with 1 -2-3-4. 
By permutation I obtain 4-5-6-7-1-2-3. Here 4-5-6-7 still corresponds with 1 -2-3-4 and 1 -2-3 
with itself. Consequently the whole sequence corresponds one-to-one with that obtained by 
counting off 4+3. 

[1 5] 



perform the operation '4 x'  described above and write the figure 2 on the second 
l ine; repeat that operation and write the figure 3, and continue until the figure 5 
has been written on the second l ine. By 45 we mean the last number written on the 
first l ine. 

Negative numbers 
Now we can continue the sequence of ordinal numbers to the left by 0, -1 ,  - 2, 

etc., define the addition of integers by counting in  two directions, and from this 
subtraction and multiplication by a positive number; thereupon the operation 
- ( ) can be introduced and we can prove that this operation commutes with 
multiplication. From this fact we obtain the definition and the properties of 
multiplication by a negative number. 

Rational numbers 

By a rational number we mean a pair of ordinal numbers written i n  the form�. 
b 

wherein we can always take care, by putting _!!__ = -a
, that the second number, 

-b b 

the 'denominator', is positive. We order them by putting�� : if (ax d) �
<

(bx e) 
b<d 

6 and insert them between the ordinal numbers by putting� = a. By � + � we mean I b d 

[3] 
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ad+be 
b 

a e ac 
Th 

. . . 
d d' 'b · --- ; y - x - we mean -- . e commutative, associative an 1stn ut1ve 

bd b d bd 
properties are now easily proved ; it also fol lows easily, if we define '-' and ' : ' i n  

h 11 k f , , d , 
, h 

a e ad- be 
d h 

a e ad 
t e we - nown way rom + an x , t at - - - = --- an t at - : - = -. 

b d bd b d be 

Irrational numbers 
Next we can introduce successively the usual irrationals (first of al l  the expres
sions containing fractional exponents) by writing them as symbolic aggregates 
of previously introduced numbers 1 ) and then looking upon each of these as de
fining a partition of the earlier introduced numbers into two classes, of which the 
second fol lows as a whole after the first and has no first element 2) ;  the ordering 
relation (that is to say the condition for �) of the newly i ntroduced numbers 
between the old ones is then defined on the basis of this partition; l i kewise the 

1 )  Thus, for instance, a root of an algebraic equation will be read as a symbolic aggregate of 
its coefficients, completed by a number which orders the roots e.g. first after their absolute value 
and, in the case of equal absolute values, after the argument. 

2) while in some cases the first class may have one of the previously introduced elements as 
its last element (like 2 in the case of 4t). 



operations with the new numbers, which in  their turn may give rise to new num- 7 

hers, and finally the numbers introduced earlier are brought into one-to-one 
correspondence with part of the new symbols, viz. with those which in the old 
numbers determined a lower class with a last element. The symbolic aggregates 
which have been introduced can contain any finite number of previously i ntroduced 
numbers. This implies that at each stage of development of the theory the set of 
the numbers known remains denumerable 1 ) . Indeed, a denumerable set of 
denumerable sets is denumerable, as Cantor established by a simple argument 
(Journ. Math. 84 (1878), p. 243 [Ges. Abh. p. 1 20]). 

Further the set of numbers which have been introduced at any stage i n  the 
development of the theory, has the property of being everywhere dense in itself, 
this means that between any two of them there are other elements 2). Conse
quently, according to Cantor (Math. Annalen 46 ( 1895), p. 48 1-5 12  [Ges. Abh. 
p.282 -351]) it has the order type 17, that is, it can be mapped on the system of 8 

the rationals by an orderpreserving mapping. 
It would not be difficult to introduce the new numbers in such a way that the 

order type 1J would not be obtained - we shall see examples of this when we shall 
build up geometry - but it is done i n  the way indicated above for reasons of ef
ficiency, connected with the creation of the measurable continuum, which we shall 
now take into consideration. 

The continuum 
In  the following chapters we shall go further into the basic intuition of 
mathematics (and of every intellectual activity) as the substratum, divested of all 
quality, of any perception of change, a unity of continuity and discreteness, a 
possibility of thinking together several entities, connected by a 'between', which 
is never exhausted by the insertion of new entities. Since continuity and dis
creteness occur as inseparable complements, both having equal rights and being 
equally clear, it is impossible to avoid one of them as a primitive entity, trying to 
construe it from the other one, the latter being put forward as self-sufficient; in  
fact it i s  impossible to  consider it as  self-sufficient. Having recognised that the 
intuition of continuity, of 'fluidity', is as primitive as that of several things con-
ceived as forming together a unit, the latter being at the basis of every mathema- 9 

tical construction, we are able to state properties of the continuum as a 'matrix 
of points to be thought of as a whole'. [ 4] 

First of all , there is neither a first nor a last point; it i s  easy to construct on the 
continuum a sequence of points having the order type of the positive and negative 

1 )  that is to say, it can be brought into uniform correspondence with the sequence of the real 
numbers. 

2) In particular between any two of them there is an infinity of rational numbers, a property 
which we express by saying that the system of the rationals is relatively dense in the set of the 
numbers introduced at that stage. 

[17] 



whole numbers; if we add a point in every interval, then again in  each of the in
tervals so obtained, and so on, we obtain the order type n, on the continuum, which 
in this way comes to correspond with the system of finite dual fractions 1 ), but 
we might read it as well as one of the dense systems of numbers introduced above; 
now we see i mmediately that on the continuum there are still points which have 
not been reached by a finite number of the operations described above, each being 
the insertion of a point in every interval 2) ;  for we can, having fixed a point P, 
take care to avoid it in the construction of the scale. We can even arrange the 
construction in  such a way that the approximation of the point by an infinite dual 

IO fraction is given by an arbitrarily given law of progression, though the continuum 
with the scale constructed in this way differs in no respect from a continuum on 
which the scale is constructed in complete freedom. Conversely we see that for 
any scale which has been constructed on the continuum, there exists a point 
corresponding to any conceivable law of progression. 

However, we can never consider the approximating sequence of a given definite 
point as being completed, so we must consider it as partly unknown. 

From the fact that every conceivable approximating sequence occurs it can be 
deduced, fol lowing Cantor (Jber. Deutsch. Math.-Ver. 1 (1 890-9 1 ), p. 77 [Ges. 
Abh. p. 278-280]; compare Schoenflies, Die Entwickelung der Lehre von den 
Punktmannigfaltigkeiten I, Jber. Deutsch. Math.-Ver. 8, part 2, Leipzig 1909, 
p. 20) that it is impossible to enumerate all the points of the continuum, i .e. there 
are points lying outside any denumerable set of points (whereas we have seen that 
the system of constructed numbers, which l ikewise can be approximated by a finite 
or infinite dual fraction, remains denumerable at every stage of the theory). 

The measurable continuum 
If we construct the dual scale arbitrarily, then it is not certain that it will be every
where dense, i .e .  that it will penetrate i nto every segment of the continuum. But 
we agree to contract every segment not penetrated by the scale into one point, i n  
other words, we consider two points as different only when their approximating 

1 1  dual fractions differ after a finite number o f  digits. Finally, i f  we take some point 
on the constructed scale as the zero point, then the scale has made the continuum 
into a measurable continuum. From the measurability we conclude that every 
denumerably infinite set of points, lying in the segment determined by two points 
as its endpoints, has at least one limit point, i .e .  at least one point such that on at 
least one of its sides in every segment contiguous to it there are other points of 

[18] 

1) i.e. the fractions written in the dual system, in which before and after the point no other 
digits than 0 and l occur. 

2) We may call this operation the 'bisection' of the intervals. 



the set 
1 

) . (For otherwise there would be a shortest d istance between points and [5] 
this could be held only a finite number of times in the finite segment. ) 1 2  

The translation 
We proceed to consider point transformations on the measurable continuum, [8] 
and we start with the translation, which we denote by + a, a being the point into 
which the zero point is transformed. This notion is immediately clear in virtue 
of the scale, and we see that these operations form a group (this is a consequence 
of the associative property of addition) and also that it is commutative (this 
means that a+ b = b +a, i .e .  the operation + b applied to a gives the same result 
as the operation +a  applied to b ) . i) 

The fol lowing properties hold for this group: 
I 0• It is a one-parameter continuous group, i .e .  its transformations can be ar

ranged in  a linear continuum in such a way that, if a point moves continuously in  
this i mage-continuum, then the corresponding transformations bring about 
simultaneous continuous movements for the points of the continuum to which 
they are applied. 

2°. It i s  uniform, that i s :  every transformation maps any two different points 1 3  

to  different points. 
3°. It is closed, that i s :  if A1, Ai, A3 • . .  is a denumerably infinite sequence of 

points having A as a l imit point on the measurable continuum, and if l ikewise 
B1 , Bi, B3 . • .  i s  a denumerably infinite sequence of points having B as a limit 
point, while there is a transformation in  the group which maps the pair of points 
A1 B1 to Ai Bi, l ikewise a transformation which maps A1 B1 to A3 B3, and so on, 
then there i s  a transformation which maps A1 B1 to AB. 

Definition of addition on the continuum in terms of a group 
Let there now be given an arbitrary group of transformations on the measurable 
continuum, having the 3 properties mentioned above, thus being one-parameter 

1) By constructing on an open interval between two points of the continuum a sequence of 
points having the order type of the positive and negative whole numbers, and approaching in
definitely, according to the measure of the dual scale, the endpoints of the interval, and by 
constructing in this sequence a new dual scale, penetrating into every subinterval of the given 
interval, we show that this interval, considered as a matrix of points, is equivalent to the whole 
continuum; both of them form a so-called open co11ti111111111. 

Starting from here we can construct as follows the closed co11ti111111111. CJ. )' � 15 f3 Any point 
P on an open continuum CJ./3 has to its left and to its right two new open continua 'l.)' and 15{3. 
Conversely, out of two open continua CJ.)' and 15/3 we construct a new open continuum af3 coupling 
them together by means of a single point P. But now we can repeat this operation analogously 
by coupling together x and {3, inserting a single point; thus we obtain a·closed continuum. 

2 )  For points of the constructed scale commutativity is a consequence of the fact that addition 
of rational numbers is commutative; for points a and b not on the scale a +-b and b I a give the 
same sequence of approximating points of the scale, and their equality follows then from the 
measurability of the continuum. 

[6] 
[7] 
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continuous, un iform and closed . Then we can derive the following further 
properties. 

4°. The order of the points must remain unchanged by every transformation, 
for otherwise two points whose order is r�versed would have met on their con
tinuous paths and uniformity would be disturbed. 

5°. Two different points cannot be brought arbitrarily near to each other by 
transformations in the group. For then, because the group is closed, they could 
be mapped together on a common limitpoint, and this contradicts u niformity. 

6°. The image of a l imitpoint of a sequence of points i s  a l imitpoint of the 
1 4  image of  the sequence. For if we select from the first sequence a subsequence p 

in which each point is to the right (resp. to the left) of the preceding point, and 
which approximates in this way the l imitpoint P, then this sequence i s  mapped to a 
denumerably infinite sequence q, in which each point is to the right (to the left) of 
the preceding one. Let Q b� the image of P, then there is no point between Q and 
all the points q, because there is no point between P and all the points p, so Q i s  
l imitpoint of q. 

Now let us choose some point as the zero point. We start with a transformation 
i n  the group which maps the point 0 to the point a and denote this transformation 
by. '+a' .  Further we denote the image of a by 2a, the image of 2a by 3a, etc. The 
transformation now determines a uniform correspondence between the segments 
constructed in this way. 

Somewhere between the point 0 and the point a there must be a point b such 
that the transformation that carries 0 to b, carries b to a, so that the operation 
'+b', when applied twice i n  succession, i s  equivalent with the operation ' + a'. 
We put b = 1a and the corresponding points in the further segments between na 
and (n + I )a analogously = 1a, �a, etc. The continuum is  now d ivided i nto 

1 5  segments = b = 1a, and the points of  all these segments are i n  uniform cor
respondence. 

[20] 

Continuing in this way, we construct from the operation '+ c' which, when ap
plied twice in succession, i s  equivalent with ' + b', a d ivision of the continuum into 
segments = c = 1b = ta, and finally we obtain a complete dense dual scale on 
the continuum, which has the following properties : 

a. It has neither to the left nor to the right a l imiting point; for otherwise the 
points a, 2a, 3a, etc. would have a l imitpoint, and the points a and 2a could be 
brought arbitrarily near to each other in the neighbourhood of that l imitpoint, 
which contradicts the property mentioned under 5°. 

b. It is dense on the measurable continuum, that is to say it penetrates every 
segment of the measurable continuum. For, to begin with, it is clear that the scale 
possesses arbitrari ly small segments; suppose now that there were on the mea
surable continuum a segment in which the scale did not penetrate, then we could 
choose i n  that segment two points A and B, and for any segment of the scale 
there would be transformations mapping those two points to points of that 



segment; as there exist arbitrarily small segments of the scale, A and B could be 
brought arbitrarily near to each other, again in contradiction to property 5°. 

It fol lows from the properties a) and b) that the scale, belonging to the group, 
has made the continuum measurable in a new way, leading to the property : 1 6  

7°. The group is commutative. 
Finally we remark that by repetition of an arbitrary continuously applied 

transformation from the group any transformation from the group will be passed; 
we express this fact by 

8°. The group parameter is measurable. 
Thus we have seen that a continuum, once it is known to be measurable, can 

be measured in an unlim ited number of ways, for to every one-parameter con
tinuous, uniform, closed group there corresponds a measure; conversely to every 
measure there corresponds a one-parameter continuous, uniform, closed group. 

If we leave out condition 3° for the group, then also property 5° lapses. It i s  
still possible to construct a dense scale corresponding to the group, but the 
properties a) and b) can no longer be proved by the method indicated above, nor 
can the properties 7° and 8° for the group. However, let us consider more closely 
such a scale, dense in itself, but not satisfying property b ). 

We see then that, while in  the corresponding group a point of the continuum 
moves inside a free interval, the l imit points of the scale remain invariant. Thus we 
have transformations which, even repeated indefinitely, leave some points i n-
variant, which do move by other transformations; repetition of continuous 1 7  

transformations of  the first kind never yields a transformation on the other side 
of a transformation of the second kind. We express this phenomenon by cal l ing 
t he group non-measurable or non-Archimedean. But further we find in  this group 
transformations which map the whole free interval to a single l imiting point of 
the scale, thus the group is not uniform. It follows that property b) of the scale 
is a consequence of the properties I 0 and 2° of the group. 

Things are different for property a). For the group of translations corresponding 
to a dense scale on the continuum, which is bounded to the left or to the right 
or on both sides by a l imiting point, is one-parameter continuous in the domain 
of the scale. Only we must remark that the points in the domain can overstep the 
boundary points by no transformation of the group and that the boundary points 
themselves are invariant. We see further that properties 3° (closure) and 5° hold 
for the domain of the scale, provided we exclude explicitly the boundary points, 
for there it does happen that two different points become arbitrarily near to each 
other, while there is no transformation of the group which transforms both into 
the boundary point. 

The points outside the domain of the scale can remain invariant by the group, 1 8  

o r  can b e  transformed inside domains o f  other scales, separated by  i nvariant 
boundary points. Thus the group determines on the measurable continuum a 
finite or infinite sequence of contiguous i ntervals, each of which is either [point-

[21 ] 



wise] i nvariant or is transformed according to a one-parameter continuous 
group, closed outside the boundary points. 

The invariant boundary points of the segments are called the fixed points of 
the group. 

The group is commutative in every segment between two fixed points, and the 
group parameter is measurable. (Both properties follow from the density of the 
scales.) 

Summarizing, we have stipulated that certain groups on the continuum are 
1 °  one-parameter continuous, 
2° uniform, 

and we have deduced for every such group the further properties : 
3° it divides the continuum in  finite intervals of which the boundary points, 

[9] the fixed points of the group, are invariant, and each of which is either trans
formed by a one-parameter uniform group without fixed points, or is [pointwise] 
invariant. 

1 9  4° The order of the points of the continuum remains unchanged by the trans-
formations of the group. 

5° The group is closed outside its fixed points. 
6° Outside the fixed points two different points cannot be brought arbitrarily 

near to each other. 
7° A l imitpoint of a sequence of points is transformed by every transformation 

of the group into the l imitpoint of the transformed sequence. 
8° On an interval between two fixed points, which is not [pointwise] invariant, 

the group defines a dense scale [after the choice of the points 0 and I ] .  
9 °  The group i s  commutative. 
1 0° The group parameter is measurable. 
Thus, having previously characterized the group of additions on the open con

tinuum as a one-parameter continuous uniform closed group on the measurable 
continuum, we can now give a more ample characterizat ion as a one-parameter 
uniform group on the measurable continuum, restricted to the domain between 
two of its fixed points. - Now one can consider these fixed points, being the end
points of the domain of the group, as coinciding points, thus obtaining the 
operation of addition on the closed continuum ; the locking-point, arising from the 
coincid ing boundary points, is called the point at infinity of the group. (In order 
to map the transformations of the group on the points of its domain, we have 
introduced another special point, the zero point, which however does not, l ike 

20 the point at infinity, play a special part for the group itself. ) 
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With respect to a given scale an arbitrary one-parameter continuous uniform 
group can be very complicated, but on its own scale, as we have constructed it 
from the group, it is represented on every interval, bounded by two successive 
fixed points, by the group of addit ions. Let us consider, for instance, the group 



of multiplications on a given scale 1 ) ;  it has the point 0 as a fixed point, so it has 
two separate domains, namely between - oo and 0 and between 0 and + oo ;  its 
own scale coincides on the latter domain with the scale of log x, on the former 
with that of log( - x) ;  on its own scale the group is in either domain the group of 
additions. 

Definition of multiplication on the continuum in terms of a group 
We now i ntend to find the most general set of two one-parameter continuous 
uniform groups that can be combined to a two-parameter continuous group 2 ), 
and to represent this group as simply as possible on a special scale. First of all 
we remark that, no matter how the fixed points of the component one-parameter 
groups are distributed, we can divide the continuum in segments, each bounded 21 
by two fixed points of one of the groups, and containing at most one fixed point 
of the other group. We investigate the construction of the two-parameter group 
in each of these segments. The most general two-parameter group consists of a 
juxtaposition of such segments, each having a two-parameter group with the 
structure described below. We choose the scale on the segment to be that of the 
one-parameter group which has the endpoints of the segment as its fixed points; 
with respect to this scale our group is the complete group of additions, and its 
domain with respect to an arbitrarily chosen unity of the scale extends from 
- oo to + oo .  Let us take this domain as the X-axis in a Cartesian coordinate 
system, and assign to each point of this axis its increment by some transformation 
of the second group as a Y-coordinate; then the transformations of the second 
group will be represented by a system of curves which, apart from a possible 
common intersection with the X-axis (the possible fixed point of the second group) 
are disjoint. We write the equations of these curves as : 

Y = fa(x), [ 10] 

and our condition amounts to stipulating that an arbitrary sequence of trans
formations, each belonging to one of the two groups, can be replaced by one 
transformation of the second group, followed by one transformation of the first 22 
group, so that it can be represented by 

x' = x+fa(x) + /3. 
We choose as the origin some point on the X-axis, and consider the case when 

the group under consideration has no fixed point, so that the curves y = fa(x) 
are disjoint. If one chooses the group-parameter in such a way that the curve 
y = fix) intersects the Y-axis in the point (0, IX), the curve y = fa(x ) - IX passes 
through the origin. Now we know that the result of applying successively two 
transformations giving respectively the increments fAx ) - y and f6(x ) - i5 is a 

1 )  i.e. the group of operations of mult ipl ication by a positive number. 
2) i.e. a group whose transformations are determined by two continuous parameters. 

[23] 



transformation giving the increment f,(x)+a; but this must be 0 for x = 0, so i t  
can be nothing else but.-"( x ) - (. 

In other words, the transformations x' = x +fo:(x)- a  form a one-parameter 
continuous group which, as well as that represented by x' = x+f,,(x), i s  uniform, 
and which can be combined with x' = x +  a to the same two-parameter group as 
x' = x+fo:(x). But now the group x' = x +fo:(x) - a  has a fixed point. Thus the 
case when the second group has no fixed point between two consecutive fixed 
points of the first group, has been reduced to the case when it possesses one such 
point, and we need only consider this latter case. 

23 We choose the origin as the fixed point on the X-axis ;  now the increment 
functions fo:(x) intersect in 0 and have no other point in common. Our object i s  
to  prove that these functions are differentiable. 

Let us denote by o:<f>Ax) the increment of the functionf.(x) between the abscissae 
x and x+Ll .  As fo:(x) is continuous, so too o:<f>Ax). Let us suppose that o:<f>Ax) 
assumes equal values for two different values of x, say x1 and x1 +p. 

In that case the system consisting of the curves y = fa( x) + f3 and y = fa( x + p) 
would contain two curves which intersect for x = x1 and for x = x1 +Ll ,  so the 
system, consisting of the curves y = fa( x + x 1 ) + f3 and y = fa:( x + x 1 + p ), would 
contain two curves which intersect for x = 0 and for x = L1. But this system i s  
contained in  the system of curves y = fo:(x) + /3,  and in  this system two curves 
which intersect for x = 0, cannot intersect again - unless they are the same curve. 
This would mean for the original curve y = fo:(x) that its path from x = x1 on 
would be homothetic to its path from x = x1 +p on, in other words it would have 
a periodically homothetic path with period p. Then we have o:<fJp(x1 + k) = o:<fJp(x1 ) 
for any value of k, and this results in  a periodically homothetic path with period 

24 k in the same way as a:<f>Ax1 +p) = "'<p,i(x1 ) entailed a periodically homothetic 
path with period p. But if y = fo:(x) has a periodically homothetic path for any 
period whatever, then it is ne·cessarily a straight l ine, and certainly a differentiable 
curve. 

[24] 

We are now sure that, if the curve y = fo:(x) i s  not a straight line, then o:<f>Ax) 
cannot assume twice the same value. So for given a and L1 this function must 
either always increase or always decrease, and it is immediately clear that, for a 
given a, it either increases for every L1 or it decreases for every L1 .  (For i f  it in
creases for Ll, then also for !Ll, !Ll, etc., and also for 2L1 , 3L1 , etc.) Let us denote 
the difference quotients of f,,(x) between 0 and Ll, L1 and 2L1, 2L1 and 3L1 etc. 
respectively by 1Z, 2Z, 3Z, etc. ; then those between 0 and tLl , tLl and Ll ,  L1 and 
ItLl etc. by 1Z0 , 1Z1 , 2Z0 , etc . ;  then those between 0 and !Ll , !Ll and !Ll , !Ll 
and iLl , etc. by 1Z00 , 1Z0 1 , 1Z1 0 ,  1 2"1 1 ,  2Z00 , etc. ; in this way we obtain an 
arbitrary number of indices behind the Z, and we know that if 0Z P and azq have 
the same number of indices, and i f  the endpoint of the interval of azp i s  the 
starting point of that of azq , then azq , aZqo , aZqo 0 etc. wil l decrease, but remain 
greater than azp ; likewise azp, azpl • azpl l '  azpl l l  etc. increase, but remain less 



than azq . Therefore the first sequence has a lower limit to which it tends and the 
latter sequence has an upper limit. That establishes the existence of a derivative at 
every point for y = !a(x), but it has not been established that the derivatives on 25 
the left and on the right cannot be different. 

However this is not necessary for our purpose, for the sheer existence of the 
derivatives allows us, in the case of our problem, namely the investigation of the 
most general two-parameter continuous uniform group, to apply the fundamental 
formula of LIE 1 ) which for a two-parameter differentiable group takes the form: 

<fJ1 d<pz -<p2 dcP1 = C1 </J1 + cz<pz , 

where <p1 and <p2 denote the increments by very small transformations from the 
two generating one-parameter groups. To begin with, let us assume that c2 = 0, 
so that we have 

( 1 )  

I f  we  determine the points of  the continuum between two successive fixed points 
of the group <p1 by a coordinate x, measured on the scale of <p 1 , then we can write: 

and for <p2 we obtain the differential equation : 

d<pz -� = 82 
dx 

<p2 = e2(x+ h), 

so that we find as the finite group with c as group parameter: 

(x' + h) = c(x + h), 

and the combined two-parameter group becomes: 

In this way we have completed the one-parameter group to a two-parameter 
one by reading it as the group of additions on a scale, and afterwards taking for 
the two-parameter group that of addition and multiplication, combined on that 
scale. And we obtained for the second one-parameter group, to be combined with 
the first one, the group of multiplications on that scale with respect to an arbitrary 
zero point. 

Next suppose that c2 is not 0, then we can put c1 <p1 + c2<p2 = <p3 , and between 
<p1 and <p3 we find the relation : 

(2) 

1 )  cf. Math. Ann. 8 (1 875) p. 103; Gottinger Nachr. 1 8 74, p. 529-542; Theorie der Trans
formationsgruppen I, p. 1 50. 
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or, working again on the scale of <p1 , 

d<p3 = k<p3 ; <{>3 = six; <fJ2 = B1 ix + B2 . 
dx 

Thus by the transformation <p2 , x suffers an increment of 

and e-kx sufft:·rs an increment of: 

27 so that, if we put e-kx = ¢, and if we work in the scale of the translation group 
of ¢ :  

either <p2(¢) = e4(¢ + h) or <p2(¢) = B3 , 

which gives as the finite group : 

either ¢' + h  = c(¢ +h) or ¢' = ¢ + c. 

The original one-parameter group becomes in the scale of � :  

¢' = c¢, 

and the combined two-parameter group becomes : 

¢' = C1 ¢ + c2 . 

We might also have gathered directly from equation (2) that, working on the 
scale of <p3 , we find for <p1 a multipl ication-group, consequently for <p2 one of 
the groups : 

(x' +h) = c(x +h) .  

In this way we have completed the one-parameter group to a two-parameter 
one by reading it as 'multiplication-group between the points 0 and oo '  of a scale 
(i.e. by taking the scale of e-kx if x is the scale of the group as a group of addi-

28 tions 1 )) and afterwards taking as the two-parameter group that of addition and 
multiplication combined on that scale. The second component one-parameter 
group is either the group of additions on that scale, or the multiplication-group 
with a zero-point (i.e. fixed point) different from the zero-point of the first group. 
The completion can take place in different ways, depending upon the value of k; 
to every completion there corresponds a scale which plays the part of the group 
of additions in the two-parameter group, and by the choice of the scale of the 

[26] 

1) Properly speaking, we obtain the 'multiplication-group between 0 and oo ' only for negative 
k; if k is positive we find � = oo for x = - oo ;  as in this case, in order to have an increasing scale 
for x, we prefer to use the scale of - e - •x instead of that of e - •x, we obtain our original group as 
'multiplication-group between - oo and O'.  



group of additions it is determined how the group wil l be completed. Also the 
chosen group of additions is the only one with respect to which both the one
parameter groups which occur as the components of the two-parameter group, 
and consequently also the two-parameter group itself, play the part of similarity 
transformations 1 ) ;  in  particular the two-parameter group is  with respect to that 
scale the group of all the similarity transformations, and by the two-parameter 
group as a group of similarity transformations the scale on the whole domain in  
question i s  determined . 

Further we have remarked that in  this case one of the bounding fixed points 
of the original one-parameter group remains a fixed point for the two-parameter 
group, but the other does not; the second component one-parameter group has 
within the domain of the original group one or no fixed point. 

Let us now consider again the two one-parameter groups which could be 29 

combined into one two-parameter group, extended over the whole continuum, as 
we originally imagined them; let us denote by Pa the fixed points for both groups, 
which consequently are fixed points as well for the two-parameter group which i s  
combined from them, by Oa those of the first and by Ra those of the second group. 
Any two points Q, and l ikewise any two points R, will be separated by at least 
one point P; in other words, between two points P there can be at most one point 
Q and one point R. 

Next we consider the domain between two consecutive points P, P1 and P2 
say; and we imagine between them a point Q and a point R. 

If then we apply the last results on the domain between two consecutive fixed 
points of one of the component groups in turn to the domain QP 2 and to the 
domain P 1 R, we find : 

Between Q and P2 there is a scale, bounded in Q 2 ) but unbounded towards 
P 2 ; the first component one-parameter group consists of the similarity trans
formations of this scale with Q as their fixed point, the second consists of the 
similarity transformations with R as their fixed point; the resulting two-parameter 30 

group consists of all similarity transformations. The part of the scale between Q 
and R is the only scale between Q and R with respect to which the two-parameter 
group can play the part of a similarity group. 

Also between P 1 and R there is a scale, bounded in R, but unbounded towards 
P 1 ; the first component one-parameter group consists of the similarity trans
formations on that scale with Q as their fixed point; the second consists of the 
similarity transformations with R as their fixed point; the resulting two-parameter 
group consists of all similarity transformations. The part of the scale between Q 

1 )  By this we understand: both with invariant proportions and the saine orientation. 
2) For concision we call a scale bounded in a point when that point can be reached according 

to the translation group built on that scale. 

[27] 



and R is the only scale between Q and R, with respect to which the two-parameter 
group plays the part of a similarity group. Thus the part of this scale between Q 
and R is identical with the part between Q and R of the scale considered above, 
so that we can say now: 

Between P 1 and P2 there exists a scale, unbounded in both directions; the first 
component one-parameter group consists of the similarity transformations with 
Q as their fixed point (group of multiplications with Q as zero) ; the second consists 
of the similarity transformations with R as their fixed point (group of multi
plications with R as zero) . The resulting two-parameter group is the similarity 
group (or combined group of multipl ication and addition). 

3 1  Let us now suppose that between P1 and P2 there i s  only a point R ,  but no 
point Q; this happens only in our first way of completing a one-parameter group 
to a two-parameter one, namely where we consider the first one-parameter group 
as a group of additions between two consecutive of its fixed points, and where we 
choose as the second one-parameter group the group of multiplications with an 
arbitrary zero; again the two-parameter group becomes the similarity group on 
the scale constructed between P 1 and P 2 . 

Finally it is impossible that between P 1 and P 2 there is neither a point Q, nor 
a point R, for we have seen that between consecutive fixed points of a one
parameter group we cannot add a further one-parameter group to yield a two
parameter group conserving the two fixed points without having another fixed 
point between them. 

We have now deduced the following results about two one-parameter continuous 
uniform groups, on the measurable continuum, which can be combined to a two
parameter group: 

On the measurable continuum there is a finite or an infinite sequence of con
tiguo us finite segments, the boundary points of which are invariant for the two
parameter group and are called fixed points of the two-parameter group. On each 

32 of these segments there can be constructed a dense scale, unbounded on both sides, 
so that each component one-parameter group plays one of the following parts on 
each segment : 

[28] 

either it leaves the segment [pointwise] invariant, 
or it plays there the part of a group of additions, 
or it plays there the part of a multiplication group with an arbitrary zero point . 
Generally speaking, the same one-parameter group wil l play different parts in 

different segments. 
The resulting two-parameter group will , in general, play in each segment the 

part of a similarity group, but there may be certain segments where it is reduced to 
a one-parameter group (which then can be read as a group of additions) or which 
it leaves [pointwise] invariant. 

On a given scale an arbitrary two-parameter continuous uniform group can 
be very complicated, but on its own scale, which can always be constructed from 



the group, it i s  represented on each segment, bounded by consecutive fixed points, 
by the group of additions and multiplications. 

The object of the foregoing development was to define the operations of ad
dition and multiplication on the complete measurable continuum as follows 
(meaning by multipl ication only that by a positive factor) : 

Operation of addition on the complete measurable continuum: 
One-parameter continuous uniform group on the measurable continuum 33 

between two consecutive fixed points. 
Operation of multiplication on the complete measurable continuum: 
One-parameter continuous uniform group between the sa..me fixed points as 

the preceding one, which can be combined with it to a two-parameter group. 
We can also start by defining the combination of addition and multiplication 

as the two-parameter continuous uniform group on the measurable continuum 
between two consecutive fixed points, then addition either as the only one
parameter subgroup without fixed point in that domain, or as the only invariant 
subgroup, and multiplication as any other one-parameter subgroup. 1 ) 

Redundant part of the distributive property 
This group-theoretical definition of the arithmetical operations on the measurable 
continuum shows that, in the axiomatic definition of these operations, after the 
associative and commutative properties of addition and of multiplication have 
been given, the complete distributive property i s  no longer necessary in order to 
define completely the operations. For if  we denote the operation of addition by 34 

fa , that of multiplication by <p� , then the d istributive property affirms that 

while we have shown that the fol lowing condition is sufficient: 

Inversion of sign and multiplication by a negative factor 
If we add now the transformation x' =;= - x, we see that it can be associated with 
the group of additions; the result is stil l  a one-parameter uniform group, but with 
a discontinuity in the group-parameter. Likewise it can be associated with the 
group of multiplications, giving a group of multiplications by a positive or negative 
factor, which is also a uniform one-parameter group with a discontinuity ; and 
finally also the combined two-parameter group can be doubled by it over a dis
continuity. 2 ) 

1) On the closed continuum we can make both bounding fixed points coincide; thus the group 
of addition and multiplication can als0 be understood as the general two-parameter continuous 
uniform group on the closed measurable continuum with only one fixed point. 

2) This means here for a two-parameter group: a line of discontinuity in the parameter plane. 

[29] 



Taking the inverse. The projective group 

Let us now add the transformation x' = � ; i t  can be associated with the 
x 

complete group of multiplications, giving a uniform one-parameter group with a 
new d iscontinuity; and with the complete two-parameter similarity group, giving 

35 a uniform three-parameter group, the so-called projective group, of the trans-
. ax+ b  

formations x' = -- . 1 ) 
cx+ d  

LIE has proved for differentiable transformations that there exists only one 
construction for a three-parameter continuous group on the measurable con
tinuum, namely the projective group. Above it has been proved independently 
of the differentiability that there exists only one construction for a one-parameter, 
respectively a two-parameter continuous uniform group; it is left here as a problem 
to relax the condition of differentiability for the three-parameter group as well .  2) 
[Brouwer solved this problem in  Math. Annalen 67 ( 1909), p. 246- 267 (Vol. 2, 
1 909 C); Math. Annalen 69 ( 19 10), p. 1 8 1-203 (Vol. 2, 1 9 10 H). See ( 1 9 17), re
mark 1 [p. 1 45].] 

Projective geometry 
In order to build up projective geometry we take n + 1 open continua, each with 
a translation group and a zero (then on each of them there is also defined a 
multiplication group). We can map all or part of these n + 1 translation groups with 

36 their zeros on one another; every continuum participating in the mapping can do 
that in two directions. The agglomeration of these groups, as they take part in the 
mapping, is called a point P. In the agglomeration the same group can occur more 
than once; then we can replace these different mappings by a new mapping, 
in which for the corresponding points in the components their sum is substituted. 
However, the groups of different continua cannot be united in the sum. 

[30] 

The groups of an arbitrarily chosen point can be transformed, each by a multi
plication-operator, in those of another arbitrary point, and for these multiplica
tions only the ratio of the factors is determined . If we take the first point as a 
basis point, then any other point is determined by these ratios, its coordinates. We 
see here that a point cannot be given directly by coordinates, i .e .  numbers from a 
continuum with a scale, but only with respect to another point. 

As the different groups of one and the same point depend together upon one 
1) This three-parameter group also has a surface of discontinuity in the parameter-space, 

separating the transformations with one orientation from those with the opposite orientation. 
2) If we think of the projective group on the closed continuum and if we keep some point 

fixed, then it is clear that we are left with a two-parameter group which has that point as its only 
fixed point; consequently this group can be read as a group of arithmetical operations; compare 
F. ScHUR's 'Rechnen mit projektiven Strecken' (Math. Annalen 55 ( 1 902), p. 265-292) and also 
HILBERT's 'Endenrechnung' (Math. Annalen 57 ( 1 903), p. 1 37-1 51  [Anhang Ill in 'Gri,mdlagen 
der Geometrie']) .  



parameter, we can also consider the point as a single translation group with a zero 
point. And we can map upon one another the translation groups of two, three, . . . , 
n + 1 points, and take the sum of the groups occurring in the mapping; this sum 
will always give one of the points defined above. The points which are derived in 
this way by the mapping upon one another of the points Ai and Ai , are said to 37 

lie on the straight line (Ai Ai); those derived from the mapping upon one another 
of p +  1 points Ai , . .  . ,  Ap+ i are said to lie in the flat Pspace (Ai Ai . . .  Ap+ 1 ). 
We see that, if Ai l ies in (Ai A3 . . .  Aq), then Ai lies in (A i A3 . . .  Aq), etc., and 
that the flat spaces are represented in the coordinates by systems of linear equa-
tions. Further it can be proved that, if A'i , . .  ., A�+ i are points of the flat Pspace 
(Ai Ai . . .  Ap+ i ), not lying in a p- i

space, then every point of the Pspace can be 
derived from the points A' as well as from the points A; l ikewise, that a Pspace 
and a qspace in a p+qspace have one point or a straight l ine or a ispace etc. in 
common. 

Let us consider a Pspace in which we take as basis points A, Bi , .. ., BP , and let 
us call the corresponding coordinates a, /3 i ,  . .  ., f3 P. Let Fi , .. ., F P be points on 
(ABi ), (ABi), .. . ,  (ABP) ;  let Gi and Gi be points in (Bi . . .  BP), and C1 and Ci 
the points of intersection of AG 1 and AGi with (F 1 . . .  F P) .  Let us suppose that 
we obtain Gi from Gi by multiplying the coordinates Pi • . . . ,  f3P of 01 by 
h1 , • •  ., hP . Then the same holds for Ci and C 1 , for these points have the same 
coordinates /3 1 , . . .  , f3P as Gi and G1 . But now let us determine C2 and C1 with 
respect to A, F 1 , .. ., F P ' and suppose that from C 1 to Ci we must multiply the 
coordinates <p 1 , . . .  , <pP by factors h� ,  . .  ., h�. Then we have : 

C1 = <p 1  K1(B 1 + a 1  A) + . . .  + <pP KiBP + aPA) = 

= <p 1  K1 B i + . . .  + <pP KP BP + I, <(J; K; a; A. 

C2 = h� <p1  K 1  B 1 + . . .  + h� <pP KP BP + I, h; <p; K; a; A. 

But the coefficients of A, B 1 , . .  . ,  BP in these formulae are the coordinates a, 
{31 , . .  ., f3 P in the original system ; thus we see that the h are the same as the h'. 
Consequently the relative coordinates of points in one and the same Pspace are 
projective, in particular this holds for the cross ratio of 4 coll inear points. 

Once these principles have been given, the further development of projective 
geometry, in the first place the construction of the quadratic loci, provides no 
more difficulties. 

Cartesian geometry 
In order to build up Cartesian geometry, we take n open continua and we under
stand by a point of "R the combination of n points of these different continua . 
Such a point of "R can be defined by n coordinates, to wit numbers taken from one 
continuum, provided with a scale, if we choose on each of the n given continua a 
scale, unbounded in both directions (thus a translation group), and a unit segment. 

38 
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Euclidean geometry 
The Cartesian geometry further becomes a Euclidean geometry i f, i n  addition, we 
define the distance between two points by v'I (x; ' -x� )2 . 

Then one observes that the transformation group 

etc. 

39 with Lq Poe; = I and Lq pocq ,ocq = 0 leaves the distance between any two points 
invariant, and that conversely the group is determined by the condition that 
./I (x" -x')2 is invariant. The group is called the Euclidean congruence group of 
nR. 

The similarity group 
If one writes in the left members of the equations cX1 , cX2 , etc. instead of X1 , X2 , 
etc., then one obtains the group of similarity transformations, by which all the 
distances are multiplied by the same factor. 

The group of complex operations 
I n  2R the subgroup of the similarity transformations with positive determinant 
becomes : 

X1 = ax1 - bx2 +d1 
X2 = bx1 + ax2 +d2 . 

We call it the group of complex operations, after having understood by a complex 
number x1 + ix2 a point of 2R with coordinates x1 and x2 . The transformation 
above is then read as 

or 
� = ocx+ c5, 

where the letters represent complex numbers. In this way the two-dimensional 
scale of complex numbers becomes a group under addition and multiplication, 
just as the one-dimensional scale did. But the former yields the advantage of greater 

40 generality; first of all, any point is a power of any other point. Therefore the 
projective, as well as the Cartesian, nspace is often built up from n + I  (n respec
tively) complex scales instead of real scales, as we did above. 

[32] 

Further, by adding in the usual way an ' n - 1 space at infinity' one can complete 
Cartesian nspace to the connection of a projective nspace. Of course this way of 
completing is completely arbitrary; one might as well add a sphere at infinity, as 
it is sometimes useful in potential theory, or again, one might add a single point 
at infinity, thereby making the Cartesian space into a two-sided closed space. 



Projective definition of the group of complex operations 
If we do the latter, in particular for a plane, then we can map it on an oval quadric 
in ordinary space in such a way that the group of complex operations appears as 
the group of those projective transformations of the space, which leave invariant the 
oriented quadric with a single point (namely the point corresponding to the 'point 
at infinity' of the Euclidean plane) . In this way the group of complex operations 
can be defined independently of the Euclidean congruence group. 1 ) 

Group of complex projective transformations 41 
The group of complex operations, considered on an oval quadric, permits an 
extension to the general projective transformation group of that quadric with in-
variant orientation; mapping back on the Euclidean plane we obtain the conformal 
transformation group of the plane with invariant orientation, which again can be 
read as the projective transformation group of the complex scale. 

Characterization of the projective group 
The group of projective transformations in "space can be characterized after LIE 
as the finite continuous (i .e .  generated by continuous change of a finite number 
of parameters) Lie group, for which n + 3  (and no smaller number) of different 
points have an invariant. 2 ) 

The non-Euclidean groups 
Selecting from the projective group those transformations which leave a quadratic 
• - 1space invariant 3 ) we find the so-called non-Euclidean groups of "space. For 
two points any function of their anharmonic ratio with respect to the quadric 
remains i nvariant. As 'distance' one chooses that function which is additive along 
the straight l ines, i .e .  the logarithm, multiplied by some constant. For this choice 
the straight l ines turn out to be geodesics. S ince it is not desired to admit l ines 
on which the distances would reduce to 0, there remain only 3 kinds of fun
damental • - 1quadrics, namely the general oval, which in its interior gives rise to 

1 ) By this method of defining a set  of operations as a group (which can also be applied to 
q uaternions and to higher complex numbers) the mapping of the parameter continuum on the 
transformed continuum plays a secondary part. In the case of the ordinary complex operations 
the group definition avoids the necessity of letting some point and some line play a special part 
as the zero point and the line of reals. 

2) Here and elsewhere LIE supposes that his groups are generated by differentiable infin
itesimal transformations. Sometimes he even supposes them to be analytic. In this respect his 
theories are open to many improvements. See also p. 51 [ p. 39 ] .  

3) If  one wishes to  keep an n - 1 space invariant and still retain a projective group with !n(n+ 1 )  
(the number for the Euclidean congruence group) parameters, one can take for this invariant 
space nothing else than one of the first or second degree, as LIE has shown (Theorie der Trans- 42 
formationsgruppen I II, with reference to an investigation of KLEIN and LIE in Math. Annalen 4 
( 1 87 1 ), p. 50-84 [see F. Klein, Ges. math. Abh., p. 424-459]).  

[33] 



hyperbolic geometry, the general imaginary (with real equation), which gives 
rise to elliptic geometry, and as a transition between these two the imaginary 
n - 2quadric, giving rise to Euclidean geometry. Of these three the hyperbolic and 
the Euclidean group can be mapped on the (not completed) Cartesian space ; and 
as uniform continuous groups the Euclidean and the hyperbolic group have a 

[ 1 1] discontinuity which divides them into two subgroups, called groups of motions. 

Deduction of the differential of the arc for the Euclidean 
and the non-Euclidean groups 

[ 1 2] It is possible in different ways to characterize together the Euclidean and non-
43 Euclidean motions. In the first place one can start by considering in general an 

nspace where the distance between two adjacent points is defined by a positive 

44 
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definite expression of the form viifPq(x1 , • • •  , xn)dxPdxq with determinant dif
ferent from 0 (the f twice differentiable functions), in other words, where 
Euclidean geometry is valid locally (which, for instance, is always the case for 
curved spaces, imbedded in higher Euclidean spaces). We then wish to find a 
transformation group leaving invariant the elements of distance, consequently also 
the geodesics. We require that every point can be transformed into every other 
point; that after fixation of a single point P 1 a second point P 2 can sti l l  move 
freely on a 'geodesic n- 1 sphere' around P 1 , in such a way that the geodesic 
n - 1spheres around P 1 completely fill up the space; that, after the fixing of P2 , a 
third point P 3 on that geodesic sphere moves freely on an n - 2sphere around P 2 , 
while these n - 2spheres around P 2 completely cover the above-mentioned n - 1 sphere, 
etc. 

We solve this problem first for a 2space, choosing as coordinates the geodesic 
lines starting from a point M and the geodesic circles around M. Because of the 
free mobi l ity around M the arc length ds must be of the form vi dr2 + f(r )2drp2• 
From this we find the general differential equation of the geodesic l ines : 

f(r)2 
ds = -- drp. 

c 

In the figure MP, MQ and NQ are geodesic l ines, PQ is a small geodesic arc 
around M, and the angles <p and ijJ are very smal l , thus for NQ c is very small. 
We put MN = r1 ; MP = r2 , and we have: 



Further: 

and from this :  

Q r2 

J ds J dr <p = c f(r)2 = c f(r)2 
N r 1  

r2 

J dr PQ = cf(r2) --2 • 
f(r) ,, 

As the plane must be structured around N in the same way as around M, we 
must also have 

(H) 

From this, taking i; to be very smal l ,  

Simi larly 

r2 

J dr 1 i; f'(r2 ) e2 f "(r2) 
--- - - - - · -- + - · --
J(r)2 - f(i;) f(i;) f(r2) 2/(i;) f(r2) . . . . E 

By subtraction from the last two equations : 

= f'(r 1 )  _ f'(r2) 
f(r 1 )  f(r2) 

But also 

Thus 
( ! )  
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Nowf(e) = e +  . . . , so we know that 

f(O) = 0. 
f'(O) = 1 .  

Substituting r 1 = e i n  ( l )  we obtain : 

So f"(O) = 0. 
Let us differentiate ( l )  with respect to r 1 , obtaining 

If we put r1 = e in  this equation, we obtain 

f'(r) -f"(r2 )e = f'(O)f'(r2 ) + ef"(O)f'(ri ) (cancelled) -
-f"(O)f(r2 ) (cancelled) - ef'"(O)f(r2 ). 

(2) 

(3) 

f"(r2 ) = f" ' (O)f(r2 ). (4) 

46 If we putf" ' (O) = a, then we have for f the differential equation : 

[36] 

d2f 
-2 = af, 
dr 

which has three groups of  solutions, depending upon the sign of  a, namely 
(I) f = c1 sin (ar + c2), 

or, becausef(O) = 0 and f'(O) = l ,  

f 
1 . = -- sm ar. a 

(II) f = c1 (r+ c2 ), 
or, becausef(O) = 0 and f'(O) = l ,  
f = r. 

(III) f = c1 sh (ar + c2), 
or, because f(O) = 0 and /'(O) = I, 

1 f = - sh ar. 
a 

All three solutions turn out to satisfy (H). If we desire only surfaces without 
singularities, then (II) gives the ordinary Euclidean plane, (III) the hyperbolic 
plane and (I) either a sphere (two-sided) or an elliptic plane (one-sided, having 
the connection of the projective plane). 

Finally these four surfaces turn out to have the required homogeneous structure. 
Let us now investigate the 3spaces which satisfy the conditions of the problem. 

We know that the geodesic spheres around a point must admit free mobility in 
themselves; but as these spheres are firstly finite and secondly two-sided we can 



take for them, out of the four surfaces found above, only ordinary spheres. In- 47 
vestigating which function of the radius the arc lengths on these spheres can be, 
we find first that the geodesic l ines lie in planes through M (here defined as surfaces 
generated by the geodesics from M to a great circle on a sphere around M ), and 
then, that again only the three functions mentioned above, and consequently only 
the four 3spaces constructed from them, are possible. 

In the same way as from 2 to 3 the transition from 3 to 4 dimensions is effected, 
etc. For any number of dimensions there exist only the four types of spaces 
mentioned above, in other words, there are no other types of transformation 
groups satisfying the conditions of the problem. 

Of the two groups corresponding to the arc length I the spherical can be ap
plied to a Cartesian space completed with a single point, and the elliptical to a 
C�rtesian space completed with an n- 1 space. 

These characterizations of the groups of Euclidean and non-Euclidean motions 
are very near to those originally given by RIEMANN 1 ). The assumptions that the 
arc length is quadratic, and that the coefficients are differentiable, are somewhat 
arbitrary. LIE 2) has weakened the conditions a l ittle by characterizing the 48 
Euclidean and non-Euclidean motions as those Lie-groups which firstly leave 
invariant a quadratic arc length with non-zero determinant, and secondly trans-
form the n- 1directions through a fixed point in such generality as is admitted 
by the invariance of the equation obtained by putting the arc length equal to 0 
(which of course determines a quadratic space in the sheaf of l ine-elements). If 
the first condition is replaced by the requirement that the equation which puts 
the arc length equal to 0 must remain invariant, we obtain in addition : firstly the 
group consisting of Euclidean motions and similarity transformations, and 
secondly that consisting of Euclidean motions, similarity transformations and 
transformations on reciprocal radii (the conformal group). 

Characterization of the Euclidean and non-Euclidean groups by HELMHOLTZ 

HELMHOLTZ 3 ) has tried to free the characterization from the existence of an arc 
length. He investigated in an nspace all the invertible continuous groups with [13] 

1n(n + I )  parameters, such that the functions which represent the transformations 
admit a certain number of derivatives (namely so many as he needs for his con-
siderations), that two points have one single invariant, giving for every pair of 
points a real restriction, that more than two points have no new invariant, and 49 

1 ) Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu G runde liegen. Abh. Konig!. Ges. Wiss. 
Gottingen 1 3  ( 1 868), p. I ;  Gesammelte Werke l e  Aull p. 254, 2e Auflage p. 272-287. 

2) Theorie der Transformationsgruppen I I I , Abt. IV, Kap. 1 7. 
3) Ueber die Tatsachen, die der Geometrie zu G runde liegen, Gottinger Nachr. 1 868, p. 

1 93-22 1 ;  Ges. Wiss. Abhandl. I I, p. 6 1 8-693. 

[37] 



finally that these i nvariants express the only restrictions to the freedom of 
motion of the points. 1 ) 

Finally he adds the so-called monodromy postulate, requiring that after fixation 
of n - 1  points an nth point can stil l describe aperiodic orbit. 

Correction of HELMHOLTZ' characterization by LIE 
He then proves that only the Euclidean and the non-Euclidean motions satisfy 
all these conditions. However, LIE has shown later on 2) that: 

1 ° . HELMHOLTZ' argument is invalid, i .e. he tacitly i ntroduces more conditions. 
These come to the same thing as saying that from the assumption of his conditions 
for pairs of points at a finite distance from each other he derives their validity 
for pairs of points i nfinitely near to each other; LIE shows by counterexamples 

50 that this conclusion is faulty i n  respect of the i nvariant of two points, free mobility 
and monodromy. 

He shows further how HELMHOLTZ' calculations become correct when his 
conditions for pairs of points at a finite distance from each other are replaced by 
others, valid for pairs of points which are infinitely near to each other. 

2°. That after this more correct formulation of HELMHOLTZ' axioms they still 
contain redundant components. Namely, LIE shows that the fol lowing charac
terization is sufficient : An invertible Lie-group admitting i n  one single point of 
general position free mobility in the infinitesimal (i .e. the possibi l ity of continuous 
motion after fixing the point, a l ine-element through the point, a plane element 
through the line-element, a 3element through the plane element, . . .  and an n - 2-
element through the n - 3element, but no longer if i n  addition an n - 1element 
through the n - 2element must remain fixed). Only when n = 2 does this charac
terization give in addition the group of spiral transformations, which we ought 
to exclude by a special axiom, for instance by HELMHOLTZ' monodromy postulate. 

3°. That even if one wishes to characterize the groups, as HELMHOLTZ originally 
tried, by the behaviour of pairs of points at finite distance, his formulation con
tains too much. LIE proves that the following characterization is sufficient: 'An 

5 1  invertible Lie-group such that after fixing one point another point can sti l l  move 
freely in a so-called pseudo-spherical space, which does not contain the fixed point 
and which has in general 11 - l d imensions. Further within some finite domain, 
after fixat ion of q < 11 - 1 points, a point of general position can still move freely 
in the intersect ion of the pseudo-spherical spaces determined by the fixed points. ' 

[38] 

1 )  LIE (Theorie der Transformationsgruppcn l l l ,  pp. 487 and 505) has made the remark that 
the existence of a 'distance' (i.e. an invariant) for two points at a finite distance fron;i each other, 
and the existence of an invariant element of arcs U .e. of an invariant "length' for every curve) are 
two mutually independent conditions. 

2) Leipziger Berichte 42 ( 1 890), p. 284-32 1 ,  355-4 1 8 ; Theorie der Transformationsgruppen 
J I I ,  Abt. V. 



The characterization of the plane congruence group independent of differentiability 
by HILBERT 

It i s  natural to try, for each of the above-mentioned characterizations of groups, 
to free them from the restriction to Lie-groups 1 ), more in general to aim at the 
construction of a theory of groups independent of postulates on differentiabil ity 
(cf. HILBERT, Mathematische Probleme, V ortrag gehalten auf dem internationalen 
Mathematiker-Congresse Paris 1 900, Problem no. 5, Gottinger Nachrichten 1 900, 
p. 269 [Ges. Abhandlungen III, p. 290-329] ), as we have carried it through 
above for a most simple case, namely the group of fundamental operations with 
natural numbers. 

Another case that has been settled concerns the group of Euclidean or non
Euclidean motions in the plane. HILBERT 2) has characterized them as the group 
of invertible uniform transformations leaving invariant the connections of incidence 
and forming a closed system (i.e. if there are transformations in the group which 
make a definite set of points approximate another definite .set of points, then there 
is also a transformation in the group transforming the first set into the second), 
and/or which every 'circle' (i.e. the set of points into which, after fixing one point, 
another point can stil l  be transformed) consists of an infinity of points. 3 ) 

From this he proves first that every circle is a closed continuous curve without 
double points (a closed 'Jordan curve'), that the circles around a point, enclosing 
each other, fil l  up the whole plane, and that by a rotation of the plane around P 
all the points together describe their circles according to functions of one con
tinuous parameter; further that any point can be transformed by a motion into 
any other point and that after fixing two points the whole plane is fixed . The 
second part of his argument then serves to introduce straight lines. Between two 
points he constructs the straight line connecting them by constructing the dense 
scale of middle points, where he means by the middle point of AB the centre of 
the rotation that transforms A into B and B into A (so-called half-turn), and 
he proves that this sequence of points in the plane has no gaps, and consequently 
together with its l imit points forms a continuous curve. Further the straight l ine 

1 )  KLEIN (Zur ersten Yerteilung des Lobatchefsky-Preises, Math. Annalen 50 ( l  898), p. 

583-600; [ Ges. math. Abh. I, p. 384-40 1 ] )  detends the restriction to differentiable functions in 

LIE's investigations on the foundations of geometry by the remark that any empirical function 

can be represented by an analytical function with as good an approximation as we desire. But a 

priori it is very well conceivable that there exist non-Lie groups such that the approximating 

analytical transformations do not constitute a group (though they 'almost' constitute a group, 

i.e. they approximate the group property without being able to attain it as long as they remain 

analytical). 

2)  Math. Annalen 56 ( 1 903 ), p. 3 8 1 -422 [ Grundlagen der Geometr.ie, Anhang l Y]. In this 

case as well the analytical character of the functions turns out to be a consequence of the group 

property. 

3) However, because he does not complete the Cartesian plane either by a point or by a line 

at infinity, he finds only the Euclidean and the hyperbolic groups of motions. 

[ 14] 
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i s  produced beyond its endpoints by performing half-turns around these endpoints; 
thereupon it is proved that two straight l ines have at most one point in common 
and that two points are always connected by a straight l ine, and of course not by 
more than one. Finally the theorems on congruence are proved, whence, de
pending on the parallel postulate added, Euclidean or hyperbolic geometry can 
be built up. 

Characterization of the linear system of the elliptic or projective space 
One can ask, given a space having the connection of a projective space, for the 
characterization of a system of curves, surfaces, spaces etc., having the properties 
of the projective system of straight l ines, planes, plane 3spaces etc. The following 
is sufficient : 

54 Two points always determine one straight l ine; through a straight l ine and a 
point outside it there got:s a plane which contains every straight l ine having two 
points in common with i t ;  through a plane and a point outside it there goes a 
3space containing every straight l ine that has two points in common with i t ;  
etc. ; further: a straight l ine and an n - t space have a point of intersection. 

It is easy to deduce from these properties the unicity of the quadrangle construc
tion for the 4th harmonic in a l ine of points, in a pencil of l ines, etc. Now choose 
arbitrarily n + I points, and let them correspond with the n + I  basis points of a 
projective "space, constructed as above; then assign an arbitrarily chosen (n + 2)th 
point to the unit point of the projective space. By successive quadrangle 
constructions (that is, solely by projections and intersections) one can construct, 
from the arbitrari ly chosen n + 2 points, enough points to ensure that every point 
in the projective "space with rational coordinates corresponds with one of them. 
It follows from a proof of LOROTH and ZEUTHEN, communicated by KLEIN 

(Math. Annalen 7 ( 1 874), p. 53 1-537 [Ges. math. Abhandlungen I, p. 344-350]), 
that the points constructed in this manner l ie everywhere dense. And from this 
it follows that the one-one correspondence between the points of the two spaces 
holds for the irrational points as well . 1 ) 

55 Characterization of the linear system of the Cartesian or Euclidean and of the 
hyperbolic space 

[40] 

A system corresponding to the straight l ines, planes, 3 spaces etc. of a Euclidean 
or hyperbolic "space (in both cases the class of points fil ls a Cartesian "space) can 
be characterized as follows : 

Two points always determine one straight l ine; through a straight l ine and a 
point outside it there passes a plane, containing every straight line that has two 

1 )  It seems that by this mapping on a projective space that had been constructed beforehand, 

KLEIN°S developments (Yorlesungen Liber nicht-Eukl idische Geometrie, Gottingen 1 893, p. 

3 1 9-353 [2 .  Auftage, bearbeitet von W. Rosemann, Berl in 1 928,  p. 1 53- 1 6 3 ] ), aiming at a direct 

proof of further theorems from the axioms of projective geometry, become superfluous. 



points i n  common with it ; through a plane and a point outside it there passes a 
3space containing every straight l ine that has two points i n  common with it , etc. ; 
further: every n - 1 space d ivides the "space i n  two parts in such a way that every 
straight l i ne connecting a point of one part with a point of the other part, i nter
sects the n - 1space in a point lying between these two points. In fact, following 
SCHUR (Math. Annalen 39 ( 1 89 1  ), p. 1 1 3- 1 24 ), one can prove that this system 
can be completed by its ' ideal elements' to the projective system considered above. 
If, in addition, we require that Eucun's axiom of parallels holds, then necessarily 
the l inear system of Cartesian "space (or of projective "space stripped of a single 
plane n - 1space) turns up; if however we require LOBATCHEFSKY's axiom of paral- 56 

leis, then one obtains the linear system of a Cartesian (or also of a projective) 
space, lying i nside an arbitrary convex oval, which can be joined to the given 
system as its 'oval of l imitpoints'. 

Thus we have the l inear system of hyperbolic "space only if the oval of l imit·· 
points i s  a quadratic n - 1 space ; this can be enforced by requiring that the given 
system admits a projective uniform group with !n(n- I )  parameters. 

Variational problems leading to linear systems 
Now one may ask how to determine a curve between any two points of a Car
tesian space i n  such a way that these curves satisfy the characterizations of a 
l inear system as given above; one will think firstly ofvai iational problems for which 
these curves are extremals. 

We know that the required system of curves can be mapped uniformly either 
on the straight l ines of a Cartesian space completed by a space at infinity, or on 
those simply of a Cartesian space, or  on those of a Cartesian space lying inside 
a convex oval. 

Consequently one looks for variational problems in Cartesian space which give 
as their extremals the straight l ines, for in the most general un iform continuous 57 

transformation of the sol ution of this problem one finds the general variational 
problem for which the extremals possess the same incidence properties as the 
l inear system. 

Investigations on this problem have been made by HAMEL (Math. Annalen 
57 ( 1 903), p. 23 1 -264) for the plane, and in outl ine for 3space ; we shall precis 
them for the plane. HAMEL puts the question from a somewhat different point 
of view than is taken here; by so doing he subjects the required integral to some 
restrictions, so that it more or less coincides with the ordinary conception of 
length in  metrical geometry, and so that the extremals which he looks for are more 
specially minimal curves. 

Thus he looks for minimal curves of the integral 

J ds · f(x, y, tg 9) = J dx · g(x, y, tg 9), 

[41 ]  



[ 1 5] where f denotes a positive, single-valued (because the element of length must be 
invertible), and i n  general continuous function, differentiable with respect to 
each of its three arguments. As the differential equation of the variational problem 
must take the form 

58 

[42] 

g must satisfy the differential equation :  

a2g a2g ag ( dy ) 
ap ax + p ap ay - ay = 0 putting 

dx = p . 

By differentiation of this equation with respect to p one obtains an equation i n  
a2g, with the general solution : ap2 

azg 
ap2 = W(p, y - px) ; 

from which we finally find for g :  
p p  

ff au au g = W(p, y - px) dp dp + - + p -ax ay 
c c 

( u being an arbitrary function of x and y ). 
Remarking that 

p p  p ff v(p) dpdp = f (p-Ov(�) d� 
c c c 

and putting W = cos3 9 · w, we obtain :  

9 
f au au g = cos r . w(tg r, y - x tg r)(tg 9 - tg r) dr +  ax + tg 9 ay . 
9o 
9 

f 1 . au au g = --0 · sm (9 - r) · w · dr + -8 + tg 9 � .  
cos � x oy 

9o 
9 

f = f sin (9 - r) · w · dr + :� cos 9 +  :: s in 9. 
9o 

Here the condition that we have a minimum is that 

w is positive for every x, y and 9; 



whilst, because f is single-valued, there fol lows further: 
a) w i s  single-valued. 

llo + it  
) 

ou  1 J . d b 
ox = i sm r · w · r .  

9o 
llo + it  :: = � J cos r · w · dr. 

llo 
Thus finally the arc length becomes : 

ll 
ds J d i = 2 s in (.9 - r) · w(tg r, y - x  tg r) dr. 

9 - it  
Now HAMEL first asks when the straight l ines o f  the plane, including the line 

at infinity, belong to the minimal curves - so that the variational problem 
determines a projective l inear system -; he finds as the condition that f di remains 
finite along every straight line and has the same value along every straight l ine. 

Hereupon he gives a category roughly coincid ing with a geometry which 
MINKOWSKI constructed in his 'Geometrie der Zahlen', where every straight l ine, 
but not the line at infinity, belongs to the minimal curves - thus the variational 
problem determines here a complete Euclidean l inear system -; he supposes w 

. d f . d 
OU OU 

1 to be m ependent o its second argument, an 
ox' oz 

to be constant, but re axes 

59 

the invertibility of the arc length. In this way he finds as calibration-curve, i .e . 60 

the set of points at distance 1 from the origin :  [ 1 6] 
9 

F(r, 9) = 1 - r {J s in (.9 - r) · w(r) · dr + !X  cos 9 + fi sin .9} = 0. 
9o 

d2 (!) 
r 1 

--2- + - = w(.9) .  d.9 r 
And, as the first member of this equation, multiplied by a positive factor, is 

the radius of curvature, while the only restriction on F is that w must be every
where positive, he finds for the only restriction on the calibration-curve that it is 
everywhere convex. 

Finally he gives as an example of a sol ut ion which represents a Euclidean 
linear system inside a convex oval, the so-called Hi lbert geometry: in Math. 
Annalen 46 ( 1 895), p. 9 1 -96 [Grundlagen dcr Geometric, Anhang I] HILBERT 
defines the distance between two points as the logarithm of the anharmonic ratio 

[43] 



6 1  

which they form with the points of intersection of their connecting l ine with a 
convex oval, inside which they l ie ;  he shows that by this definition the sum of two 
sides of a triangle is greater than the third side. HAMEL shows now how this 
geometry as well can be derived from his general formula. 

For this purpose he tries to determine functions W and u such that 

and he finds, putting y -px = b, 

for which expression he ca5ily proves that it is positive (negative) for 9 in the first 
or third (second or fourth) quadrant; from this it follows that in every case w is 
positive, as is required for the minimum property. 

He finds further that 

I x - v2(c, y - cx) LI = og · . x - v1 (c, y - cx) 
We can produce the M inkowski geometry mentioned above (with an invertible 

arc length) as a special case of this Hilbert geometry. 
M INKOWSKI takes the arc length ds f( 9), and HILBERT 

ds -- + -- ; 
/ t t } 
ls - S 1 S2 - S  

I 
if we let H i lbert's l imiting oval tend to infin ity, preserving its shape, then -- + 

s- s1 
-

1 
-- becomes infin itely smal l ,  but at the same time equal for parallel directions, S2 - S 

62 so after multiplication by an infinite constant it becomes a function of the direc
t ion alone, and the arc length assumes the form dsf(9). 

[ 1 7] Th<' possibll' point sets 

[44] 

In the begi nning of this chapter we have constructed two sorts of l inearly ordered 
sequences of points, namely the order type w of the enumerated positive ord inal 
numbers and the inverse type w':' ; also we have the everywhere dense denumerable 
sequence (the ordertype 17 of the rationals, all of them, or between 0 and I, or also 
the dual scale, complete or between 0 and I 1 )) . Moreover, we have considered the 

1 )  \\ here we shall be free to incl ude 0 an l or not, as we please, in the sequence of points. 



intuitive continuum as a measurable continuum, and we have seen that every 
point on it admits an approximation by a dual scale. However, the continuum as 
a whole was given to us by intuition ; a construction for it, an action which would 
create from the mathematical intuition 'all' its points as individuals, is incon
ceivable and impossible. 

The mathematical intuition is unable to create other than denumerable sets of 
individuals. But it is able, after having created a scale of ordertype 17, to super
impose upon it a continuum as a whole, which afterwards can be taken conversely 
as a measurable continuum, which is the matrix of the points on the scale. 

It fol lows that a given continuum can be covered with gaps by another con
tinuum; for this purpose it is sufficient to construct on the first continuum an order 
type 17 which does not cover it everywhere densely, and then to construct the 
continuum over that order type 17; we can always identify a point on the second 
continuum with the l imit point on the first continuum of its approximating 
sequence. In this sense we can say : 'The points of the second continuum are a 
part of those of the first one' ; and in this sense we have now three methods for 
the construction of 'pointsets on the continuum', namely : 

1 ° . We can construct on the continuum discrete, ind ividualized sets of points 
which are finite, of order type w, of order type 17, or can be obtained from such 
sets of points by alternation or subordination. 1 ) The number of these points is 
always denumerable, and l ikewise the number of the intervals determined on the 
continuum by pairs of points from the set is denumerable. In each of these in
tervals, and also in its totality, the set may be dense or not (by dense we mean : 
of the order type ri after every well-ordered or inversely wel l-ordered subset has 
been contracted to a single point). 

We can also say : in any segment of the continuum (and also in the whole 
continuum) the set may be dense or not; a closer investigation shows that the latter 

1 )  If we use only the order type w in combination with finite sets, then we obtain the so-called 

well-ordered sets. In such a set an element that is introduced later in the construction, comes also 

later in the order. Of course, in the construction one may take as elements of the fi nite sets, or 

of the sets of ordertype w, all the well-ordered sets that have been previously constructed. In 

this way we obtain successively I, 2, . . .  , w, w + l , w + 2,  . . .  , w.2,  . .  . , w2, ui2 + 1 ,  . .  . , w3, .. . ,  

ww, . .  . ,  ww'" , . .  . ,  s 1  (i.e. ww''' . , exponentiation being iterated w times), . . . . 
A well-ordered set has the property that it and each of its su bsets has a first element. Besides 

the well-ordered sets we can also construct inversely wel l-ordered sets. The only way to construct 

sets which are not well-ordered or inversely wel l-ordered is by 111 t imes repeated insertion of well

ordered sets in well-ordered sets; by this process dense (see above) subsets can be constructed. 

Compare in this connection a theorem of BERNSTEIN ( Math. Annalen 61 ( 1 905) ,  p. 1 44) :  

Any ordered denumerable set  (and conseq uently any individually constructible set, for even 

if  in the construction I say nothing about order, I can tacitly consider what is constructed later 

on as following after what had been previously constructed) can be mapped on a part of the order

type 11 preserving the order relation. 
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distinction works out as fol lows if we approximate the set by a dense dual scale 
65 which has been constructed on the segment under consideration as a unit segment: 

in determining each dual digit the preceding ones either determine it or they 
leave open the choice between two digits; in the latter case, the next digit is again 
either determined or can be chosen from two digits, etc. This can be i llustrated by 
a drawing of the form: 

and so on. 

If in this structure we cut off every branch which ceases to branch 1 ) we are left 
e ither with nothing or with a continually multiplying dual branching. In the 

[20] latter case the set is dense in the interval under consideration, in the former it is 
not. 

66 2°. In the intervals where the set constructed under 1 °  is dense, we can transform 
it by the contractions described above into an everywhere dense set, and then apply 
to this set the operation of 'completion to a continuum' ; it is always possible to 
define clearly the intervals which we select for this operation, for, as their number 
is denumerable, they are individualized. 

3°. We can construct a set of points by deleting from a continuum a dense 
scale constructed on it in some interval . 

Solution of the continuum problem 
If now in the construction of a set of points the operation 2° (whether or not 

in combinat ion with 3°) has been applied, it can be 'mapped' on a continuum. 
This must be understood as follows : in both sets {the continuum and the given 
set) a well defined, and consequently denumerable, pointset is chosen in such a 
way that all the other points can be obtained by approximation from everywhere 
dense parts of this set. Then the undefined points are brought into one-to-one 
correspondence by mapping the everywhere dense parts, with respect to which the 
infinitely proceeding approximations must be taken, onto each other; then the 
points which were defined can still be brought into correspondence with each 
other, because they are denumerable in both sets. 

It follows that every set of points on the measurable continuum {and con-
67 sequently also on the simple intuitive continuum, which in fact we can only handle 

[46] 

1 )  from left to right according to the rank of the dual digit of the point of ramification; after 

the cutting operation is achieved for a l l  w ranks, it is applied again to the residue that was left. 



after having made it measurable 1 )  - or built up out of individualized measurable [21] 
parts)  which i s  not  denumerable, has the power of the continuum. 

Thus the 'continuum problem', put forward by CANTOR in 1 873 [G. Cantor, 
J. reine angew. Math. 77 ( 1 874), p. 258-262, Ges. Werke p. 1 1 5-1 1 8, proved that 
the continuum is not denumerable. In J. reine angew. Math. 84 ( 1 878), p. 242-258, 
Ges. Werke p. 1 1 9-1 33 he conjectured that the cardinal number of the continuum 
follows immediately after the denumerable.] and mentioned by HILBERT (Mathe
matische Probleme, Problem no. l ,  p. 263 [Gottinger Nachr. 1900, p. 253-297; 
Ges. Abhandlungen III, p. 290-329] ) as still open, seems to be solved, by keeping 
strictly to the view that a continuum as a set of points must be considered with 
respect to a scale of ordertype Yf. 

Non-Archimedean uniform groups on the one-dimensional continuum 
We can imagine a Cartesian space of w dimensions, or of w* + w dimensions, and 
consider in it all the points whose coordinates of index less that a given number 
are zero. 2 ) 

We can go further and imagine a Cartesian space of (w* + w)" dimensions. 
Then every coordinate carries as ind ices n positive or negative integers, and we 68 

restrict ourselves to those points whose coordinates are different from zero only 
if, given the preceding indices, every index is greater than a given number, so that 
the numbers of the remaining coordinates form a well-ordered set. [23] 

These points can be l inearly ordered by defining the order relation for two 
points by means of the coordinate of least number in which they are different. Now 
the problem is to construct on such a pseudo-continuum (which is an ordinary 
measurable continuum with all sorts of points between an arbitrary point on it and 
a segment having that point as its boundary, and in addition with all sorts of 
points to the left and to the right of all points of the ordinary continuum) a group 
of operations which for the ordinary continuum yields a group of arithmetical 
operat ions. We can start by constructing for each of the coordinates a scale and 
from that an ordinary group of additions. In that way we construct at the same 
t ime a group of additions for the whole space, which is associative and com
mutative, and by which any point can be transformed into any other point. 

If we choose on each of the scales a I -point, then the operation of 'multiplica
tion by a point of the ordinary continuum' (i.e. by a point for which every coor-
dinate is zero except that with number 0) is self-explanatory ; it is associative and 69 

1 )  The non-Archimedean pseudo-continua, which wi l l  be discussed below, must be con
sidered, according to our conception of the continuum, as h igher-dimensional continua (ordered 
in a special way and subject to a special group of transformations);  however according to 
CANTOR higher-dimensional, and even denumerably-infinite-dimensional continua,  can be 
mapped on one-dimensional continua, so the theorem holds also for h igher-dimensional as well 
as for non-Archimedean continua. 

2 )  Compare in this connection HILBERT, Fcstschrift zur Feier der Enthii l l ung des G auss- [22] 
Weber-Denk mals in G ott ingen [ G rundlagen der G eometric] , § 33.  
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distributive with respect to the group of additions. Let us look for an associative 
operation which increases by I the numbers of the coordinates and which we shall 
denote by 'a1 x '  in particular ' I  1 x '  if it always maps I -points to each other (for 
which purpose we can always make an appropriate choice of our I -points). As 
it must transform the groups inside the single coordinates into each other, we have 
generally 

Let us look further for an associative operation which increases all the numbers 
of coordinates by w, and which we shall denote by 'aw x ', in particular by ' I w  x ' 
if it transforms the I -point of the 0-coordinate into that of the w-coordinate, that 
of the w-coordinate into that of the 2w-coordinate, etc. 

As, again, it must transform the groups inside the single coordinates into each 
other, we have, if a is a finite number: 

As the operations 1 1  and I w must be associative in  their combinations, we have 
further : 

{p2 a}w+ z = l "' x a2 = ( l w x I 1 ) x a 1 = p 1 x l 1 x lw x a 1 = 
= p 1 X 1 1 X {p1 a}w+ I  

70 and obtain, continuing in this way, 

Pa = Pa· 
And in general, if r is any finite or infinite number: 

{Pr + 1 a} r+w + l  = l "' x ar + l = ( l w x l 1 ) x ar = p1 x l 1 x ( l w x ar) =  

so that in general 
= P 1 X 1 1 X {pr a}r+w = {Pi Pr a} r+w+ l  

a Pr = P ,  

where ;;. is the finite part of the transfinite number r .  
By the same method we introduce the operat ion l w, x such that 

and find from the associative property firstly : 

where rJ. and fi are fin ite numbers. 

q, = ct 
q - ,.P Pw - ' 

We now have, if r = ' + fiw+a, where ' contains only terms of higher than 
the first degree in w :  

7 1  {qr } r +w' = l ,02 X I r = l .,,, x  l , x  1 11w X  I ; = q' x l , x  l w, x  l pw X  I ; = 
= q" · rP x l , x  l pw X  1 "', x  I ; = {q' · r/JL+w' •  

[48] 



so that 

That further these conditions for p, and q, , which have been found necessary, 
are also sufficient, is proved by calculat ing: 

and 

We then find for both expressions 

Continuing in this way we can define ' lw3 x ' , . . . , ' l wn x ' and, if we understand 
by multiplication by a sum, multiplication by the terms and then summation, 
noticing, that for the reciprocal of a number all the coordinates in succession can 
be approximated, so that also division can be applied, we have a complete set of 
arithmetical operations on our linear pseudo-continuum, for which the asso
ciative and distributive propert ies hold, but, if n > I ,  not necessarily the com
mutative one; for instance : 

but 
l w x l 1 = Pw + l '  

whereas i n  the case of the ord inary measurable continuum we have seen above 

72 

that no group of operat ions can be constructed for which the commutative [24] 

property fai ls . 
Because of the lack of measurabi lity the pseudocontinuum constructed above 

may be called a non-Archimedean continuum; moreover it lacks another property 
of the ordinary continuum, namely Dedekind cont inu ity 1 ), which admits the 
following formulation : If the set of points of the continuum is divided into two 
parts i n  such a way that every point of one part is higher in rank than every point 
of the other part, then either the lower part has a greatest point and the higher 
part has no least point, or the higher part has a least point and the lower part 
has no greatest point .  In fact measurabil ity can be immediately derived from 
Dedekind continu ity. 

The non-Archimedean continuum does possess Veronese continuity [G.  Veronese, 
Grundzuge der Geometrie von mehreren Dimensionen und mehreren Arten 
gradlin iger Ei nheiten, translated from the Ital ian, Leipzig 1 894], which may be 
defined as follows : If the set of points of the cont inuum is divided into two parts 
in such a way that every point of one part is higher in rank than every point of 
the other part, and if furthermore I can choose from both parts 2 points whose 

1 )  cf. DEDEKIND,  Stetigkeit und irrationale Zahlen [ Braunschweig 1 872] .  
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difference can be made smaller than any given quantity, then either the lower 
73 part has a greatest point and the higher part has no least point, or the higher part 

has a least point and the lower part has no greatest point. (If the condition that 
the difference can be made indefinitely small is not fulfilled, then it may happen 
that the lower part has no greatest point and the higher part has no least point. )  

Non-Archimedean and non-Pascalian geometries 
By the same method as we constructed projective geometry from n + I ordinary 
continua or complex continua, provided with a group of operations, we may 
now do the same with non-Archimedean continua. The proofs for the l inear 
equations of straight l ines, planes etc. (where however we must remember to put 
the coefficients to the right of the coordinates) remain val id without change; 
consequently all the theorems which we have mentioned above (see p. 54 [p. 40] ) 
as characterization of the system of straight lines, planes etc. in an ordinary 
projective space remain valid as well .  

I t  fol lows also that DESARGUES' theorem (' If for two triangles the l ines con
necting corresponding vertices pass through one point, then the points of inter
section of corresponding sides lie on one l ine') and, equivalently, the theorem on 
the uniqueness of the 4th harmonic point, remain val id; l ikewise the projectivity 
of harmonic pairs sti l l holds. 

74 But the theorem on the projectivity of relative coordinates turns out to depend 

[50] 

on the validity of the commutative property of multiplication. The same is true 
for the equivalent PAPPus' theorem ('If on each of two intersecting lines 3 points 
are given, the 3 points of intersection of the lines which crosswise connect pairs 
of corresponding points l ie on a straight l ine'), which HILBERT (Grundlagen der 
Geometric, in particular Chapter VI) calls PASCAL's theorem. (It can be considered 
as the special case for a degenerate conic of the theorem known under this name.) 
Thus when multiplication is not commutative, PASCAL's theorem together with 
several incidence theorems fail, for instance the theorem on the unicity of the 
common harmonic pair for two pairs of points on a straight l ine, and the so
called fundamental theorem of projective geometry:  If two straight l ines are related 
by a sequence of projectivities, then three pairs of related points determine the 
point corresponding with any other point. 

Pascal's theorem follows from the existence of a projective congruence group. 
ff a congruence group, i .e. a group having similar properties as the ell iptic, 

resp. hyperbolic (Eucl idean) congruence group 1 ) exists for the non-Archimedean 
1 )  Such a group can be characterized as a projective group which 
1 °  can transform any point into any other point, 
2 °  admits free mobility in the infinitesimal around every point, and determines 'spheres' 

around the point intersecting every halfline from the point once, 
3° inverts any segment and interchanges the equal sides of any isosceles triangle; 
i t  consists of congruent and symmetric transformations (the latter only to be mentioned 

expressly for the hyperbolic and Euclidean groups.) 



projective geometry, or for i ts part i nside a convex oval 1 ), (or i n  the l imit i nside 75 
a double counted plane n - 1space), then, as HILBERT has shown (Grundlagen der 
Geometrie, Chapter III ; Neue Begrundung der Bolyai-Lobatcheffskyschen 
Geometrie, Math. Annalen 57 ( 1 903), p. 1 37- 1 5 1  [ = Grundlagen der Geometrie, 
Anhang III] ; compare also TH. V AHLEN, Abstrakte Geometrie, p. 251 ), every 
incidence theorem holds, so that multipl ication must be commutative. 

For a non-Archimedean projective geometry i nside a convex oval V AHLEN 
(Abstrakte Geometrie, Leipzig 1 905 [2. Auflage 1 940, p. 148- 1 69] ) has shown 
that every theorem on congruence, in particular Pascal's theorem, and hence 
commutativity of multiplication, can be derived solely from the existence of an 
affine group, i .e .  a projective group which transforms any point into any other 
point and admits free mobi l i ty in the infinitesimal around every point. 

Semi-congruent groups in non-Archimedean geometry 76 
For non-Archimedean plane geometry HILBERT established st i l l  another 

property (Ueber den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen 
Dreieck, Proc. London Math. Society 35 ( 1 903 ), p. 50-68 [ Grundlagen der 
Geometrie, Anhang II]). If the ord inary (Euclidean or non-Euclidean) congruence 
groups exist, then, as we have seen, Pascal 's theorem holds; but then beside these 
groups there exist semi-congruent groups of motions, possessing al l the properties 
of t he congruent groups of motions, though the plane is not symmetric with 
respect to that group and an isosceles triangle need not have equal angles at the 
base. The non-monodrome spiral group of HELMHOLTZ in ordinary Archimedean 
geometry has similar properties, but there a segment is not invertible, for a rotation 
through n: changes its 'length', i .e. its i nvariant with respect to the group of trans
lations; moreover, having fixed a point, any trajectory intersects every half-line 
emanating from that point more than once. In Hilbert's semicongruent group this 
is prevented by letting only the second of the two parts of the rotat ion angle 
(namely the finite and the infinitely small part ; for angles there exists no infinitely 
large part) induce a proportional enlargement. Here every point does describe a 
spiral, but only with respect to the infinitely small part of the angle, which at the 
periods n: and 2n: is always 0. Thus the finite part of the d istance to the centre 77 
remains constant during the rotation, so that the origin cannot be indefinitely 
approached ; further any half-l ine from the centre is intersected only once by the 
trajectories, and finally the invertibil ity of segments is preserved . 

Mathematics can deal with no other matter than that which it has itself constructed [25] 
In the preced ing pages it has been shown for the fundamental parts of mathe-
matics how they can be built up from units of percept ion, by simple juxtaposition, 

1 )  If only the bounded part is given with the characterizing properties (see p .  55 [ p. 40] ), 
then the completion by ideal elements after F. SCH U R  ( Math. Annalen 39 ( 1 89 1  ), p. 1 1 3- 1 24) 
can be effected unchanged for the non-Archimedean geometry. 
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by building sequences of type w or 11, or by building continua, while at every stage 
i n  the process complete systems which have been constructed before can be taken 
as new un its. 

In the third chapter i t  will be explained why no mathematics can exist which 
has not bt-�n intuitively built up in this way, why consequently the only possible 
foundat ion of mathematics must be sought i n  this construction under the obliga
tion carefully to watch which constructions i ntuition allows and which not, and 
why any other attempt at such a foundat ion i s  condemned to fai lure. 

Often it is quite s imple to construct i nside such a structure, i ndependently of 
how i t  originated, new structures, as the elements of which we take elements of the 
original structure or systems of these, arranged i n  a new way, but bearing in mind 

78  their original arrangement. The so-called 'properties' of a system express the 
possibil ity of constructing such new systems having a certain connection with 
the given system. 

[52] 

And it i s  exactly this imbedding of new systems in  a given system that plays an 
important part i n  building up mathematics, often in the form of an inquiry i nto 
the possibil ity or impossibil ity of an imbedding satisfying certain conditions, and 
in the case of possibil ity i nto the ways in which it is possible. 

Examples have been treated above as i nquiries i nto the possibility of imbedding 
transformation groups satisfying certain conditions into given systems. (There we 
may consider the continuum of group parameters as the system to be imbedded, 
and the character of that continuum as a continuum of group parameters, as the 
condition of the imbedding. ) And i n  this form we have given, among other things, 
substrata of several recent investigat ions which were intended to shed l ight upon 
the foundations of mathemat ics, and which have mathematical meaning only 
in  the sense of our interpretation - this last on the basis of ideas to be defended 
in the third chapter, for which the preceding development can be considered as an 
i l l ustration. 



II .  MATHEMATICS AND EXPERIENCE 

The intellect and the jump from the end to the means 
Proper to man is a faculty which accompanies all his interactions with nature, 
namely the faculty of tak ing a mathematical view of his l ife, of observing in the 
world repetit ions of sequences of events, i . e .  of causal systems in time. The basic 
phenomenon therein is the simple intu ition of time, in which repetition i s  possible 
in the form : 'thing in time and again thing', as a consequence of which moments 
of life break up into sequences of things which differ qualitatively. These sequenc.:s 
thereupon concentrate in the intel lect into mathematical sequences, not sensed 
but observed. And human behaviour incl udes attempts to observe as many of 
these mathematical sequences as possible, i n  order, whenever in the real world 
i nterventi on at an earlier member of such a sequence seems more successful than 
at a later member, to choose the earlier one as a guide for his actions, even when 

8 1  

his instinct is only affected by the later one. (Substitution o f  the means for the end. ) 82 

Nevertheless the non-instinct ive nature of this i ntel lectual action renders the cer-
tainty that the parts of a sequence really belong together, anything but perfect . 
Consequently i t  can always be fals ified, which is observed in the d iscovery that 
'the rule no longer appl ies'. 

However, in general the considerat ion of sequences and consequent going back 
from the end to the means, where intervention appears easier, show themselves 
very efficient tactics from which mankind derives its power. Man succeeds in dis
covering regularities i n  a l imited field of phenomena independent of other 
phenomena which consequently can remain completely latent in the intellectual 
consideration of the former. 

In order to maintain as long as possible the certainty of an observed regularity, 
one tries to isolate systems, i . e .  to excl ude those observat ions which disturb the 
regularity ; in such a way man makes far more regularity in nature than originally 
occurred spontaneously; he desires this regularity, because it strengthens him in  
the struggle for l i fe, rendering h im capable of pred ict ing, and tak ing action. 

Mathematical systems, containing more than given reality 
This intellectual manner of looking at the world expands, because man builds up 
pure mathematics out of the basic intuition of the intel lect, without reference to 83 

immediate appl icabil ity, and thus obtains a ready supply of unreal causal sequences 
which only wait for an opportun ity to be projected into real ity. Here i t must be 
remembered that i n  those mathematical systems in  which no time-coordinate 
appears, it is found that in practical appl icat ions all their relations stil l become 
relations in t ime. Thus, for instance, Euclidean geometry when appl ied to real ity 
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gives the causal relat ions between the results of different measurements executed 
with the aid of the group of the rigid bodies. - Needless to say in the application 
usually only a small portion of the elements and subconstructions of a mathematical 
system find their counterpart i n  real ity : the others only faci l itate the under
standing of the whole. 1 )  

Extension of applicability of mathematics by actual intervention 
Simi larly, after only a l i ttle development of the method, the observed sequences 
wil l  no longer consist solely of phenomena observed independently of man's wil l , 
but will be complemented by phenomena evoked by man (deeds without any 

84 direct instinctive aim, but executed only to complete the causal system so that i t  
w i l l  become more easily manageable) ; the simplest example of this being the sound
image 2) of a cardinal number obtained by the process of counting, or the sound
image 2) of the measuring number obtained by the process of measurement. 

Extension by induction from the real to the possible 
Mathematical science does not however derive its great power solely from the 
observation of sequences which are approximately equivalent for the i nstinct, but 
from combining a very large n umber of such sequences from one point of view 
by means of a mathematical system built up with the aid of mathematical in
duction. Such a system i s  called a law ;  the difference between two sequences fall ing 
within it , depends only on a difference in values of the parameters occurring in 
the law. 3) Next to the really observed sequences with their determined parameter 
values, sequences with other parameter values are postulated as possibilities; 
the fact that only the observed values of the parameters occurred i n  reality is 
cons idered accidental. 

On the other hand i t  appears that one can often successful ly consider a quantity 
occurring in one single observed sequence as an accidental parameter value, and 
can thus correctly predict new sequences by means of induction. 

85 The s implest inductive extension to a group of possible phenomena takes place 
by using the coordinates of space and t ime as parameters. The physicist considers 

[ I ]  i t  accidental that a sequence realized itself there and then and not in another 
space and not at another time. 

[54] 

Continuity of functions in physics 
After observing sequences and combining them by induction, the mathematical 

1 )  In particular one often applies to observed finite sequences the extension to sequences of 
w terms, which is hypothetical since i t  exists only mathematically; on  the introduction of such a 
sequence depends, for example, the infinite length of the time-coordinate. 

2) or written symbol. 
3) The most important application of combining by induction is found in the causal relations 

between numbers, i.e. between results of counting or measuring. 



action on the world proceeds further. To be able to apply a large n umber of 
processes which are dependent on the measurable continuum, the d iscrete ob
servations are i n  the first place completed to contin uous functions 1 ); it is not only 
the t ime-coordinate which is rendered cont inuous (for which ample justification 
is given by the i ntuition), but also every functional relation between measured 
quantities which have nothing to do with the time-coordinate. That again is an 
arbitrary act which is only justified because it apparently 'works'. Rendering the 
observed functions continuous is done by means of the well-known method of 
interpolation. This is again an arbitrary act which is not refuted by practice. By 
i nterpolation one obtains analytic functions, which one is i nclined to use ex
clusively in the study of nature anyhow. Why? 

Differentiability of physical functions 
Mainly because of an arbitrary act of i nterpreting nature anthropomorphically :  
one notices from the observed resistance after one's own i ntervention that one 86 

can change all conditions gradually. Consequently one postulates nearly equal 
behaviour i n  closely adjacent argument values for functions in nature which can 
be measured in practice. 2 ) If a function belongs to this category its difference 
quotients of various orders will also belong to it (for they ai;e determined from the [ la] 
same measurements as the function itself); hence also the derivatives of various 
orders, and their difference quotients, if these derivatives exist. We shall show the 
latter to be the case. Let Xa be one of the independent variables and i;LJ (xa) the maxi- [2] 
mum of the oscil lations between x" and Xa + LI  of the difference quotients correspon-
ding to the different increments of the independent variable x" , where the i ncre-
ments successively take all the values between 0 and an arbitrary small but fixed 
value a. Then it follows from the above postulate that BA approaches 0 with LI .  
Furthermore we have, i f  p/n i s  a proper fraction, 

From this and the definition of i;A(xa) given above it fol lows tli.at 

in absol ute value. 

1 )  see however footnote I on page 90 [ note 3, p .  57] .  
2 )  which does not alter the  fact that often discontinuities are introduced in the  mathematical 

image as an approximation to simpl ify calculations, where in  nature no more than a rapid transi
tion is postulated. 

87 
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Hence the oscillation a .-i(x") of the difference quotients for increments of x" 
equal to a proper fraction of A ,  is smaller than 2e.-i{x"). 

Assuming in a given point an infinite series of indefinitely decreasing i ncrements 
b, in rational proportions to A, the oscil lations ao(xa) will decrease indefinitely 
in length, whi lst each consecutive oscil lation is contained within the previous one; 
the osci llati0ns therefore converge to a single point. This result can immediately 
be extended to irrational {J (because of the continuity of the functions) . The 
difference quotient for an increment {J falls within the oscillation a0(xa); thus the 
former, as wel l as the latter, converges to the same point. Thus there exists a 
limiting value for the difference quotient, viz. the derivative. Analogously, starting 

88 from the same postulate, the existence of all higher derivatives can be proved. 1 ) 
(Here the basic idea was that the primitive arbitrary scales, e.g. measurement of 
time by means of a pendulum, measurement of length by means of a measuring 
rule, possess a kind of absolute truth, that is a kind of absolute equality for 
adjacent equal parts of the scale : these scales have in any case been constructed 
in a fairly intuitive manner. ) 2)  
Principles of mechanics 
Further 3) it was not assumed arbitrarily, but observed in practice a posteriori, 
that a large group of observed phenomena can be expressed by means of dif
ferential equations of the second order ( 'principle of inertia' ). On the basis of this 
observation force could be introduced as a fertile auxiliary concept (the name 

89 'force' being chosen in analogy with the influences exerted by our own bodies, 
which, roughly speaking, only exert an influence on the second differential 
quotients) . 

[56] 

It was also observed that appropriate coefficients for bodies, called mass, could 
be introduced in such a way that very often systems could be considered as what 
is called almost isolated. This happens when one observes that the motion of the 
centre of gravity is approximately rect ilinear and there can be shown to be an 
almost invariable axis of maximal momentum of the relative motion, through 
the centre of gravity. 

1 ) whereby however the certainty that the function is analytic has not yet been obtained; 
sec the remarks by PRINGSHEIM, Math. Annalen 44 ( 1 904), p. 4 1 -56. 

2 )  Where i t  was necessary to i ntroduce different behaviour for functions in  ranges of different 
order of magnitude (e.g. for molecular theories) i t  was endeavoured to retain the d i fferentiability 
for both ranges of magnitude, even when i t  is assumed, in order to simplify calculations, that one 
measure is infinitely small compared with the other. I n  this case however one is  often confronted 
by difficulties in the range of the larger measure. Thus, for some t ime i t  seemed difficult to retain 
the i ndefinitely contin ued differentiabi l ity of the potential function determined by means of 
D1RICH LET0s principle (see HILBERT, Ueber das Dirichletsche Prinzip, Jahresber. Deutsch. M ath. 
Yer.  8 ( 1 899 ), p. 1 84- 1 88 [ Ges. Abhandlungen I l l , p.  1 0- 1 4] and Math. Annalen 59 ( 1 904), p. 
1 6 1 - 1 86 [ Ges. Abhandlungen I l l ,  p. 1 5-3 7], \\here nevertheless the i ndefinitely continued dif
ferentiabil ity is proved). 

3)  For this and the fol lowing four paragraphs sec PoINCARE, La science et l' hypothese, Chap. I O. 



As a consequence the principle of equivalence of action and reaction was 
i ntroduced i n  mathematical mechanics and systems were called isolated only 
when the motion of the centre of gravity was strictly rectil inear and uniform. And 
it t urns out that a dynamics of rigid bodies, as well as a theoretical astronomy, 
can be practically controlled by mathematics built up on the notions of force and 
mass. 

Mechanical interpretations of nature 
The essential issue has been condensed into LAGRANGE's equations of motion ; 
and i t  has turned out that nearly all sections of physics i n  which one is concerned 
with reversible changes can be represented by analogous equations. 1 ) 

POINCARE 2 ) has proved that for all these phenomena an interpretation in  
terms of  a rigid mechanism is possible. That so  often such interpretations have 90 

been sought even in those fields in which another interpretation based on the 
existence of continuous and elastic matter seems more plausible (e.g. in the modern 
theory of gases and in WILLIAM THOMSON's explanation of elasticity by means of 
the principle of the gyrostatic spring), is probably the result of the fact that man is 
more familiar with the setting up of rigid constructions and mechanisms, and 
that he can control rigid bodies in their behaviour more easily; and that therefore 
the idea that nature only builds rigid mechanisms removes its mystery in so far 
as nature were to build things which man could not imitate building from matter; 
and also of the fact that in this way the considerable reliance on the invariability 
of the laws governing rigid bodies strengthens thP- i l lusion that 'nature can be 
controlled'. 3) 

Since the i nterpretations of LAGRANGE's equations i n  terms of rigid mechanics 9 1  

generally become very complicated and reduction to other, e .g .  electrodynamical, 
phenomena could be made just as wel l as to the rigid group, it would perhaps be 
better to admit all groups of phenomena which can be represented by 
LAGRANGE's equations as having equal rights, and forgo constructing them by 

1 )  while all other sections can be controlled by appealing to the principles of thermodynamics. 

2 )  I.e. Chap. 1 2. 
3) Or is the cause rather that a rigid body is the familiar example of an object determined by a 

finite number of coordinates, so that in this way, in the totality of the possibilities of a physical 

phenomenon, only a finite n umber of variables will enter and never an arbit�ary function? The 

further consequence of this tendency would be that the remaining coordinates could only show 

discontinuous variations and could therefore be determined by means of integers, so that nature 

would only possess the order of freedom of a permutation group; everything possible in nature 

could be imitated by the j uxtaposition in time and space of a finite number of elements in different 

admissible combinations (Compare here the remarks on p. 85 [ p. 54, 5 5 ] ) .  That would bring nature 

sti l l  closer to the material structures of man, and to the l imited freedom experienced in their 

creation. 

Of course even with this conception the usual continuous functions for the description of nature 

would remain in use; they would appear as approximations of large numbers with small dis

continuous variations. 
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means of elementary phenomena in the m icroscopic realm, as long as such a 
construction does not suggest us ways to the d iscovery of new phenomena. 

Value of the 'explanation' of phenomena 
For the value of explanations does not l ie i n  substituting for a wonderful phe
nomenon a less wonderful one, nor in the greater perspicuity with which they 
allow the observed sequences to be catalogued 1 ), but in the splitting up of 

92 observations into essential and accidental components; also in the direction i n
d icated by the splitting up, i n  which the actually observed can be extended to a 
larger field of possibilities, whereby new phenomena subject to regularity can be 
predicted. 2 )  

In  other words, an  effective 'explanation' opens a field of  induction ; when that 
field is grazed, then the explanation loses its topical significance; of what remained 
essential a new part wi l l  be separated and considered as accidental 3 ) so as to 
create a new field of induction. 

Both the occasion and the indication for the choice of this separation are often 
provided by the discovery that two groups of phenomena which were previously 
not known to be connected and each of which was governed by its own regularity, 
can come under each other's influence, i .e. that they can disturb each other's 
isolation when brought into proximity. Then science tries to choose the essential 

93 part in the mathematical image of each in such a way that they appear as two 
accidental modifications of one and the same continuous region of possibilities, 
and that the common essential element is rendered as large as possible. In this 
way effective fields of induction, in which many phenomena which were previously 
unknown could be forecast with accuracy, have often been opened up. 

[58] 

Let us remark further that it can never be said afterwards that an explanation, 
which served its purpose in extending the region of known sequences by mean of 
induction, was shown to be incorrect. For, in that case, a clash with experience 
proves no more than that on the strength of the explanation a field of induction 
was opened which was too large. In such a case the explanation can always be 
saved by re-extending the essential parts in the mathematical image of the phenom
ena on which it was based, at the expense of the part which had been assumed 
as essential . 

Such an explanation keeps a historical sign ificance as the origin of a certain 
field of induction ; but a more advanced significance is reserved for no explanation 

1) As such different explanations are often equally suitable; consider e.g. the different hypo

theses concerning the interaction of elements of currents, which showed themselves able to replace 

the hypothesis given by AMPERE; nor is it  excluded that next to the molecular theories other 

equivalent theories will be developed. 

2) in other words in the indication of quantities in the mathematical picture of the phenomena, 

which can be considered to be accidental values of a variable parameter. 
3) He who believes in the reality of hypotheses will speak of 'going deeper into the nature of 

the phenomena'. 



whatever. For, any new explanat ion which, in replacing an old one, covers a 
larger field of induction, wi l l  i n  its turn have to d isappear when the l imits of that 
field are reached ; because man wi l l  always wish, and be able, to extend the totality 
of inductively summarized phenomena, in the realm of which he can forecast 
results and consequently i ntervene successfully. 

Problems of space and time 94 

We shall now touch upon the classical problems of space and time by enquiring 
generally i n  how far objectivity and apriority can be ascribed to mathematical 
systems. These questions, which stil l played an important part for RIEMANN and 
HELMHOLTZ, have since only interested philosophers and have been left aside by 
mathematicians i n  their researches on the foundations of their science. Only 
quite recently a book has been published which raises the above mentioned 
philosophical problems again in  the light of the most recent results of mathematics. 
This work by B. A. W. RusSELL, 'An essay on the Foundations of Geometry' 
[Cambridge 1 897] , has drawn general attention . It led to prolonged d iscussions 
in the Revue de Metaphysique et de Morale [ 1 898, 1 899] between PoINCARE, 
CouTURAT, LECHALAS and the author himself, i n  which it came to light that some 
of the propositions in the book were untenable, but at the end of which a large 
part of the results was conceded to possess permanent val ue. CouTURAT even 
speaks of a KrfJ1w clc; ad and of no less than a perfectioning of KANT's Trans-
cendental Aesthetic. 

We shall start by taking up our own stand with respect to the subject, after 
which we shall d iscuss the work of RUSSELL in greater detail by first drawing 
attention to a few mathematical errors in it, and then investigating in how far 95 

the purport of the book can be vindicated. 

Objectivity [3] 

First, then, about objectivity : the mass of bod ies i s  called object ive, and there one 
thinks of its indestruct ibil ity ; we have seen above however that mass i s  nothing 
but a coefficient whose introduction simpl ifies the mathematical image of nature, 
and which remains invariant for mathematical transformations representing 
natural phenomena. If  now natural phenomena would be d iscovered whose 
representat ion would be simplest by assuming variable mass, then mass could 
only go on being called objective on the ground of i ts i nvariance for a very im-
portant group of phenomena i n  the image of nature . I t  must however be remembered 
that this image of nature would have been arbitrarily chosen, for its simplicity 
and suitabi l ity to be sure, but nevertheless arbitrari ly; that on the one hand the 
image might have been constructed, though forcing the i ssue, in such a way that 
the mass remains invariant for all the known phenomena, but on the other hand 
also in such a way that it remains invariant for only very few phenomena or that 
it even docs not appear at al l .  
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One can consequently only speak of objectivity (for quantities or laws) with 
96 respect to a given mathematical image of nature and relative to a given group of 

phenomena. Or if one wants to speak of objectivity per se, i t can mean nothing 
but: 

either i nvariance for a certain given interpretation of all phenomena which are 
so far known ; in which case it would be a property which we could i ntroduce 
arbitrarily, albeit at the price of having to construct forced systems; 

or invariance for the simplest or the most common interpretation of all 
phenomena so far known ; in which case it would be a property which could 
disappear at any moment; 

or i nvariance for the simplest or most common interpretation of a very im
portant group of phenomena; 

the last definition is the greatest mainstay, and though there remains a factor 
of subjective appreciation in it, one will not hesitate to call for example mass, 
energy and the Newtonian attraction objective in this sense, while objectivity i s  
denied for example to temperature, magnetization and magnetic attraction. 

Let us adhere to the last definition, and ask for example in how far physical time 
and space are objective. The answer must be that they possess this graduated 
property very completely, perhaps more completely than any other physical entity. 

For in the first instance the fictive one-dimensional coordinate, on which the 
97 · one-parameter group, being the scientific measure of time, is constructed, penetrates 

into nearly all mathematical images of nature always with the same group, which 
assumes the character of an unalterable invariant. 

98 
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This is val id to an even greater extent for the three-dimensional Cartesian space 
with the six-parameter group constructed on it (the Euclidean group), which is 
the physical space; because all known physical phenomena can be referred to it 
and without it the mathematical p1 ojection of those phenomena would become 
extraordinarily difficult. (It is perhaps not too risky to connect this with the fact 
that the fictive Euclidean space is derived from the group of motions ot physical 
rigid bodies, and that we have to rely on those bodies for all our measurements. 
Since it is possible to measure magnitudes only in so far as they are related to 
the rigid bodies, it is not surprising that the mathematical image of the group of 
motions of the rigid bod ies continues to play such an integral part in the 
mathematical image of the relations between magnitudes . )  

A priority 
Next the apriority; this can mean one of two things : 

I 0• Existence independent of experience. 
2°. Necessary condition for the possibil ity of science. 
If the first alternative is meant, then it follows from its intuitive construction 

that al l mathemat ics is a priori, e.g. the non-Euclidean geometry as much as the 
Euclidean , the metrical as much as the projective. 



Now let the second alternative be meant. Where scientific experience finds its 
origin in the application of intuitive mathematics to reality and, apart from 
experimental science, no other science exists barring only the properties of in
tuitive mathematics 1 ), we can call a priori only that one thing which is common 
to all mathematics and is on the other hand sufficient to build up all mathematics, 
namely the intuition of the many-oneness, the basic intuition of mathematics. 

And since in this intuition we become conscious of time as change per se, we 99 

can state : 
The only a priori element in science is time. 2 ) 
Coming to RussELL's book,  we first point out the fol lowing inaccuracies : 
[We refer to the first edition, 'An essay on the Foundations of Geometry', [ 4] 

Cambridge 1 897.] 
1. Space as a Zahlenmannigfaltigkeit does not presuppose free mobility. 
RUSSELL tries to prove that the axiom of RIEMANN and HELMHOLTZ, namely that 
space is a 'Zahlenmannigfaltigkeit', presupposes the axiom of free mobility. 

From his none too brief reasonings on this point we cite those parts which are 
most clearly formulated : 

(§ 62) ' . . . for al l the necessary adjectives of space are presupposed in  any 
judgment of spacial quantity, and cannot, therefore, be consequences of such a 
judgment.' . . .  'In formulating the axioms of metrical geometry, our question should l OO 

be : What axioms, i.e. what adjectives of space, must be presupposed, in order that 
quantitive comparison of the parts of space may be possible at all?' . . .  

(§ 64) 'But if 'measurement consists i n  a superposition o f  the magnitudes 
compared', does it not follow immediately that measurement is logical ly possible 
only where such superposition leaves the magnitudes unchanged? And therefore 
that measurement, as above defined, involves, as an a priori condition, that 
magnitudes are unchanged by motion?' . . .  

(§ 1 44) 'We require, then, at the very outset, some criterion of spatial equality; 
without such a criterion metrical Geometry would become wholly impossible. It 
might appear, at first sight, as though this need not be an axiom, but might be a 

1 )  Strictly speaking the construction of intuitive mathematics in itself is an action and not a 

science; it only becomes a science, i .e. a totality of causal sequences, repeatable in time, in a 

mathematics of the second order, which consists of the mathematical consideration of 111athematics 

or of 1he /a1;g11age of 111a1he111a1ics; only there one meets with causal connections i n  the way in  

which mathematical systems on the  one  hand, mathematical symbols, words or ideas on the  other 

hand, succeed one another. But there, as in the case of theoretical logic, we are concerned with an 

applicalion of 111a1he111alics, that is with an experi111e111al science. Cf. i n  this connection the de

velopments of the third chapter. 

2)  Of course we mean here illl11i1iu• time which must be distinguished from scien1ific time. By 

means of experience and very much a posteriori it appears that scientific time can suitably be 

introduced for the cataloguing of phenomena, as a one-dimensional coordinate having a one

parameter group. 

[6 1 ] 



[5] mere definition. In part this is true, but not wholly. ' . . .  'It follows that the applica
tion of the conception of magnitude to figures in  space involves the fol lowing 
axiom : Spatial magnitudes can be moved from place to place without distortion. ' . . .  
'that metrical Geometry, i f  i t  refused this axiom, would be unable, without a 
logical absurdity, to establ ish the notion of spatial magnitude at all' . . . 

(§ 1 53) 'We spoke above of the Geometry on an egg, where Free Mobil ity does 
1 0 1  not hold. What, I may be asked, is there about a thoroughly non-congruent 

Geometry, more impossible than this Geometry on the egg? The answer is obvious. 
The Geometry of non-congruent surfaces i s  only possible by the use of infinite
simals, and in the infinitesimal all surfaces become plane . . . .  If we had not our 
Euclidean measure, which could be moved without distortion, we should have no 
method of comparing small arcs in different places.' . . .  [italics of Brouwer] 

This last sentence is wide open to disproof. For we can construct a Cartesian 
space in which arbitrary systems of surfaces are taken as coordinate-planes, while 
in each coordinate an arbitrary one-parameter group is fixed as basis for the 
determination of measurement; then we can define an arbitrary function of the 
infinitesimal increments of coord inates as an element of arc, and as distance 
between two points, their geodesic distance. To be able to compare quantities i n  
different parts of  space, we need consequently not  assume the possibility of  
d isplacement for three-d imensional bodies, but only for one-dimensional threads. 
And here we do not even necessarily obtain in the infinitesimally small a geometry 
with free mobility, witness for example the M inkowski geometry (see Chapter I, 
p. 59 [p. 43] ). 

1 02 2. A space constant l'ariable in time is easily conceivable. 

[62] 

I n  § I 00 the author states that it is inconceivable that the space constant could 
vary with the time. 

'This would involve a causal connection between space and other things, 
which seems hardly conceivable, and which, if regarded as possible, must surely 
destroy Geometry, since Geometry depends throughout on the irrelevance of 
Causation. Moreover in all operat ions of measurement, some time is spent; 
un less we knew that space is unchanging throughout the operation, it is hard to 
see how our results could be trustworthy, and how, consequently, a change in the 
parameter could be d iscovered.' [The words 'unless . . .  operat ion' are left out in 
the French translation.] 

If this means that a space with a variable constant is inconceivable, we can 
reply: Imagine an expanding sphere. All rigid bodies on it arc deformed in a 
definite manner; with respect to each other these bodies will also be deformed, 
but at every moment the deformation is invariant with respect to displacements. 
Consequently the rigid group remains a rigid group but the space constant for 
the displacement group is changed. If it means that the empirical space-constant 
can never vary, then it is in fact true that we can never discover a variance, 
because all we do is to catalogue our empirical phenomena in a Euclidean space 



created by ourselves. We can maintain the Euclidean space i ndependent of the 
phenomena; but we can catalogue just as wel l in a space which has a different 1 03 

curvature at different moments. 
The observations with our astronomical instruments are catalogued most 

simply if  we assume a continuation of the usual terrestrian Eucl idean space i n  
celestial space and in  i t  a recti l inear prolongation of  l ight rays, which strike our 
telescopes. It is, however, not impossible that observations of stars with very small 
parallax could be catalogued more s imply as fol lows : instead of assuming for the 
bundle of d irections of l ight rays centred at the observation-point the relation 
at very great distances between the measure along the rays and that between the 
rays in the form 

we assume it in the form 

or  

dsperpendicular to r = r dcp, 

1 . 
d - sm iY. r · <p 

iY. 

1 
- sh iY. r · dcp 
iY. 

(where iY. is so smal l, that only for very great distances a perceptible difference with 
the formula = rdcp would occur). We could even assume other relat ions which 
would not give the same constant in every point of space. 

Nor can we give an a priori reason why this space constant, and therefore this 
principal group of motions could not vary, for example under mutual influences 
of different systems of celestial bodies. One could even state: 

At the moment when the suitability of the constant r:1. were to be discovered, 1 04 

the space would suddenly turn from Eucl idean into non-Eucl idean ; in the same 
way as POINCARE put it that the earth only rotated from the time that COPERNICUS 
stated it . 
3. There are no circular reasonings in the construction of geometry. 
In § 1 08 it is stated : 'All geometrical reasoning is, in the last resort, circular: if 
we start by assuming points, they can only be defined by the l ines or planes which 
relate them : and if we start by assum ing l ines or planes, they can only be defined 
by the points through which they pass.' The construction of the Eucl idean geometry 
already proves the inaccuracy of this statement. 
4. For experience a higher-dimensional continuum is not a necessary condition. 
In § 1 86- 1 92 the fol lowing proposit ion is discussed : 'The existence of diverse 
but interrelated things would be unknowable, if there were not, in sense-percep
tion, some form of extcrnal ity . '  The essential point of reasoning amounts to 
pointing out that what we have called the basic intuition of mathemat ics, is in
d ispensable for every intel lectual function . fn § 1 9 1  in particular the author tries 
to prove that time alone is not sufficient, on the argument that in that case no 
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objects could be perceived. We answer : The simplest causal sequences which man 
105 can perceive have in reality for their mathematical substratum only time as a one

dimensional intuitive continuum; it does not matter that in them no other objects, 
that is invariants, than time itself, appear. Objects only appear in portions of 
experience with a more complex mathematical substratum, in the same way as 
invariant� enter only in mathematical systems of greater complexity. 

In connexion with the above mentioned proposition, it is maintained in § 135  
that the form of externality, which should, next to time, be admitted as  a neces
sary condition for experience and which wil l have to appear as empirical space, 
must of necessity have more than one dimension. 'For in a one-dimensional form, 
the various contents may be arranged in a series, and cannot, without inter
penetration, change the order of contents i n  the series. But interpenetration is 
impossible, . . .  A form of one dimension, therefore, could not, by itself, allow that 
change of the relat ions of externality by which alone a varied world of interrelated 
things can be brought into consciousness. '  To which we answer again that such 
a world of objects (things) is not a necessary condition for experience ; that 
empirical space is an arbitrary creation to enable us, all the same, with the aid 
of mathematical induction to bring different causal sequences (of results of 
measurements) together under one point of view; and that the creation of such an 
idealizing summary of real experiences as parts of a fictive totality of possible 

1 06 experiences, does not entail the result that invariants which merit the name of 
objects will enter into real experience. 

The only remark which can be made in this connection in the direction of 
RussELL's l ine of thought is that, as soon as mathematical induction enters in the 
mathematical image of experience as a means of taking together different sequences, 
the basic intu ition of mathematics will enter there twice independently and 
in different ways ; that will lead to a higher-d imensional continuum if we under
stand it as continuous in both cases; but the mathematical existence of a higher
dimensional continuum is independent of experience, and its applicability to 
experience is a posterior i .  
A higher-dimensional form of externality per se is a fortiori not necessary for 
experience. 
If the introduction of a higher-d imensional continuum is therefore not necessary 
a priori, it is even less so for a higher-dimensional continuum with such relations 
between the elements that it can be considered as a form of externality per se, as 
in  the case of the one-d imensional intu itive continuum. 

And only on the basis of these incorrect opinions RUSSELL (§ 1 29- 1 39) develops 
the following propert ies of empirical space as being necessary for experience, 

1 07 deducing them 1 ) from the conception of the form of external it)' per se, realized 
in a higher-dimensional continuum : 
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1 )  These deductions are themselves also incorrect ; see PoINCARE, Des fondements de la 

geometric § 4, Revue de Metaphysique et de Morale, 1 899, p. 2 5 1 -279. 



I. 'Space is continuous and infinitely divisible; the result of i nfinite division, 
the zero of extension, is called a point. All points are qualitatively similar and 
can only be distinguished by the fact that they are mutually external to one 
another. ' 

II. 'Any two points determine a unique figure, called a straight l ine. Two 
straight l ines, l ike two points, are qualitatively similar and can only be distinguished 
by the fact that they are m utually external to one another.' 

III. 'Any three points which are not collinear determine a unique figure, the 
plane, and four points not lying in one plane determine a figure of three dimen
sions. This progression can as far as one can judge a priori be prolonged up to 
five or n points without excluding in any way the possibility of a projective 
Geometry. But projective Geometry demands, through its axioms, that this 
progression stops at a positive integral number of points, after which every new 
point m ust be contained in the figure determined by those which are already given. 
If this progression stops at (n+ I ) points, it is said that the space has n dimensions.' 
5. Projective geometry is not necessary for experience. 
Further it is a mathematical blunder to describe the above mentioned axioms as 
a complete characterization of projective geometry. 1 ) For the core of the projec- 1 08 

tive axioms, namely the properties that the Pspace determined by (p + 1 )  points 
contains every straight l ine having 2 points in common with it, and that a straight 
line and an n- 1 space must intersect, are missing, and cannot be deduced from 
RussELL's axioms. In fact, i n  a Cartesian space we can construct an arbitrary 
number of systems of curves, surfaces etc., which satisfy the projective axioms. 
Thereupon we can define the relation between 2 points as the straight line of any 
one system, and the relation between 3 points as a plane from another system ; 
i n  this way the axioms of RussELL are satisfied, but not the projective axioms. 

The creation of the projective system is not only u nnecessary, but also anything 
but primitive or simply determined, as appears clearly from the developments 
of HAMEL which I summarized in Chapter I, p. 57 [p. 4 1 ]  seq. ,  and which show 
how the l inear systems can be determined in many different ways. These ways 
can again be m ultiplied indefinitely by arbitrary uniform point transformations; 
for in this way the i ntrinsic properties of the straight l ines are retained in the 
geodesic curves i nto which the l ines are transformed, so that they wil l always 
allow a transformation group, isomorphic with the projective group. 
6. Free mobility is not necessary for experience. 1 09 

The author also tries to deduce the axiom of free mobil ity from the concept of 
form of externality per se (in particular § 1 43- 1 57) .  

(§ 62) 'The conditions of measurement themselves, though not results of any 
conception of magnitude, wil l be a priori, if it can be shown that, without them, 
experience of externality would be impossible.' 

1) See Po1NCARE, I.e. § 3 .  
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(§ 145) 'Space must, since it is a form of external ity, allow only of relative, 
not of absolute, position, and must be completely homogeneous throughout.' 

We shall not discuss the reasonings relative to this question, which form 
perhaps the weakest part of the work ; it is, of course, clear that what was proved 
to be incorrect for the projective group, can a fortiori not hold for the more 
special groups of the Euclidean and of the non-Euclidean motions. 

We only remark that CouTURAT (criticism of RUSSELL, Revue de Metaphysique 
et de Morale 6 ( 1 898), p. 372 seq. )  infers a perfectly correct consequence from the 
above mentioned thesis. RUSSELL states in § 1 45 :  'Space must, since it is a form 
of externality, allow only of relative, not of absolute, position, and must be 
completely homogeneous throughout.' In other words (§ 144 ) :  'Shapes do not 
in any way depend upon absolute position in space.' 

1 1 0 CouTURAT then points out that where a reason can be found to deny any in-
fluence of absolute orientation, as much reason can be given to deny the in
fluence of absolute magnitude, since at most relative quantities, and in no case 
absolute quantities, can occur in the concept of the form of externality per se. And 
from this he deduces that not only the axiom of free mobil ity, but also the Euclidean 
axiom of parallel l ines and consequently the whole Euclidean geometry must be 
considered to be a priori. 

CouTURAT is correct in his criticism of RussELL, but we repeat : The form of 
externality is only a priori in one dimension, and there neither absolute, nor even 
relative, quantities occur i n  it. Relative quantities only appear after a one-param
eter continuous and uniform group has been constructed as an arbitrary mathe
matical construction on the one-dimensional continuum (in such a construction the 
element, i .e. the basic intuition of the form of externality, is unalterable and a 
priori, but what remains arbitrary is the way of linking together the repeated 
applications of the basic intuition to that which has been previously constructed 
or parts thereof). 
7. The projective distance does not presuppose 'ordinary' distance. 
[n § 37 the author tries to retain distances on a straight line as primitive con
ceptions. It is said that KLEIN's projective introduction of distances by means of 
the quadrilatical construction arbitrarily defines something other than distance, 

1 1 1  and that this definition is impossible without a previous conception of what 
RUSSELL calls 'distance in the ordinary sense'. 
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As an i l lustration we cite (§ 37) :  'If A, B, C be three different points on a l ine, 
there must be some difference between the relation of A to B and of A to C, for 
otherwise, owing to the qual itative identity of all points, B and C could not be 
distinguished. But such a difference involves a relation, between A and B, which 
is independent of other points on the l ine; for unless we have such a relation, the 
other points cannot be distinguished as different. Before we can distinguish the 
two fixed points, therefore, from which the projective definition starts, we must 
already suppose some relat ion, between any two points on our l ine, i n  which they 



are independent of other points ; and this relation is distance in  the ordinary sense . 
. .  . Distance, i n  the ordinary sense, remains a relation between two points, not 
between four.' 

Here he loses sight of the fact that one can very well conceive a continuum 
without being able to compare 'magnitudes' thereon. This becomes possible only 
after preference i s  given to an arbitrary one-parameter group. (As a matter of fact 
RUSSELL himself touches upon this difference between ' intensive' and 'extensive' 
magnitudes in § 1 78 and emphasizes it later in his 'Principles of Mathematics' 
[p. 1 82]. )  Furthermore it is incorrect to call the l inear distance a relation between 1 1 2 

two points, i t  can only occur in relations between two distances, hence in relations 
between at least three points. This insight is also obtained from the one-parameter 
group with which every scale, and hence every determination of distance, is 
equivalent. 
8. Lie's results 
In § 45 the results of LIE are reproduced incorrectly. It is stated : 'In two dimensions, 
if free mobil ity i s  to hold universally, there are no groups satisfying HELMHOLTz's 
first three axioms, except those which give the ordinary Euclidean and non
Euclidean motions; but if it is only to hold within a certain region, there i s  also 
a possible group in which the curve described by any point in a rotation is not 
closed, but an equiangular spiral. To exclude this possibility, HELMHOLTZ'S axiom 
of monodromy is required.' 

But this is not so. If free mobility is to apply to the whole space, 1 ) then all 
Euclidean and non-Euclidean motions can no longer be taken into consideration, 1 1 3 
but only the non-Euclidean elliptic group (see LIE, 'Ueber die Grundlagen der 
Geometrie', Leipziger Berichte 1 890, p. 289). 

Consequently the postulate of free mobil ity over the whole space cannot serve 
to retain the Euclidean and non-Euclidean motions and to exclude the spiral 
group. One must postulate either that pseudocircles do not contain their centre 
(not even as a l imiting point) or HELMHOLTZ's postulate of monodromy. 

Further it is stated : 
'If, i n  three dimensions, free mobil ity, within the specified region, holds only 

of every point of general position, while the points of a certain l ine, when one point 
is fixed, are only able to move on that l ine, not on the surface ; when this is the 
case, other groups are possible, and can only be excluded by HELMHOLTZ's fourth 
axiom.' 

Lrn's result however amounts to this :  'and cannot be excluded even by HELM
HOLTZ's fourth axiom'. 

1) LIE means the complete p rojective space, for which the Euclidean and hyperbolic groups 

have their fundamental conic as unattainable points, and such an unattainable point does not 

possess the property that if it is fixed together with an arbitrary line-element through it, the whole 

plane will then be fixed. 
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KANT's point of view 
We now come to the main purport of the work, which was intended to rectify 
KANT's point of view on apriority in  the experience and bring it up to date. 

KANT defends the following thesis on space : 
1 1 4 The perception of an external world by means of a three-dimensional Euclidean 

space is an invariable attribute of the human intellect; another perception of an 
external world for the same human beings is a contradictory assumption. 

KANT proves his thesis as follows : 1 ) 
Of empirical space we notice two things : 
1 ° . We obtain no external experiences barring those placed i n  empirical space, 

and cannot imagine those experiences apart from empirical space (I.e. under 
( 1 )  and (2)); 

2°. For empirical space the three-d imensional Euclidean geometry is valid 
(I .e. under (3 )); 

from which it follows that the three-dimensional Euclidean geometry is a neces
sary condition for all external experiences and the only possible receptacle for the 
conception of an external world so that the properties of Euclidean geometry 
must be called synthetic judgments a priori for al l external experience. 

Both premisses serve to demonstrate in a certain sense (which is stronger than 
that meant by us on page 96 [p. 60] ) the objectivity in the first i nstance of em
pirical space per se, without which no external experience is said to be accessible 

1 1  s to thought (this probably only means a three-d imensional Cartesian space), 
and secondly of the group of Euclidean motions constructed thereon. But it can 
immediately be objected that we obtain our experiences apart from all mathematics, 
hence apart from any space conception ; mathematical classifications of groups 
of experiences, hence also the creation of a space conception, are free actions of the 
intellect, and we can arbitrarily refer our experiences to this catalogization, or 
undergo them unmathematically. 

Consequently the add ition to the first premiss, that we cannot imagine our known 
external experiences apart from our space conception, is definitely false. With it 
the conclusion basing the apriority of three-dimensional Euclidean geometry 
mainly on this addition, must also be rejected. 

But even accepting KANT's premisses, we can advance the following argument 
against the concl usion : cannot the human intellect be organized as well in such 
a way that it can place the conception of an external world in other receptacles, 
without this being realized in practice; for instance because l ittle effect can be 
obtained from it and consequently our capacity for it receives very l i ttle practice? 
Empirical rigid bodies are the only ones to which the human measuring instinct 
can apply itself; that explains why the group of motions of these rigid bodies 

1 1 6 gradually became the schema of human understanding on results of measurements. 

1) Kritik der reinen Yernunft, ed. Kchrbach, p.  50-52 [ B 50-52 ] .  
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But though our virtuosity in relating the phenomena of the world of experience 
to this schema is considerable, this does not exclude us from practising not only 
to construct other schemas, but also to relate our experiences to them. The human 
intellect undergoing external experiences can therefore, if that is the case, disengage 
itself very well from three-dimensional Euclidean geometry. 

Russell's point of view 
This last point is also upheld by RUSSELL, but he wants to retain as necessary 
properties of the receptacle the properties of projective geometry and t:1e axiom 
of free mobility, so that only a choice remains between the Euclidean, elliptic 
and hyperbolic geometries of a certain number of dimensions. 

Furthermore he is of the opinion, that, although the human intellect is organized 
for these different geometries, experience teaches us that only the three-dimensional 
Euclidean geometry can be serviceable for this accidentally given reality, for which 
it would be true to a high degree of approximation (see e.g. § 209). 

We have pointed out above how RUSSELL deduces the first of these two 
propositions: 

for projective geometry out of an incorrect claim that the mathematical sub-
stratum of experience possesses more than one dimension, and the incorrect 1 1 7 

extension to space constructed from more dimensions of the conditions which a 
form of externality per se must satisfy ;  

for metrical geometry out of  the arbitrary introduction of  measurability (which 
can only be done by the construction of a group, as indicated here in the first 
chapter, and which is not a necessary condition for experience), and further 
again out of the incorrect generalization to higher-dimensional spaces of postulates 
which are only justified for one dimension. 

As for the second proposition, there does not exist a definite empirical space: 
we can catalogue all phenomena in every space, with any number of dimensions, 
and curved as grotesquely as we wish, hence also without free mobility. Empirical 
science is bound up with mathematics, but experience can never compel us to the 
choice of one definite mathematical system. 

The three-dimensional Euclidean geometry is a six-parameter group, in which 
the motions of empirical rigid bodies in our immediate neighbourhood can be 
represented with a very high degree of approximation. Further a substratum of 
the phenomena of nature, which are studied by man, can often be easily sub
mitted to a law in the group of motions of empirical rigid bodies (the most ap
propriate method for this being in practice the construction, by means of the said 
group, of empirical curves which are called straight lines, and the construction on 1 1 8 

these straight lines of scales, called scales of distances). This substratum can be 
used as a means to control these phenomena for many purposes, and has enabled 
man to construct serviceable measuring implements for technology and physics 
based on empirical rigid bodies. In this way Euclidean geometry, that is the 
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Euclidean mathematical group became the basis for all understanding of man on 
all phenomena of his world of experience. 

Through its constant use Euclidean geometry has become a most generally 
serviceable part of mathematics, but it can very wel l  be imagined that with the 
same organization of human intellect another mathematical construction would 
have become as popular. 

Summary of the relation between mathematics and experience 
Summing up our point of view with regard to both main points of KANT's 

Transcendental Aesthetic: 
a). With respect to what is inseparable from external experience: Not only does, 

as was stated on p. 98 [p. 60] , mathematics exist i ndependently of all experience, 
but all experience is also independent of all mathematics. Human experience i s  
not passively subjected to any single mathematical system ; not even to  the coor
dinate of time, nor even to the time-continuum devoid of measure. 

1 1 9 b ) . With respect to the necessary occurrence in the mathematical receptacle of 
experience : The necessity exists only for the primitive intuition of mathematics, 
because the mathematical receptacle of experience is not subject to any restriction 
barring mathematics itself. Mathematics develops out of its basic intuition in a 
self-multiplication guided by an entirely free choice. The only synthetic j udgments 
a priori generally, are therefore those which are obtained as possibilities of 
mathematical constructions by virtue of the basic intuition of time, or of many
one-ness, in other words which are obtained as possibilities of sets of points on 
the continuum. 1 ) Consequently there can be mentioned as such j udgments: 

l 0 •  the very possibility of mathematical synthesis, of thinking many--one-ness, 
and of the repetition thereof in a new many-one-ness. 

2°. the possibility of intercalation (namely that one can consider as a new 
element not only the totality of two already compounded, but also that which 

1 20 binds them: that which is not the totality and not an element). 
3°. the possibility of infinite continuation (axiom of complete induction). 
Experience a posteriori can teach us nothing about the necessity of the occur

rence of definite mathematical systems in experimental science. 
1 2 1  The fol lowing summary gives a ready comparison between the points o f  view 
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of KANT and RUSSELL and that developed here: 

1) One must however not try to base mathematics or experience on these judgments: the latter 

are the result of the mathematical contemplation of the basic intuition and hence presuppose the 

basic intuition in the contemplation as well as in that which is contemplated; they belong to what 

we shall call in  the next chapter mathematics of the second order. 
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III. MATHEMATICS AND LOGIC 

1 25 Mathematics is independent of logic. 
We want to show that mathematics is i ndependent of the so-called logical laws 
(laws of reasoning or of human thought). This seems paradoxical, for usually 
mathematics is expressed, orally or in writing, in the form of argumentation, de
duction of properties, by means of a chain of syllogisms. But the conceptions 
which are evoked by the words used in such an explanation, consist in the fol
lowing: Where mathematical objects are given by their relations to the basic or 
complex parts of a mathematical structure 1 ), we transform these given relations 
by a sequence of tautologies 2 ) and thus gradually proceed to the relations of 
the object to other components of the structure. 

The proofs which we gave in Chapter I for the very first theorems of mathe-
1 26 matics, taught us to read these theorems as tautologies. The fact that i n  more 

compli cated cases a theorem is not immediately clear, but is only understood after 
a chain of tautologies, proves merely that we build our structures too complicated 
to be comprehended in one view. 

In one particular case the chain of syllogisms is of a somewhat different kind, 
which seems to come nearer to the usual logical figures and which actually seems 
to presuppose the hypothetical judgment from logic. This occurs when a structure 
is defined by some relation in another structure, while it is not immediately clear 
how to effect its construction. Here it seems that the construction is supposed to 
be effected, and that starting from this hypothesis a chain of hypothetical j udgments 
is deduced. 3 ) But this is no more than apparent; what actually happens is the 
following: one starts by setting up a structure which fulfills part of the required 
relations, thereupon one tries to deduce from these relations, by means of tauto
logies, other relations, in such a way that these new relations, combined with those 
that have not yet been used, yield a system of conditions, suitable as a starting-

1 27 point for the construction of the required structure. Only by this construction 
will it be proved that the original conditions can be fulfilled. 
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'But', ihe logician wil l retort, 'it might have happened that i n  the course of 
these reasonings a contradiction turned up between the newly deduced relations 

1) this means that the object in question is built in  connection with the components to which 

i t  is said to be related. 

2) i .e. by fixing one's attention on different substructures of the mathematical system. 
3) Consider for instance the unicity proofs by HILBERT and LIE for transformation groups 

with given properties, or even the usual elementary construction problems in geometry, like the 

construction of a common harmonic pair to two given pairs of points, or the problems of 

APOLLONIUS. 



and those that had been kept i n  store. This contradiction, to be sure, wil l be ob
served as a logical figure, and this observation wil l be based upon the pri ncipium 
contradictionis.' To  this we  can reply: 'The words of  your mathematical demonstra
tion merely accompany a mathematical construction that is effected without 
words. At the point where you enounce the contradiction, I simply perceive that 
the construction no longer goes, that the required structure cannot be imbedded 
i n  the given basic structure. And when I make this observation, I do not thin k  of 
a principium contradictionis. 

Logic depends upon mathematics. 
While thus mathematics is i ndependent of logic, logic does depend upon 
mathematics: in the first place intuitive logical reasoning i s  that special kind of 
mathematical reasoning which remains if, considering mathematical structures, 
one restricts oneself to relations of whole and part; the mathematical structures 
themselves are i n  no respect especially elementary, so they do not j ustify any 
priority of logical reasoning over ordinary mathematical reasoning. It could be 
put forward : The successor relation, which is  essential in mathematics proper, 1 28 

does not yet occur i n  the mathematics of logical reasoning. Then the reply must 
be : It is true that this relation no longer occurs explicitly, but here as well as in all 
mathematics it is presupposed; for it accompanies any mathematical construction, 
albeit that when the construction is ready, it is no longer immediately apparent 
for some relations between the elements. 

People try by means of sounds and symbols to originate in other people copies 
of mathematical constructions and reasonings which they have made themselves; 
by the same means they try to aid their own memory. In this way the mathematical 
language comes i nto being, and as its special case the language of logical 
reasoning. 1 ) 

With which mathematical notions a spoken or written symbol wil l be made to 
correspond, this choice will take into account as economically as possible the 
most common mathematical systems and methods of reasoning; therefore it wi l l  
i n  general differ according to the mil ieu. In particular, the answer to the question 1 29 

which domains of mathematics wil l be accompanied by a language not only 
among professional mathematicians, but also in daily l ife, will depend for every 
nation anew upon the question, which domains of mathematics have found most 
applications to the guidance of action or as a means of understanding about 
action. 

Therefore it is easily conceivable that, given the same organization of the 

1 )  Even in domains of mathematics where no relations of whole and part enter, the relations 

which were in the mind are often transformed into relations of whole and part, when they must be 

communicated verbally to other people; hereby the usual language of mathematics in general is 

imbued with that of logical reasoning. However, this fact is due only to the centuries-old tra

dition of logical terms in language, in connection with its limited vocabulary. 
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human i ntellect and consequently the same mathematics, a different language 
would have been formed, into which the language of logical reasoning, well known 
to us, would not fit. Probably there are sti l l  peoples, living isolated from our 
culture, for which this is actually the case. And no more is it excluded that in a 
later stage of development the logical reasonings wil l  lose their present position 
in the languages of the cultured peoples. 

Man, incl ined to take a mathematical view of everything, has also applied this 
bias to mathematical language, and in former centuries exclusively to the language 
of logical reasonings : the science arising from this activity is theoretical logic. 

[ 1 ] It is only i n  the last twenty years (though the earliest traces go back to LEIB-
NITZ) that people have started looking in the same way at mathematical language 
in general: this is the content of logistic, insofar as it i s  studied without overrating 
its value. 1 ) 

1 30 We infer that theoretical logic as well as logistic are empirical sciences and that 
they apply mathematics; consequently they can yield no i nformation whatsoever 
on the organization of the human i ntellect; there would be better reasons to 
reckon them under ethnography than under psychology. 

And the language of logical reasonings is no more an application of theoretical 
logic (for that matter, if this were the case, of which science would the language 
of theoretical logic itself be an application?) than the human body is an application 
of anatomy. 

Let us, by way of i l lustration, consider the classical syllogism: 
All men are mortal. 
Socrates is a man. 

ergo : Socrates is mortal. 
The thoughts accompanied by these words are the following: 
We start by projecting in the world of perception a mathematical system, 

namely a finite set of 'subjects', each of which is connected with some (none or 
one or more) elements of another set whose elements are called 'predicates'. 

1 3 1  I t  turns out that in the human i ntellect a part o f  the world o f  perception can ap
proximately be projected on such a system. 
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Why, in such a system it is a mathematical tautology that, if the elements bearing 
the predicate 'man' are part of those bearing the predicate 'mortal', that then the 
element 'Socrates' from the first set also belongs to the second set. We have here 
one of the very simplest forms of mathematical reasoning, namely passing by a 
tautology from one relation to another. 

However, looking at the words that accompany this primitive form of math
ematics, we notice in them a surprising mechanism with a regularity which is 
not clear a priori. That is to say, it is possible to project on these words a new 

1 )  see p .  1 59 seq. [p .  88 seq .] .  The systems of logistic developed until now consider a mathe

matical language which uses excessively the words of theoretical logic, and which sometimes, 

where excessive use leads to illicit use, gave rise to error. 



simple mathematical system ; speaking about this system we explain the theory 
of the syllogism. But the mathematical systems which function in this theory are 
of a very simple kind, and therefore no logic is required to understand them. 

While in the syllogism a mathematical element could be discerned, the proposi
tion : 

A function is either differentiable or not differentiable 

says nothing ; it expresses the same as the fol lowing: 

If a function is not differentiable, then it is not differentiable. 

But the logician, looking at the words of the former sentence, and discovering 
a regularity in the combination of words in this and in similar sentences, here again 
projects a mathematical system, and he cal ls such a sentence an application of 1 32 

the tertium non datur. [2] 
Further we emphasize that the syllogism and the other logical principles may 

be reckoned to hold for the language of logical reasonings on finite sets, on 
denumerably infinite sets, on domains i n  continua, but in any case exclusively on 
mathematically constructed systems; the conviction that we may rely on that 
applicability, is based on the certainty that mathematically constructed systems 
are under discussion. 

On the basis of l inguistic images which accompany basic mathematical truths 
i n  actual mathematical structures, it is sometimes possible to build up linguistic 
structures, sequences of sentences, proceeding according to the logical laws. If 
it turns out that such a structure can never produce the l inguistic form of a con
tradiction, then all the same it belongs to mathematics only in its quality of a 
l inguistic structure, and it has nothing to do with mathematics outside of it, such 
as ordinary arithmetic or geometry. 

So the idea that by means of such l inguistic structures we can obtain knowledge 
of mathematics apart from that which can be constructed by direct intuition, is 
mistaken. And more so is the idea that we can lay in this way the foundations of 
mathematics, in other words, that we can assure in this way the reliability of the LB 
mathematical theorems. 

We shall now, on the basis of the considerations given above, discuss suc
cessively in more detail :  
1 °. The foundation o f  mathematics o n  axioms. 
2°. CANTOR's theory of transfinite numbers. 
3°. The logistic of PEANo-RussELL. 
4°. The logical foundations of mathematics after HILBERT. 

Ad 1 ° 
EUCLID improved 
He1 e the classical example is the geometry of EucuD. ft has been convincingly 
demonstrated by recent investigations of PASCH, SCHUR, HILBERT, PEANO, PIERI 
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and others, that as a logical l inguistic structure it is imperfect, namely that here 
and there tacitly axioms are introduced, but these mathematicians had l ittle 
trouble to improve it in this respect. However they, especially HILBERT, have oc
cupied themselves by building l inguistic structures for pathological geometries. 
The purpose of these constructions is to show, which properties (i .e. sentences, 
expressing �eometrical properties in Euclidean geometry) can, and which cannot, 
be preserved if some of the axioms are dropped {following the tracks of LOBAT
CHEWSKI, who investigated what remains of EucuD's logical structure if the 

1 34 axiom of parallels is dropped 1 )) . In particular they aimed at minimizing the neces
sary axioms for each of the logical structures obtained i n  this way. Thus HILBERT 
has shown for most of the axioms put forward i n  his Festschrift [Grundlagen der 
Geometrie] that the geometry loses part of its properties if the axiom is left 
out. 2) 

We must remark however that EUCLID cannot be blamed for incompleteness 
of his axioms if he conceived his mathematical structure of Euclidean geometry 
as being already finished (in the form of a Cartesian space with a group of motions), 
and if his reason ings serve no other purpose than to accompany the transition by 

1 35 a chain of tautologies from clearly perceived relations (i .e. substructures) to new 
relations which are not immediately perceived ; in other words, if they accompany 
the exploration of a structure built by himself. In this case his work belongs to 
pure mathematics, and the fact that he does not introduce coordinates in order 
to operate with them, is no more than a flaw in his method. 

[76] 

Of course it is also possible that EUCLID has not seen it this way and that he 
lapsed into the mistake which so many people made, thinking that they could 
reason logically about other subjects than mathematical structures built by them
selves, and overlooking the fact that, wheresoever in logic the word all or every 
is used, this word, in order to make sense, tacitly involves the restriction: insofar 
as belonging to a mathemmical structure which is supposed to be constructed 
beforehand. 3 )  

1 ) Though i t  i s  not difficult t o  deduce from LOBATCHEWSKI's calculations a proof of existence; 

it is not impossible that he himself meant it that way; see for instance Pangeometrie, Kazan 

1 856, § 8 [ Gesammelte geometrische Abhandlungen, Kazan 1 883- 1 8 86, p .  6 1 7-680; see also 

Geometrie imaginaire, J. reine angew. Math. 1 7  ( 1 837)] .  

2)  Still, even i f  he had proved this for each of h is  axioms - he does not  investigate the  'Axiome 

der Yerkni.ipfung' nor the 'Axiome der Anordnung'; he motivates this by the hazy reason that 

they 'bei unserer Darstellung den iibrigen Axiomcn zu Grunde liegen' - even then the proof 

of minimality would not be complete. For any axiom in which the word every occurs, can be 

split up, already in the axiom for erery except one and that for that last one, and in each case i t  

ought to be shown that the second part does not follow from the first; possibly this  can be done, 

but certainly not quite simply, and in this respect HILBERT has left his research unfinished. 

3)  Besides this delusion on the freedom of logic stands as an analogous overrating the idea of 

ARISTOTLE and the scholastics - which still influenced SPINOZA strongly and KANT somewhat 

less, and from which philosophy seems not to have emanci pated before the 1 9th century - namely 

that logic would be able to uncover secrets of nature which are not clear a priori. In reality the 



LOBA TCHEWSKI, BOL Y Al 1 36 
However this may be, posterity has in most cases conceived Eucuo's work as 
such a logical structure. LOBATCHEWSKI (perhaps) and BoLYAI (for certain) also 
built up logical structures without bothering about mathematical systems which 
they might accompany. 

RIEMANN 
RIEMANN was the first to show the right way for research on the foundations of 
geometry by starting from the idea that space is a Zahlenmannigfaltigkeit, thus a 
system built up by ourselves. However, he emphasizes that this is an arbitrary 
hypothesis, and he does not say that in any case we must choose a mathematical 
system at the basis, and that we choose the Zahlenmannigfaltigkeit for reasons 
of efficiency. 

HILBERT c.s. 
So it can be understood that PASCH, HILBERT and others, because they considered 1 37 
his hypothesis as arbitrary, resumed the logical foundation of geometry, trying 
to better Eucuo by constructing, as we have explained above, l inguistic structures1 ) 
developed from axioms solely by means of the formal syllogism and the other 
logical principles. They introduce intuitive mathematics in the sphere of their 
considerations only for proofs of consistency (indicating a system with the 
property that a certain set of axioms, and consequently all the theorems deduced 
from it, can be held to express properties of that system 2 )) and for proofs of 

conclusions reached by this method do not hold for nature itself, but onl y for the mathematical 

system which has been arbitrarily projected on nature (and only part of which covers what has 

been directly perceived, while the rest has been added by induction) .  One should verify for every 

conclusion anew (and every verification ought to be completed by mathematical induction) that 

it is also true for nature (i.e. that i t  is efficient as a guide for human action). Such a verification 

is necessary even if the premisses are completely true, in  the same way as every new consequence 

of a physical hypothesis ought to be expressly checked, no matter how useful the hypothesis has 

proved so far. 

Moreover this verification can lead to different results for different persons, because they 

check the words of the conclusion with different mathematical systems which they mentally 

connect with these words. It is also possible that, lacking such mathematical systems, verification 

is impossible for the time being and that it must wait for further experience, i.e. for the building 

of new mathematical systems. 

1 )  HILBERT even declares explicitly that in connection with words like ' Punkt', 'Gerade', 

'zwischen' etc. he does not think of a mathematical interpretation. 

2)  It is clear that i ndicating a mathematical system such that the axioms might accompany 

properties of that system, suffices to prove that never two contradictory theorems can be deduced 

from the axioms, for contradictory theorems cannot hold for a mathematical structure. For 

that matter, the fact that mathematical systems were put forward to establish the existence of 

logical systems, shows that it was still  felt that the mathematical system itself needed no further 

existence proof besides its intuitive construction. That HILBERT lost this conviction later, appears 
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from his note 'Ober den Zahlbegriff' (Jahresberichte Deutsch. Math. Ver. 8 ( 1 899), p .  1 80-1 84 

[Anhang VI in 'Grundlagen der Geometrie']), where he considers the number systems which he 

had introduced to prove the existence of his geometries, as being defined in  their turn by a purely 

axiomatic method; therefore the consistency of these number systems must again be proved without 

recurring to intuition. But he ought to remember that, giving this proof, he intuitively constructs 

a mathematical system (the system of the theorems deduced from the axioms) following logical 

laws, and that consistency enters in his proof as a mathematical property of that mathematical 

system, which can only be proved by methods based on intuition. But he is not willing to admit 

intuitive mathematics, so he will be forced to look at the latter proof again as a linguistic struc

ture, as a reasoning based on axioms (namely axioms on the 'Verkniipfung' of the elements which 

are the theorems of the system, among which occurs certainly the axiom of complete induction); 

again it will be his duty to prove that these axioms are consistent. But I 0 he is now no further 

forward than at the preceding stage, 2° the consistency of the axioms does not involve the exis

tence of the corresponding mathematical system, 3° even if the mathematical system of reasonings 

exists, this does not entail that it is  alive, i .e. that it accompanies a sequence of thoughts, and even 

if the latter is the case, this sequence of thoughts need not be a mathematical development, so 

it need not be convincing. 

We shall see later on how HILBERT tried to escape from this difficulty and in how far he suc

ceeded. 

Let us recall in this connection DEDEKIND'S famous monograph 'Was sind und was sollen die 

Zahlen?', in which he aims at proving logically the arithmetic of whole numbers, starting from 

the most primitive notions. For this purpose he constructs a logical system (i.e. a mathematical 

system of words), the axioms of which are the linguistic i mages of the connections between the 

basic notions (whole and part, correspondence between elements, mapping of systems, etc.) and 

which further is finitely constructed following the logical laws (thus without using complete 

induction, i .e .  the mathematical intuition of 'and so on'). In order to have mathematical sig

n ificance, this system ought to be completed by a mathematical existence proof. But in order to 

give that, we shall certainly be forced to use the intuition 'and so on', and then we see at once 

that we can obtain all the arithmetical theorems much more easily than by DEDEKIND's contrived 

system; accordingly DEDEKIND does not give the existence proof. He does give in § 66 a proof for:  

'Es gibt  unendliche Systeme', but I 0 a proof is  needed for: 'Es gibt einfach unendliche Systeme', 

what is more, and 2° his proof, which introduces 'meine Gedankenwelt' is false, for 'meine Ge

dankenwelt' cannot be viewed mathematically, so i t  is not certain that with respect to such a thing 

the ordinary axioms of whole and part will remain consistent. Consequently DEDEKIND'S system 

has no mathematical significance; in order to give it logical significance, an independent con

sistency proof would have been needed, but DEDEKIND does not give such a proof. If he had given 

i t ,  he would necessarily have appealed to the intuition of 'and so on', and by recognizing this 

intuition, he would have seen that using i t  he could have constructed arithmetic in  a very simple 

way, and from that moment on his logical system would have appeared to him gratuitous as well 

as cumbersome. He would not have maintained any longer that anybody who calculates, passes 

unconsciously through all the phases of his logical system. (See Vorrede, p. IX: 'Ich erblicke 

gerade in  der Moglichkeit, solche Wahrheiten auf andere, einfachere, zuriickzufiihren, mag die 

Reihe der Schliisse noch so lang und scheinbar kiinstlich sein, einen iiberzeugenden Beweis 

dafiir, dass ihr  Besitz oder der Glaube an sie niemals <lurch innere Anschauung gegeben, sondern 

i mmer nur <lurch eine mehr oder weniger vollstandige Wiederholung der einzelnen Schliisse er

worben ist.') 

On the same grounds as DEDEKIND's work, MANNOURY's paper: 'De zoogenaamde grond

eigenschap der Rekenkunde' (Handelingen Se natuur- en geneeskundig congres, Rotterdam 

1 90 1 ,  p. 1 2 1- 1 47), which elaborates more simply the same idea, must be rejected as a foundation 

of arithmetic. [ See the reply to MANNOURY's criticism of BROUWER's thesis ( 1 908 B)  [p. 1 05 ]  

and remark 8 in ( 1 9 1 7) [ p .  1 47 ] . ]  



independence (i .e. in order to prove that some axiom cannot be logical ly deduced 1 38 

from some other axioms, a mathematical system is indicated such that the latter 1 39 

axioms can, but the former cannot be held to express properties of that system), 1 40 

and in this sense they consider, among other things, non-Archimedean and non-
Pascalian geometries, such as we have constructed at the end of Chapter I. 1 ) 
Thus these rather inharmonic, painfully concocted systems achieve, because they 
represent a more restricted set of axioms, some sort of priority above the simple, 
lucid Euclidean geometry. 2) Such disturbing consequences follow when language, 
which is a means, however imperfect, for the communication of mathematics, but 1 4 1  

which has nothing to  do  with mathematics a s  such, except as an  accompaniment, 
is considered as essential for mathematics, and when the laws governing the suc-
cession of sentences, the logical laws, are seen as directives for acts of mathematical 
construction. 

Of course the modern axiomaticians still keep to their purpose of seeing an 
application of their logical systems, and therefore they have only built up such 
l inguistic systems as are suitable to accompany constructible mathematical 
systems. Now the fol lowing question arises : suppose we have proved by some 
method, without thinking of mathematical interpretations, that the logical system, 
built up out of certain l inguistic axioms, is consistent, i .e. that two contradictory 
theorems can occur at no stage of development of the system; suppose further 
that afterwards we find a mathematical interpretation of the axioms (which of 
cause wil l require the construction of a mathematical system whose elements 
satisfy certain given mathematical relations); does it fol low from the consistency 
of the logical system that such a mathematical system exists? Such a conclusion 
has never been proved by axiomaticians, not even for the case where the given 
conditions involve that it is a mathematical ly constructible system that is required. 
Thus, for instance, it has nowhere been proved that a finite number, subjected to 1 42 

a provably consistent system of conditions, must always exist. 3 ) 
1 ) The geometries i ndicated by HILBERT (Grundlagen der Geometrie § 34) and VAHLEN 

(Abstrakte Geometrie p .  42, 1 1 0) are special cases of the group of geometries which I constructed 

there. 

2)  From our point of view we can see in HILBERT's pathological geometries no more than 

special generalizations of the Euclidean group of motions. These generalizations remain one

sided in this respect, that (in contrast to those of LIE) they are restricted to projective groups 

and that (also differently from L1E's work) they do not lead to the general group satisfying cer

tain conditions; but the latter cannot succeed before, by an arbitrary restriction, a definite basic 

mathematical system is given, in which the group, that must satisfy certain additional intrinsic 

conditions, must be imbedded. 

3) A fortiori it  is not certain that any mathematical problem can either be solved or proved 
to be unsolvable, though HILBERT, in ' Mathematische Probleme', believes that every mathematician 

is  deeply convinced of it. 

But for this question as well it is of course uncertain whether i t  will ever be possible to settle it, 

i .e. either to solve i t  or to prove that i t  is unsolvable (a logical question is nothing else than a 

mathematical problem). 

[4] 
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But the assertion is certain ly not true i f  the given conditions do not involve that 
the system must be constructible. Thus, for i nstance, according to HILBERT the 
properties which CANTOR formulated for the well-ordered set consisting of all 
the numbers of the second n umber class, are consistent, but the set does not exist 
i n  mathematics. 

Ad 2° 

Rejection of the logical foundations of set theory 
In chapter I we have seen that there exist no other sets than finite and denumerably 
infinite sets and continua; this has been shown on the basis of the intuitively clear 
fact that in mathematics we can create only fin ite sequences, further by means of 
the clearly conceived 'and so on' the order type w, but only consisting of equal 
elements 1 ) ; (consequently we can, for i nstance, never imagine arbitrary i nfinite 
dual fractions as finished, nor as individual ized, since the denumerably i nfinite 
sequence of digits cannot be considered as a denumerable sequence of equal 
objects), and finally the intuitive continuum (by means of which we have further 
constructed the ordinary continuum, i .e. the measurable continuum), but no other 
sets. 

CANTOR and his disciples however think that they have knowledge of all sorts 
of further sets; their fundamental principle is (CANTOR, Grundlagen einer all
gemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1 883 [Ges. Abh. p. 207] : 'Der Vorgang 
bei der correcten Bildung von Begriffen ist m.E. iiberall derselbe; man setzt ein 
eigenschaftsloses Ding, das zuerst nichts anderes ist, als ein Name oder ein Zeichen 
A und giebt demselben ordnungsmii.ssig verschiedene, selbst unendlich viele ver
stiindliche Priidicate, deren Bedeutung an bereits vorhandenen Ideeen bekannt ist 
und die einander nicht widersprechen diirfen; dadurch werden die Beziehungen 
von A zu den bereits vorhandenen Begriffen und namentlich zu den verwandten 
bestimmt; ist man hiermit vollstandig zu Ende, so sind alle Bedingungen zur 

1 44 Weckung des Begriffes A, welcher in uns geschlummert, vorhanden und er tritt 
fertig ins Dasein, versehen mit der intrasubjektiven Realitiit, welche iiberall von 
Begriffen nur verlangt werden kann;  seine transiente Bedeutung zu constatiren i st 
alsdann Sache der Metaphysik . '  

[80] 

We see that it comes to about the same as the standpoint of the axiomaticians. 
Above we have shown that this principle is unjustified, and therefore we now 

assert that the several paradoxes of the 'Mengenlehre', for which a sol ution is so 
fervently sought, have no right to exist ; rather it would have been the duty of 
Cantorians, immediately to reject a notion which gives rise to contradictions, 
because it is certainly not built up mathemat ically. 

Let us discuss some points in detail. 

1)  The expression ·and so on· means the indefinite repetition of one and the same object or 

operation, even if  that object or that operation is defined in a rather complex way. 



CANTOR's second number class does not exist. 
We know that the definition of well-ordered sets after CANTOR (see Chapter I ,  
p. 63 [p. 45]) i s  consistent; for there exist well-ordered sets, in the first place the 
ordertype w of the sequence of finite ordertypes: 0, I ,  2, . . . . And further there i s  
no objection to the introduction of w as a new ordinal number and again starting 
to count 

w, w +  I ,  w + 2, . . .  , 2w, 2w + I ,  . . .  , mw+ n, . . . .  [7] 

No more is there any objection to the i ntroduction of w2 after all the numbers 
that can thus be formed ; in this way we open a still larger domain of ordinal 145 

numbers, building a well-ordered sequence whose terms can be expressed by the 
general form 

(p, > Pr+ 1). 

As the next ordinal number we can introduce w"'. In this way we can go on, and 
CANTOR shows (Grundlagen, p. 35) [Ges. Abh. p. 1 97] that every ordertype 
i ntroduced by this method, and consequently the set of the numbers that have 
been introduced at each stage, remains denumerable. But then he continues: 

'Wir definieren daher die zweite Zahlenclasse als den Inbegriff aller mit Hiilfe 
der beiden Erzeugungsprinzipe (he means by those two principles : add one unit 
and : take for an ordertype w the nexc higher element, the limit-element) bildbaren, 
in bestimmter Succession fortscht eitenden Zahlen : 

w, w + l , v0 wµ+ v1 wµ- l + . . .  + vµ_ 1 w + vµ , . . .  , w"', . . .  , IX, • • •  

welche der Bedingung unterworfen sind, · <lass alle der Zahl IX voraufgehenden 
Zahlen, von I an, eine Menge von der Miichtigkeit der ersten Zahlenclasse 
bilden .' 

Take notice of 'den Inbegriff aller' ; here he mentions something which cannot 
be thought of, i .e .  which cannot be mathematically constructed ; for a totality con-
structed by means of 'and so on' can only be thought of, if 'and so on' refers to an 1 46 

ordertype w of equal objects, but this 'and so on' does not refer to an ordertype 
w, nor to equal objects. Here CANTOR loses contact with the firm ground of 
mathematics. According to his fundamental principle, which we cited above, he 
must be indifferent to this, but in any case he ought to take care that the introduc-
tion of 'Inbegriff aller' does not give rise to contradictions. He fails to do this, but 
it can be done by the method by which HILBERT introduces the logical entity 
' Inbegriff aller' and proves its consistency. 1 ) 

Now CANTOR goes on and talks about his second number class as if he had it 
before his eyes as a real object; the way he expresses himself does not suggest at 
all that he has in mind no more than a logical system. In his proof of the theorem 
that the second number class has a higher power than the first one, more exactly 

' ) Verhandlungen internal. Mathematiker-Congress Heidelberg 1 904, p. 1 83, 1 84. [ Grund

lagen der Mathematik, Anhang VII.] 

[8 1 ]  



the next higher power, he considers this equality, respectively i nequality, of power 
as the possibility, respectively impossibil ity, of a one-to-one mapping between 
two existing number classes. 

147 From our point of view these reasonings with the meaning which CANTOR puts 
i nto them, make no sense ; the best we can make of it, changing it a l ittle, is the 
following triviality : If the logical entity T (power of the second number class) is 
introduced, then the axiom T = A (A is the power of w) will lead to a contra
diction in the logical structure; l ikewise the introduction of a logical entity /, 
playing the part of a cardinal number, which would be supposed to satisfy the 
axioms A < I < T. This is the logical result, without any value for mathematics, 
of these proofs by CANTOR. If one wishes to look at it in the l ight of mathematics, 
then one finds no more than the following: The next two statements are false : 

I 0• The second number class is conceivable and denumerable. 
2°. The second number class is conceivable and there is a cardinal number 

between its power and that of the first number class. 
But that these two statements are false, we knew already, for we knew that the 

first part of both (the second number class is conceivable) is false. 
And as to the mathematical argument running parallel to the developments 

contained in CANTOR's proofs, there remains only the following: 'Certainly 
there is no sequence, having power A ,  of well-ordered sets such that I could not 

1 48 construct a new well-ordered set not belonging to that sequence. But the totality 
of well-ordered sets which I have introduced in some mathematical system, is 
cetarinly denumerable.' (In this mathematical theorem we do not use the expression 
'numbers of the second number class', because here the word class does not 
awaken a clear notion ; nor do we speak expl icitly of the denumerable well-ordered 

[8] sets, for we can construct no other well-ordered sets than denumerable ones.) 

The denumerably unfinished sets 
If we wish nevertheless to speak of 'the totality of well-ordered numbers' and to 
say something about its power, then this succeeds, in connection with the above 
theorem, if we construe it in a somewhat different sense, by the following statement: 

[9] The power of the totality of well-ordered numbers is denumerably unfinished; 
here we call a set denumerably unfinished if it has the following properties : we can 
never construct in a wel l-defined way more than a denumerable subset of it, but 
when we have constructed such a subset, we can immediately deduce from it, 
following some previously defined mathemat ical process, new elements which are 
counted to the original set. But from a strictly mathematical point of view this 
set does not exist as a whole, nor does its power exist ; however we can introduce 
these words here as an expression for a known intention. 

As further examples of denumerably unfinished sets we mention : the totality 
1 49 of definable points on the continuum, and a fortiori the totality of all possible 

mathematical systems. 

[82] 



While constructing, without ever coming to an end, a denumerably unfinished 
set, we can map the elements in succession on  the sequence of the well-ordered 
sets, which l ikewise is never exhausted. Extending the notion of equality i n  power, 
so that it may be applied to this case, we can say : 

All denumerably unfinished sets have the same power. 1 ) 
Thus we dist inguish for sets the following cardinal numbers, m order of 

magnitude: 
1 ° . the different finite numbers. 
2°. the denumerably infinite .  
3°. the denumerably unfinished. 
4°. the continuous. 

The continuum problem 
The continuum problem, concerning which papers appear constantly with the 1 50 

aim of furthering the solution, requires a proof that the continuum and the 
'totality of numbers in the second number class' have the same power. Now neither 
the totality of numbers of the second number class, nor the continuum as a system 
of individual ized points, exist mathematically; therefore it appears from what we 
said above, that the only clear idea which we can find behind this problem, is the 
following logical theorem, which belongs outside mathematics proper: 

'It is possible to introduce as logical entities the totality of numbers of the second 
number class and the totality of points of the continuum in such a way that it is non
contradictory to suppose a one-to-one mapping between them, leaving out no 
element of one of them.' 

But if we i ntroduce the logical entity : totality of the points of the continuum, 
abandoning the intuition of a continuum, we shall be forced to define the points 
of the continuum, and this is only possible by definable laws of progression for 
approximating dual fractions. Now in this sense the continuum is denumerably 
unfinished, and so is the second number class. Consequently the logical theorem 
is proved. 

The related mathematical question (that all the sets which can be defined on the 
continuum are either denumerable or have the power of the continuum ) has been 1 5 1  

treated in chapter I (p. 62-67) [p. 44-47]. [ I O] 

The paradox of BURAU-FORTI 
Following CANTOR further, we see how he introduces Q as the first ordinal number 

1) Sti l l ,  in  a certain sense, one can say that denumerably unfinished sets have the same power 

as denumerable sets, for every denumerably unfinished set can be mapped on w2 (every part 

which I add in the course of the construction of the denumerably unfinished set, can be mapped 

on w, for it is  denumerable; constructing such a mapping for each added part, I map the un

finished set on w + w + w -t- . . .  = w2 ; only this mapping remains always anfinished; the proof 

that a mapping of a denumerably unfinished set on a denumerable set is impossible, holds only 

for a .finished mapping. 

[83] 



after all the ordinal numbers of the second class; he calls i t  the first ordinal number 
of the third number class. But in mathematics Q does not exist; probably it is easy 
to give the logical proof for the consistency of the newly i ntroduced object, but 
this is unimportant. 

CANTOR's disciples undauntedly went st i l l  further on. They created as many 
number classes and cardinal numbers as they could create ordinal numbers, 
bothering neither about the question whether they were conceivable i n  mathe
matics, nor about their logical consistency. Final ly they introduced the totality 
of all ordinal numbers, but now they noticed a logical contradiction, which, for 
that matter, they signalled as a mathematical paradox and for which they as
s iduously sought a mathematical solution (by mathematical we always mean : 
lying within the realm of what i s  i ntuitively conceivable), without being aware 
of the fact that they had long ago left the realm of mathematics. 

It i s  BuRALI-FORTI's paradox (Una questione sui numeri transfiniti, Rendiconti 
de! circolo matematico di Palermo 1 1  ( 1 897), p. 1 54-1 64 ) :  'Let us denote by 0 
the totality of well-ordered types, ordered by magnitude, then 0 itself is a well-

1 52 ordered type, and because every well-ordered type occurs as a subset of 0, 0 must 
be the largest well-ordered type. But if 0 is a well-ordered type, 0 + 1 is so as well, 
and 0 +  1 > 0, consequently 0 is not the largest well-ordered type. ' 

Firstly the paradox would be easily redressed i f  we did not assign to 0 the 
property (which was assigned only by arbitrari ly assumed axioms to the well
ordered types which were created earlier) that 0 + 1 is again a wel l-ordered type. 

Secondly there is no reason to consider such a result as paradoxical : if we 
create logical structures without mathematical structures which they accompany 
as their l inguistic counterpart, every such structure may be contradictory as 
wel l  as consistent. 

The well-ordering of an arbitrary set 
Another famous problem from the theory of transfinite numbers i s :  'Prove that 
any set can be well-ordered. ' CANTOR enounced this problem ('Grundlagen', p. 6 
[Ges. Abh. p. 1 69] ) as a 'Denkgesetz' ; of course there i s  no motive for this at all, 
so his disciples tried to prove the theorem. In  Math. Annalen 59 ( 1 904), p. 5 1 4-5 1 6, 
ZERMELO gives such a proof based on the following axiom: 

"Jeder Tei lmenge M '  einer Menge M kann man ein bel iebiges Element m '1 zu
geordnet den ken, das in M '  selbst vorkommt und das 'ausgezeichnete' Element 
von M '  genannt werden moge." 

1 53 BOREL justly remarks in Math. Annalen 60 ( 1 905), p. 1 94- 1 95, that i f  one 

[84] 

i ntroduces such an axiom, he might as wel l take the theorem itself as an axiom. 
Now we know that besides the denumerable sets, for which the theorem cer

tainly holds, there exists only the cont inuum, for which the theorem certainly 
does not hold, firstly because the greater part of the elements of the cont inuum 
must be considered as unknown, and consequently can never be individually 



ordered, secondly because every well-ordered set 1s denumerable. Thus this 
question also turns out to be il lusory. 

BERNSTEIN'S theorem 
The theorem of BERNSTEIN-SCHRODER is usually mentioned as the main theorem 
in the theory of transfinite numbers. 

'Let A and B be sets and let A be mapped one-to-one onto a subset of B, and 
likewise B onto a subset of A,  then A can be mapped one-to-one onto B', 
or, what comes to the same (we i ntroduce the symbol 'a � b', to read : a equivalent 
to b, expressing that a and b can be mapped one-to-one onto one another) : 

If 

then also 
A �  A i  + B. 

(For let the theorem be proved i n  the latter form and suppose 

then we have also 

where 

Now from 
A = A i i + Di + C  

there fol lows, by the second form of the theorem, 

This second form of the theorem is proved as fol lows : Let us apply the operation 
which divides A i nto a part, equivalent to the whole, and two other parts, another 
time to A i , obtaining 

A i = A1 + Bi + Ci , 

then to A2 , etc. ,  then we obtain final ly :  

A =  B + Bi + B2 + . . .  + C+ Ci + C2 + . . .  + D, 

where D is the set common to all the consecut ive A's. Obviously 

Consequently 

[ 1 1 ] 

1 54 
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and the required mapping is obtained by mapping C to C1 , C1 to C2 , C2 to C3 , 
etc . .  

For sets which exist only as consistent logical entities this theorem shows that i f  

A =  A 1  + B + C, 

and a one-to-one mapping of A onto A 1 is given, then it is consistent to assume 
that also A and A 1 + B are equivalent. Mathematically it also provides us with a 
method actually to construct a one-to-one mapping of A onto A 1 + B, but only 
for those elements of A which have been defined, which are known, i .e .  for a 
denumerably unfinished part. For the unknown elements it does not furnish such 
a mapping. For instance, if A is a continuum, we shall for an arbitrary element, 
which is only known by an ever unfinished approximation, never know whether 
or not it belongs to one of the C's, and if it does, to which C it belongs; conse
quently we can say nothing on the approximation of its image. 

From the mathematical point of view the theorem, in the form in which we 
proved it above, makes sense only for finite, denumerable and denumerably un
fin ished sets. But for these it is evident. 

As we knew for a long time (see Chapter I, p. 62-67 [p. 44-47]), the theorem holds 
[ 1 2] also for continua, but the proof given above is worthless i n  this case. 

As the theorem turns out to be insignificant, we may expect that the many 
1 56 applications which the Cantorians make of it are t:qually devoid of content. Let 

us examine by way of example a paper by BERNSTEIN in Math. Annalen 6 1  ( 1 905), 
p. 1 1 7- 1 55. In order to bring the continuum problem nearer to its solution he 
derives next to the well-known theorem : 

The cardinal number of all well-ordered types with cardinal number A (the first 
cardinal number) is F (the second cardinal number) an analogous theorem: 

The cardinal number of all order types with cardinal number A is C (cardinal 
number of the continuum). 

By means of his theorem on equivalence he deduces this theorem from the 
following two lemmas : 

a) The continuum is equivalent to a subset of the totality 0 A of all ordertypes 
with cardinal number A .  

b )  The set 0 A is equivalent to a subset of the continuum. 
He proves the former by assigning to an infinite dual fract ion the ordertype 

obtained by inserting between each two consecutive digits an ordertype w* + w, and 
then deleting every digit 0 and replacing every d igit 1 by a single element. 

His proof for the second lemma is incorrect. The method by which he con
structs the ordertypes of cardinal number A (namely by placing first one element, 
then the second, for which there are two possible places, then the third, for which 

1 57 there are 3, etc. )  never yields more than a special group of types, which is de
numerable, namely 1 x 2 x 3 x 4 x . . . .  In the case of the dual fractions in the 
continuum a number A of operations could be thought of as finished, but this was 
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only possible on account of the intuition of the continuum ; here an analogous 
intuitive possibil i ty does not exist . 

Consequently we can consider here only the ordertypes for which a law of 
progression i s  given, but then the set of all ordertypes i s  considered as a de
numerably unfinished set of laws of progression. Thus the given mapping is from 
0 A considered as a set of laws of progression onto a part of the continuum . 

Let us go back to the first lemma. We can read i t  in two ways, namely either: 
'All points of the continuum are equivalent to a part of all members of 0 A . '  

or: 
'Al/ laws of approximation for points of the continuum are equivalent to a part 

of all laws of approximat ion for members of 0 A . '  
I t  i s  only the second version that can b e  combined with the second lemma, 

insofar as it may be considered as proved by BERNSTEIN. But what does there now 
remain of the result? This, t hat all laws of progression in 0 A are equivalent to 
all laws of approximation in the cont inuum, but this is obvious, for both sets are 
denumerably unfinished. 

The transfinite exponentiation 1 58 

Besides the sequence of well-ordered classes another method is employed in the 
theory of transfinite sets to ascend to higher cardinal numbers. It is based on 
exponentiation by a transfinite exponent. 

By MN there is meant the insertion-set of N by M, i . e .  t he set consisting of all 
manners in which we can make an element of M correspond to each element of N. 

Then it can be proved that for M > 1 ,  

MN > N 
(see for instance SCHOENFLIES, Bericht uber die Mengenlehre, Jahresber. Deutsch. 
Math. Ver. 8 ( 1 899), Heft 2, p. 26; there it is proved that NN > N, but the proof 
can easily be extended to the theorem given above). 

The first higher cardinal number obtained by this method is 

c = MA 

where M is finite or denumerably infinite and A is the denumerably infinite power; 
we can conceive this insertion-set because we can conceive the continuum. 

But we are already not able to conceive the next insertion-set of the sequence : 

F =  Mc, 

thus the theorem that F (for instance the set of all funct ions of one real variable) 1 59 

> C, retains no more mathematical content than the following statement: 
'It is possible to make a different function correspond to each clement of C, 

but it is false that F is conceivable and that it can be mapped on C.' 

But this we knew of course without the proof or the theorem, because we 
knew that F is inconceivable. [ 1 3] 
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Ad 3° 

Propositional functions and classes 
Classical logic was inadequate to account for mathematics. Logicians aimed at 
extending it in such a way that it would become equal to this task. Now we have 
seen that classical logic studies the l inguistic counterpart 1 )  of logical reasonings, 
i .e. of reasonings on relations of whole and part for arbitrary mathematically con
structed systems; from the fact that we see these mathematical systems we may 
conclude that here t he sentences succeeding one another according to classical 
logic, will never show contradictions, because they correspond to acts of mathe
matical construction. Thus here we safely introduce the logical sum, the logical 
product and the complementset, i .e .  t he set having as its predicate the negation 
of the predicate of the given set; and we safely apply the principles of identity, 
syllogism, distribution 2 ), contradiction and tertium non datur. 

The logicians, conversely, start from t hese principles and as the fundamental 
domain of operations, within which the relations meant by the words or symbols 
must exist, t hey choose not some mathematical system, but the chimerical 
'everything' - as we saw above (p. 1 38 seq. [p. 78], footnote), Dedekind also 
wrongly tried to sta.rt from this notion - from which they define various classes 
by what they call propositional functions. 

By a proposit ional function they mean a statement about x, or about x and y, 
more generally about a certain number of variables, in which every substitution 
for these variables is allowed ; they reckon that by that statement a class i s  defined, 
consisting of all things (or, for more variables, groups of things) which by sub
stitution make the statement true. 

They write x1<px for all things for which the statement <px is true ; the reciprocal 
sign e is introduced in such a way that ke(x1<px) = <pk, in other words: in the case 
that the propositional function determines a class a, k e a means : k belongs to 
the class a. 

PEANO preferred to call t he sign e primary; RUSSELL rather starts with 1, because 
he considers it uncertain that every propositional function defines a class. 

Herein he is right, however he works with his propositional functions as with 
the predicates of ordinary logic, so he acts all the same as if the function does al
ways define a class. 

But in the intellect one cannot give a l inguistic system of statements and 
propositional functions priority over mathematics, for no assertions about the 
external world can be intel l igently made besides those that presuppose a mathe
matical system that has been projected on the external world. No matter which 

1 )  As well as any mathematical language this language can without much trouble be condensed 

into symbols. See for such a symbolical language (called 'Algebra der Logik') for instance A. N. 
Whitehead, A treatise on Universal Algebra, Cambridge U niversity Press 1 898, p. 35 seq. 

2)  i.e. (a + b)c = ac+ bc, where the logical sums and products are meant. 



way one turns, the foundation of mathematics remains mathematics i tself, and 
over its entire domain i t  grows freely and intuit ively. 

On the contrary the logist icians, considering the propositional functions as the 
free origin of logic and mathematics, utter as such various sentences which are 
bui l t in {falsely presumed) analogy to mathematical properties, and they postulate 
that these sentences define classes and that i t  is allowed to reason about these 
classes according to the laws of classical logic. 

The contradiction 
Therefore i t  is not surprising that they, just l ike the Cantorians, came up against 
contradictions 1 ) and their own surprise can only be due to confusion of ideas. 

RussELL (The principles of mathematics, Part I, Chapter IO) discusses most 
amply the following contradiction : 

'There are classes which, considered themselves as one, occur amongst their 
own elements, for instance the class of all classes, the class of all things that are 
not alive, and others. Now I consider the class of all classes which do not possess 
the property which I mentioned just now, namely to occur amongst their own 
elements. Does this class possess the property in question? If it does, then it occurs 
amongst its own elements, so i t  is one of the classes which do not possess the 
property, so i t  does not have the property. And vice-versa : If it does not, then i t  
i s  on equal terms w i th  i t s  own elements, so  i t  does have the property. '  

RUSSELL suggests various methods to escape from the contradiction, but he 
ends by rejecting them ; he believes that a deep-searching reconstruction of logic 
wi l l  be needed for the solution. He is incl ined to the opinion that a theory is 
required which does not admit every class, considered as one, to be made into a 
logical subject. 'Another suggest ion', he says, 'would be to demur to the notion 
of all objects, but in any case the notion of every object must be retained, for there 
are truths, viz. the logical principles, which hold for every object. ' 

But this i s  mistaken : the logi�al principles hold exclusively for words with a 
mathematical content. And exactly because RussELL's logic is no more than a 
l inguistic system, deprived of a presupposed mathematical system to which i t  
would be· related, there 

0
is no reason why no contradictions would appear. 

For that matter, i t  is evident to common sense at which point the reasoning, 
which leads to tli.e contradiction, ceases to be alive and consequently is no longer 
reliable ;  it is even unnecessary to give up the i l lusion of the chimerical 'everything'. 
For let us suppose that I know an 'everything' with a 'totali ty' of relations exist ing 
between the objects, and a system of proposit ion� which may hold for the objects. 
Then, given a proposit ional function, I can decide for any object by means of its 
given relations whether or not it sat isfies the function, in other words, to which 
of the two classes defined by the funct ion i t  belongs. 

1 )  Obviously in such a contradictory system almost no reasoning is  possible, because the main 

tool of reasoning, the principium contradictionis, can no longer be applied. 
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But when I wish to decide whether the object which is the class involved in the 
contradiction, satisfies the given propositional function, then I see that the de
cision is only possible under the condition that it has already been completed. 
Consequently the decision cannot be taken, and hereby the contradiction is ex
plained. We have here a propositional function which defines two complementary 
classes which do not satisfy the tertium non datur. This is not surprising, for the 
logical principles hold only for the language of mathematics; for other l inguistic 
systems, however akin to that of mathematics they may be, the principles need 
not hold . 

RUSSELL gives the contradiction in another form on p. 80 and p. 1 02. There 
he says : 

'There are predicates which hold for their own expression in words, and others 
which do not. The simplest example of the first kind is :  being a predicate. But does 
this property hold for: not holding for its own expression in words? If it does, then 
it does not; if it does not, then it does. '  

He tries to solve i t  by saying that not holding for its own expression in words i s  
not a predicate, but of course nobody wi l l  assent to this. 

And no more will anybody assent to what he proposes on p. 88, in order to es
cape from the contradiction in a third form, originating from the division of the pro
positional functions into such as do hold and such as do not hold for themselves, 
namely that it would be inconceivable to apply a propositional function to itself. 

1 65 For that matter, the two latter contradictions can be explained in the same way 

[90] 

as the first one. 

The logic of relations 
So far about the part played by classical logic; in logistics i t  is extended by the 
so-called logic of relations, and the final conclusion runs as follows : Pure mathe
matics can be nothing else than a system built up from a few basic notions of 
logic, by means of some basic principles of logic (RUSSELL counts 9 of the former 
and 20 of the latter); i t  is only in this way that it remains on solid ground and that 
i t  can be certain of progression. Perhaps there stil l exists some sort of intuit ive 
mathematics, but then this consists in nothing more than the appl ication of the 
pure mathematics to material objects (see e.g. CouTURAT, Les Principes des 
Mathematiques, Introduction, p. 4) . 

But we know that pure mathematics is neither the former, nor the latter. 
The logic of relations, then, starting from the word following after, which 

expresses the most elementary act of mathematical construction, as it immediately 
springs from the basic intuition, studies the language of mathematics in general, 
just as classical logic studies that of the special mathematics of whole and part. 

It is self-evident that in the language which accompanies mathematics, the 
succession of words obeys certain laws, but to consider these laws as directing 
the building up of mathematics, it is therein that the mistake l ies. 



Arithmetic of PEANO 1 66 

Let us, by way of i llustration, go into the theory of the positive integers, i .e .  
ordinary arithmetic, as i t  i s  treated by the logisticians. 

PEANO (Sul concetto di n umero, Rivista di Matematica I ( 1 89 1 ), p. 87-102, 
256-267; see also CoUTURAT, Les Principes des Mathematiques, p. 54) introduces 
i n  addition to classical logic three new basic notions :  0, N (finite ordinal n umber) 
and seq (successor), and.five basic principles which hold for them: 

1 °. 0 is an N. 
2°. there is no N, for which 0 is the seq. 
3° .  the seq of each N is an N. 1 ) 
4°. Two N's are equal if their seq's are equal. 
5°. A class which contains 0 and which, with every N which it contains, contains 

also its seq, contains every N. 
But i n  his deduction of arithmetic from these principles, PEANO again edifies 

a logical system which is supported neither by an existence proof, nor by a con
sistency proof. 

Therefore it must be rejected on the same grounds as DEDEKIND's system (see 
p. 1 38 seq. [p. 78 ], footnote). 

Arithmetic of RUSSELL 
RUSSELL (The Principles of Mathematics, p. 1 27) considerably improves PEANO's 
method. He starts by defining cardinal numbers as classes of equivalent classes, 
and he says further: [ 1 7] 

1 °. 0 is the class of classes whose only member is the null-class; the n ul l-class 1 67 

itself is defined (I.e. p. 75) as the class of all class-concepts which give no members 
for the corresponding class and therefore it is considered (or postulated as a 
principle?) to exist - consequently the nul l-class exists. 

2°. I is the class of all classes which are not null and are such that, if x belongs 
to the class, the class without x is the null-class. 

The class 1 exists, for it has already a member belonging to it, namely the class 
0 defined just now. 

3°. n +  I i s  the class of classes which are equivalent to a class, obtained by 
adding a number to a class belonging to the class n. Consequently the class 
n + 1 exists, provided n exists. 

4°. Finite numbers are those belonging to every ciass s to which belongs 0 and 
to which n + 1 belongs if n belongs. 

All PEANO's postulates are satisfied by the class of finite numbers as above 
defined; it was unnecessary to i ntroduce new basic notions or basic principles. 
Therefore, according to RUSSELL, they can serve as an existence proof (if we 
consider n +  1 as the seq of n). CouTURAT (reply to POINCARE, Revue de Meta-

1) Here it ought to be added (POINCARE, Revue de Metaphysique et de Morale 1 3  ( 1 905), 

p. 833) :  every number has a successor, every N has a seq. 

[9 1 ] 



physique et de Morale 1 4  ( 1 906); p. 208-250) strongly emphasizes this existence 
proof which, he contends, does not need the intuition of w, or of complete in
duction, so that the logical system would here be built up independently of in-

1 68 tuit ion and would have been shown consistent without the use of complete in
duction. 

But we have found above that i t  is contradictory to assume that every definition 
determines a class, therefore the consistency of a logical system can never be based 
on the fact that it runs paral lel to pseudo-mathematical operations in classes, 
which only exist by their definit ions. 

All the same RUSSELL dauntlessly appl ies complete induction, which he refuses 
to enounce as an axiom. Namely he proves that n +I is the cardinal number of 
the class of the numbers 0, I ,  2, . . .  , n, as fol lows : I is the cardinal number of the 
class O; 2 (defined as 1 + I )  that of the class 0, 1 ;  3 (defined as 2 +I ) that of the 
class 0, I ,  2; and so on. 

Likewise he appl ies complete induction to prove that a finite number cannot 
[ 1 8] be equivalent to one of its parts (I.e. p. 1 2 1 ,  1 23) .  

Infinite numbers 

After the finite numbers have been defined, they yield immediately the definition 
of the cardinal number A of the class which contains all of them (the first transfinite 
card inal number) . RUSSELL proves easily that this cardinal number is not finite, 
because it does contain parts equivalent to the whole ; he further shows that any 
infinite class contains parts with cardinal number A (I .e. p. 1 22, 1 23 ). 

But the way in which the logisticians further develop mathematics, no longer 
1 69 displays special features, except that the language is condensed as far as possible 

in symbolic signs. It merges in the methods of Cantorians and of axiomaticians. 

[92] 

Conc/11sio11s on logistics 

The conclusions on logist ics must be: It can teach us nothing about the foundat ions 
of mathematics, because i t  remains i rrevocably separated from mathemat ics ; 
on the contrary, in order to maintain an existence on its own account, i .e . to 
safeguard itself against contradictions, it must reject al l its own special principles 
and acquiesce to be a faithful , automatic, stenographic copy of the language of 

mathematics, which itself is 11ot mathematics, but no more than a defective 
exped ient for men to communicate mathematics to each other and to aid their 
memory for mathematics. 

Ad 4° 

Co11siste11cy proofsfiirjimnal systems, i11depe11de11t of their i11terpretatio11 

The most uncompromis ing cone I usion of the methods we attack, which i l l ustrates 
most lucidly their inadequacy, has been drawn by H ILBERT (Yerhandlungen In
tern . Math. Congress Heidelberg I 904, p. I 74 [ Grundlagen der Geometrie, An-



hang VII]). In 'Ueber den Zahlbegriff' (Jahresber. Deutsch. Math. Ver. 8 ( 1 899), 
p. 1 80-1 84 [Grundlagen der Geometrie, Anhang VI] ) he had formulated the 
axioms for the arithmetical operations on the measurable continuum and put 
forward the problem of proving the consistency of these axioms i ndependently 
of any mathematical intuition (see also 'Mathematische Probleme', Problem no. 2, 1 70 

Gettinger Nachr. 1 900, p. 264 [Ges. Abh. III, p. 290-329]) .  
Evidently this can only be attained by considering the very signs which express 

the axioms as a mathematical system, by formulating the principles of logic, in  
the manner of the algebra of  logic, as  rules allowing to  extend this system, and by 
proving mathematically that these rules taken from the algebra of logic can never 
lead to an equation together with its negation . Obviously the set of equations 
deducible from the basic equations formulated in the axioms, is denumerably 
infinite. 1 ) 

HILBERT loc. cit . sketches in  outl ine how to realize these consistency proofs 2), 
not only for the axioms describing the arithmetical operations, which I mentioned 
just now, but also for those of various other parts of mathematics. For instance, 
i n  order to lay the foundations of set theory, he introduces on p. 1 82-1 84 the class 
symbol, but only in relat ion to other symbols which were introduced before ; 1 7 1  

thus h e  protects himself from the contradictions obtained by RUSSELL, who 
i ntroduced classes as parts of the universe, delimited by definitions. 

HILBERT however, as he says expl icitly in his introduction, aspires to start from 
nothing and to develop mathematics and logic together. But i n  the reasonings, 
mentioned above, on the consistency of axioms, he applies again and again in
tuitive terms such as one, two, three, some (by which he means a certain finite 
number), and further he intuit ively applies all the laws of logic and even complete 
i nduction. 

Attempt to make these proofs independent of intuition 
In order to get rid of this burden of intuitive notions, he ends (loc. cit . p. 1 84, V) 
by suddenly looking back at the words which he had written, considering this 
complex of words and reasonings as a mathematical structure which again 
develops from the beginning to the end accord ing to certain rules, and he contends: 

'I have proved just now that the rules from which I have seen this l inguist ic [ 1 9] 
structure develop, are consistent and therefore correct. In other words, the 
reasonings which I have made in that language justify at the same t ime the in-
tuit ive element in the act by which they were made . '  

1 )  For t h e  set of a l l  combinations of a finite nu mber of t h e  signs which have been in troduced 
(in which the sign = i s  included and which are finite in nu mber for each mathematical theory) 
remains denumerable, a fortiori this holds for the set of those special combinations of  signs 
which may be read as true equations. 

2) In one p lace he makes a mistake, namely on p. 1 8 1 ,  where he gives a consistency proof by 
means of an example, which is  of course inadmissible from his  poin t  of  view. 

[93] 



This is mistaken for the following reasons: 
Firstly the ground on which he stands remains the intu1t1on under discussion, 

1 72 for he only knows : provided this intuition is correct, then i t  follows that the words 
accompanying it develop accord ing to a consistent logical system. But this is 
nothing new; who wil l  try to prove a mathematical theorem by deducing it once 
more from the theorem itself, and say afterwards: 'Now the hypothesis of the 
theorem is justified at the same time'? 

But conversely: The consistency of the l inguistic system, deduced by means of 
the mathematical intuition, does not prove the mathematical intuition. This we 
have shown above when we treated the axiomatic foundations (see also PotNCARE, 
Revue de Metaphysique et de Morale 1 3  ( 1 905), p. 834). 

The method which we reject here surpasses that of the logicians in that i t  takes, 
several t imes in succession, the unjustified step from the original mathematical 
domain to another by means of the l inguistic act, and because it does not, as the 
logisticians do, maintain the intuitive connection between the two mathematical 
domains which are connected only through the intermediary of language. It 
continues to treat them as dissimilar, but in the end it confuses them and puts 
them on the same level. The logisticians take the step once and then operate 
alternately on both domains, maintaining the significance of each; HILBERT takes 
the step decisively and definit ively and remains on the second level, returning to 
the first only to give it a sense in the second, then he takes a further step, again 

1 73 definitively, remains on the third level which he so creates, and uses the first and 
second only to give them a sense in the third. 

[20] We explain this more amply by enumerating in genetic order the different stages 

1 74 

[94] 

which can be distinguished : 

Enumeration of the stages which are confused in the logical treatment 
of mathematics 

l .  The pure construction of intuitive mathematical systems which, if they are 
appl ied, are turned outward in l ife by taking a mathematical view of the world. 

2. The l inguistic parallel to mathematics: mathematical speaking or writing. 
3 .  The mathematical study of language : we notice logical linguistic structures, 

raised according to principles from ordinary logic or from its extension by the 
logic of relations, i .e . logistics, but the elements of these l inguistic structures ac
company mathemat ical structures or relations. 

4. Forgetting the sense of the elements of the logical figures mentioned just 
now, and imitating the construction of these figures by a new mathematical system 
of second order, provisionally without a language paral lel to the construction; 
this is the system of the logisticians, which, if i t  is in the least generalized by a free 
extension, is very wel l  pervious to contradiction, unless HILBERT'S precautions 
are taken ; these precautions form the main content of HILBERT's paper. 

5. The language of logistics, i .e .  the words which accompany the logical con-



struction and account for it. It is true that PEANO tried as far as possible also to 
connect the thoughts which accompany the construction with symbolic s igns ; 
nevertheless it remains possible to spli t  up his system into the pure structure and 
the principles by which the structure develops. Even when these principles them
selves are also formulated by means of symbols, such formulations must be 
considered as heterogeneous with respect to the other formulas. The former are 
applied to the latter not in their capacity of formulations, but in that of intuitive 
acts, for which the formulations are no more than a linguistic counterpart. 

HILBERT needs these intuitive acts, and therefore the language connected with 
them, more than PEANO, because he aims at proving the consistency of the logical 
system in itself, a problem which PEANO does not care about. 

The verbal content of HILBERT's paper up to p. 1 84, V, belongs to the fifth 
stage. 

6. The mathematical study of this language. This step is essential in HILBERT's 
work, in contrast to that of PEANO and RussELL. He observes, looking back at his 
own words, logical figures developing after logical and arithmetical principles, 
among them the theorem of complete induction; the elements of these logical 
figures, such as the words mehrere, zwei, Fortsetzung, an Stelle von, beliebig, etc. 1 75 

correspond in the language to acts of construction in the mathematical system of 
the second order mentioned above. 

7. Forgetting the sense of the logical figures, and imitating their construction 
in a new mathematical system of the third order, provisionally without a cor
responding language. 

HILBERT performs the transition from 6 to 7 in his mind Joe. cit. p. I 84-1 85, 
under V, first paragraph. 

8. The language corresponding to the mathematical system of the third order, 
which accounts for the construction ot that system and shows that it is consistent. 

This stage is, in the words of the paragraph on p. 1 84-1 85, mentioned just now, 
the last to be found in HILBERT's paper. 

It would be possible to go on still further, but the mathematical systems of 
higher order would almost be copies of one of them, therefore it does not make 
sense further to continue the process. 

For that matter, even the stages mentioned above, from the third on, are 
deprived of mathematical significance. Mathematics has its place only in the first ; 
in practice it cannot remain aloof from the second, but this stage remains an un
conscious non-mathematical act. It may afterwards be gu ided and supported by 
applied mathematics, but it can never obtain priority relative to intuitive mathe
matics. 

POINCARE' s criticism 1 76 

Logistics and Cantorism have already been sharply criticized by POINCARE 
(Revue de Metaphysique et de Morale 1 3  ( 1 905), p. 8 1 5-835; 1 4  ( 1 906), p. 1 7-34, 
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294-3 1 7, 866-868). He blames mainly in logistics the petitio principii and in 
Cantorism the hypothesis of the actual infinite .  But hereby he does not touch upon 
the heart of the question, which is situated deeper, namely in the confusion between 
the act of constructing mathematics and the language of mathematics. 

In a sense the petitio principii is allowable, for where it occurs in the act of 
construction of the l inguistic system, it does not as such affect the perfection of 
that l inguistic system; i n  mathematics we would only have an unjustified petitio 
principii where on the basis of a primary mathematical i ntuition the same in
tuition would appear in a later phase of the mathematical construction, i f  there 
it were presented as not primary. 

But the mistake of logistics l ies in the fact that it creates nothing else than a 
l inguistic structure, which can never be transformed into mathematics proper. 1 ) 

And as to the actual infinite of the Cantorians, i t  does exist, provided we con
fine it to that which can be intuitively constructed, and refrain from extending 
it by logical combinations that cannot be realized. 

1 77 How far PoINCARE is from taking the intuitive construction as the only basis 

[96] 

of his criticism, appears from his words (loc. cit. p. 8 1 9 ) :  
' Les mathematiques sont independantes de  ! 'exi stence des objets materiels; en 

mathematiques le mot exister ne peut avoi r  qu'un sens, ii signifie exempt de con
tradiction. '  

I t  might almost have been written by h is  opponent RUSSELL. I t  is true that 
mathematics is quite independent of the material world, but to exist in mathe
matics means : to be constructed by intuition ; and the question whether a cor
responding language is consistent, is not only unimportant in itself, it is also not 
a test for mathematical existence. 

Making a mathematical study of linguistic symbols, no matter whether they 
are words or Peanean symbols, can teach us nothing about mathemat ics ;  
mathematical forrn,ulas ought not to be considered as 'truths' existing indepen
dently, but only as an exped ient to remind us as efficiently as possible by means 
of symbols of the way in which a certain structure was imbedded in another 
structure. For instance, the formula 

1 3  = 6+ 7 

reminds us of the fact that a set originating by juxtaposition of two sets along 
which we could count up to 6, respect ively up to 7, was imbedded in a set along 
which we could count up to 1 3 . 

1 )  Obviously the pet itio pri ncip i i  docs become unjustified as soon as one tries, l ike HILBERT, 
to reason from the l inguistic system to the primary intuition which it accompanies. 



SUMMARIZING : 1 79 

Mathematics is created by a free action independent of experience; it develops 
from a single aprioristic basic intuition, which may be called invariance in change 
as well as unity in multitude. 1 ) 

Further, projecting mathematical systems on experience is also a free action, 
which shows itself efficient in the struggle for l ife ;  in this respect one mathematical 1 80 
system can appear more practical, more economical than another, at least relative 
to a definite kind of purpose which one wishes to attain :  none of them is absolutely 
efficient, neither Euclidean geometry, nor logical reasonings, nor the theory of 
electrons. 

In mathematics mathematical definitions and properties ought not to be studied 
again by mathematical methods ; they ought to be no more than a means of con
ducting as economically as possible one's own memory and communication with 
other people. In the system of definitions there are elements of mathematical 
construction which must remain irreducible and which therefore, when com
municated, must be understood from a single word or symbol ; these are the 
elements of construction which are immediately conceived in the basic intuition 
or i ntuition of the continuum. Notions such as continuous, entity, once more, and 
so on are irreducible. 

A logical construction of mathematics, independent of the mathematical in
tuition, is impossible - for by this method no more is obtained than a linguistic 
structure, which irrevocably remains separated from mathematics - and more
over it is a contradictio in terminis - because a logical system needs the basic 
intuition of mathematics as much as mathematics itself needs it. 

1) The first act of construction has two discrete things thought together (also according to 

CANTOR, Vortrag auf der Naturforscherversammlung in Kassel 1 903 ) ; F. Meyer (Yerhandl. 

internal. Math.  Congr. Heidelberg 1 904, p. 678) says that one thing is sufficient, because the 

circumstance that I think of it  can be added as a second thing; this is false, for exactly this adding 

(i.e. setting it while the former is retained) presupposes the intuition of two-ity; only afterwards 

this simplest mathematical system is projected on the fi rst thing and the ego which thinks the thing. 

[2 1 ] 
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STATEMENTS 

[to be defended together with the thesis] 

I 

SCHUBERT (Enz. der Math. Wiss. I A 1 § 1 )  is wrong where he states : 'Dinge 
zahlen heisst : sie als gleichartig ansehen, zusammen auffassen, und ihnen einzeln 
andere Dinge zuordnen, die man auch als gleichartig ansieht.' . . .  'Wegen der 
Gleichartigkeit der Einheiten unter einander ist die Zahl unabhiingig von der 
Reihenfolge, in welcher den Einheiten die Einer zugeordnet werden. '  

II  

It rs not only impossible to prove che admissibility of complete induction, but i t  
ought neither to  be  considered as a special axiom nor a s  a special intuitive truth. 
Complete induction is an act of mathematical construction, justified simply by 
t he basic intuition of mathematics. 

III 

The language of Euclidean geometry, and l ikewise that of the corrections which 
PASCH and HILBERT have made therein, is reliable only because the mathematical 
systems and relations, which are symbolized by the words of that language as 
conventional signs, have been constructed beforehand i ndependently of that 
l anguage. 

From this point of view Euclidean geometry, and l ikewise the different patholog
ical geometries of HILBERT, consist in the study of groups of transformations 
with given properties, which can be applied to certain mathematical systems. 
[( 1907), p. 75-80 ] .  

IV 

KLEIN's defence (Zur ersten Verteilung des Lobatcheffsky-Preises, Math. An
nalen 50) of the restriction to analytical transformations in Lrn's research on the 
foundations of geometry lacks foundation. 
[(1 907), p. 30, 40 ; Math. Annalen 67 { 1 909), p. 246-267 [Vol. 2, 1 909 C] .] 

v 
The arithmetical operations on the measurable continuum ought to be defined 
by means of group theory. 
[( 1907), p. 1 9- 30 ;  Math. Annalen 67 (1 909), p. 246-267 [Vol. 2, 1 909 C]] . 



VI 

In  physics a dist inction between phenomenological and theoretical reasonmgs 
cannot be maintained. In particular there is no fundamental difference between 
the explanation of the properties of gases and l iquids by molecules and that of 
the properties of l ight by electrical vibrations. 

VII 

Attributing 'objectivity' to physical notions l ike mass and number i s  based upon 
their invariabi lity with respect to an important group of phenomena in the 
mathematical image of nature. 
[(1907), p. 59-.60 ] .  

VIII 

Human understanding is based upon the construction of common mathematical 
systems, i n  such a way that for each individual an element of l i fe is connected with 
the same element of such a system. 

IX 

Mathematics is independent of logic; practical logic and theoretical logic are ap
plications of different parts of mathematics. 
[(1907), Chapter 3]. 

x 
Logical reasonings about the world can only be secure when they are connected 
with mathematical systems that have been previously constructed and projected 
on the world. The contradictions in logistics must be explained by the lack of 
such a system, KANT's antinomies by the fact that he applies different mathematical 
systems in the course of one and the same reasoning. 
[(1907), Chapter 3]. 

XI 

HouiiL (Cours de calcul i nfinitesimal, tome I, pag. 3)  i s  wrong where he states: 
'Une Science fondee sur des hypotheses qui sont compatibles entre el les, et qui 

ne sont pas reductibles a un moindre nombre, est absolument vraie au point de 
vue rationnel et abstrait, quand meme elle ne se trouverait pas conforme aux faits 
reels qu'elle etait destinee a representer'. 

XII 

Besides the finite there are no other card inalities than : 
denumerably infinite 
ever denumerable, ever unfinished 
continuous. 
[{ 1907), p. 83] . 
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XIII 

Cantor's second number class does not exist. 
[ ( 1907), p. 8 1 ] . 

XIV 

Clausius (Die Potentialfunktion und das Potential4, Leipzig 1 885, p. 1 27) 
postulates the following 4 conditions for a scalar function U in order that it is 
equal to 

1 °. l im U = O. 

2°. l im R �� = 0. 

_!_JV2u :  
4n r 

3°. U and its first and second derivatives become nowhere infinite. 
4°. Within a certain bounded domain V2U can take any values, but outside that 
domain it is everywhere 0. 

The last three of these four conditions are superfluous. It i s  necessary to take 
into account V2 in the infinite, but with respect to the gradient this can be ne
glected. 

xv 
Clausius (I .e. p. 1 25) derives from the conditions which he postulated on page 

1 1 8, namelv that Jim Ru and lim R2 ou 
do not become i nfinite at infinite . oR 

distance, that Green's function is unique. 
It is sufficient to postulate that u becomes 0 at infinite distance. 

XVI 

B lumental [sic] proves (Math. Ann. 6 1 ,  p. 235 seq.) for vector distributions which 
become 0 at infinite distance, postulating finiteness and differentiabil ity, that 

This theorem holds independently of finiteness and differentiability. 

XVII 

In order to verify that a singular solution which has been derived from a differen
tial equation, does satisfy the equation, it is not necessary, as is generally stated, 
to substitute it i n  the equation. 

Cayley, Messenger of mathematics II, p. 6-1 2; VI, p. 23-27. 
Forsyth, A treatise on differential equations, p. 30-36. 
Houel, Cours de calcul infinitesimal, tome II, § 855. 



XVIII 

Laurent (Sur les principes fondamentaux de la theorie des nombres et de la 
geometrie, p. 9) omits to prove that in a system of homogeneous quantities a 
quantity which has the effect zero with respect to one other quantity, has the 
same property with respect to every other quantity. 

Further (p. 20 and 23) a proof for the Archimedean axiom is wanting. 

XIX 

In logistics one ought strictly to distinguish the formal system that is constructed 
from the principles according to which it is constructed. 
[( 1907), p. 92 , 94] .  

xx 
To secure the reliability of mathematical reason ings one cannot succeed solely 
by starting from some sharply formulated axioms and further strictly adhering 
to the laws of theoretical logic. 
[( 1907), p. 75 -80] .  

XXI 

The fol lowing conviction of Hilbert (Gottinger Nachr. 1 900, p. 261 [Ges. Ab
handlungen III, p. 297] ) is unfounded: 

'<lass ein jedes bestimmte mathematische Problem einer strengen Erledigung 
notwendig fiihig sei n  miisse, sei es, dass es gelingt, die Beantwortung der gestellten 
Frage zu geben,  sei es dass die Unmoglichkeit der Losung und damit die Not
wendigkeit des M isslingens aller Versuche dargetan wird.' 

[ 101] 
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L. E. J. BROUWER 

1 908 A D I E  M O E G L I C H E N  M A E C H T I G  K E I T E N  

[ 1 ]  Wenn man untersucht, wie die mathematischen Systeme zustande kommen, 

[102] 

findet man, dass sie aufgebaut sind aus der Ur-Intuition der Zweieinigkeit. Die In

tuitionen des continuierl ichen und des discreten finden sich hier zmammen, weil eben 
ein Zweites gedacht wird nicht flir sich, sondern unter Festhaltung der Erinnerung 

des Ersten. Das Erste und das Zweite warden also zusammengehalten, und in dieser 
Znsammenhaltnng besteht die Intuition des continuierlichen (continere = zusammen

halten) .  Diese mathematische Ur-Intuition ist nichts anderes als die inhaltslose Ab
straction der Zeitempfindung, d. h. der Empfindung von • fest • und • schwindend • 

zusammen, oder von • bleibend • und • wechselnd • zusammen. 

Die Ur-Intuition hat in sich die Moglichkeit zu den beiden folgenden Ent

wickelnngen : 
1 )  Die Construction des Ordnungstypus w ;  wenn man niimlich die ganze Ur

lntuition als ein neues Erstes denkt, kann man ein neues Zweites hinzudenken, das 
man • drei • nennt, u. s. w. 

2) Die Construction des Ordnungstypus r; ;  wenn man die Ur-Intuition empfindet 

als den U ebergang zwischen dem • Ersten fiit' sich • und dem • Zweiten fiir sich • , 

ist die • Zwischenfiigung • zustande gekommen . 
Natiirlich kann man stets ein ganzes schon mittelst der Ur-Intuition aufgebautes 

mathematisches System als neue Einheit nehmen, und hierans erklart sich die unend

liche F ii lle der in  der Mathematik moglichen Systeme, die indes alle auf die beiden 
genannten Ordnungstypen zuriickzufiihren s iud.  

In dieser Weise betrachtet, w iirde es n ur eine nnendliche Machtigkeit geben, 
namlich die abzahlbare, und andere als abzahlbare fertige discrete Systeme sind i n  
der Tat nicht aufzubauen. In zwei Weisen hat aber eine hiihere Machtigkeit in der 
Mathematik Sinn : 

1 )  Man kann eine Methode zur Dildung eines mathematischen Systems angeben, 
die ans jeder gegebenen zum Systeme geMrigen abzahlbaren Menge ein neues gleich
falls zum Systeme gehoriges Element erzeugt. Mit einer solchen Methode sind aber 
wie iiberall in der Mathematik nnr abzahlbare Mengen zu construieren, das gauze 

System ist niemals zu construieren, weil es eben nicht abzahlbar sein kann. Es ist 
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unrichtig, dieses gauze System eine mathematische Menge zu nennen, denn es ist 

nicht moglich, es aus der mathematischen Ur-Intuition fertig aufzubauen. B eispielo 
sind : das Ganze der Zahlen der zweiton Zahlenklasse, das Ganze der definierbaren 
Punkte auf dem Continuum, das Ganze der mathematischen Systeme. 

2) Man kann das mit dem discreten gleichberechtigten Continuum al� Matrix 
von Punkten oder Einheiten betrachton, und annehmen, dass zwoi Punkte dann und 
nur dann als verschieden zu betrachten sind, wenn sie sich in ihrer Lage auf einer 

gewissen Skala von Ordnungstypus r; unterscheidon lassen. (Man ki:innte hinsichtlich 
der Untorscheidung der Punkte andere Annahmen machen, wie die nicht-Archime
dischen Continua zeigen, aber diese Annahmen sind immer auf die erste zuruckzu

fUhren). Man bemerkt dann, dass das in dieser Weise dofinierte Continuum sich 
niemals als Matrix von Punkten erschopfen lasst, und hat der Methode zum Anfbau 

mathematischer Systeme hinzugefiigt die Mi:iglichkeit, uber eine Skala vom Ordnungs
typus r; ein Continuum (im jetzt beschrankten Sinne) hinzulegen. 

Sei nun eino beliebige Menge M Teilmenge einer Menge von der Machtigkeit 
des Continuums, so kann man dieses Continuum auf ein lineares Continuum zwischen 0 
und 1 abbilden, und erscheint somit die Teilmenge auf diesem Continuum linear geord

net. In der Menge M existiert nun eine abzahlbare Teilmenge M i .  mit Hiilfe deren sie 
zu detinieren ist. Diese Menge M1 kann in folgender Weise in Beziehung gesetzt 

werden zur Skala der Zahlen 2� zwischen 0 und 1 .  

Die Gesamtheit der Punkte von M 1  approximieren wir durch Dualbruche. Jede 
Ziffer ist entweder durch die ihr vorangehende bestimmt, oder lasst noch die Wahl 
zwischen 0 und 1 off en ; wir construieren nun eine Verzweigungskette, in der jeder 
Zweig sich einfach fortsetzt, falls die Wahl nicht frei ist, und sich in zwei Zweige 

spaltet, falls sie frei ist, und vernichten sodann jeden Zweig, der sich an keiner wei
teren Stelle mehr spaltet. 1st dies, von der ersten Dualstelle anfangend, an allen 
Stellen vollflihrt, so wird am gebliebenen Residu noch einmal diese Vernichtungsopera
tion vorgenommen, Schliesslich ist dann ubriggeblieben entweder nichts, oder eine 
unendliche Verzweigung, in der jeder Zweig sich weiterhin wieder spaltet. Im zweiten 
Falle enthalt di e Menge M1 Teilmengen vom Ordnungstypus r; ; im ersten Fallo nicht. 

Es kann nun sein, dass ausser der abzahlbaren Menge M 1 von der angegeben ist, 
dass sie zu M gehi:irt, die Definition von M noch Angabe einer zweiten abzahlbaren 
Menge M2 erfordert, die zu M sicher nicht gehi:iren darf ( 1) , aber nach Aufstellung dieser 

beiden Mengen kann die Bestimmung von M nur no ch in einer Weise vervollstandigt 
werden, namlich, im Falle dass M1 Teilmengen vom Typus r; besitzt, durch die 
Vollfohrung der Operation des Continuierlichmachens in einer oder mehreren dieser 
Mengen, natiirlich unter Tilgung der durch M2 ausgeschlossenen Punkte. 

(1) Falls man in der Menge der ausgeschlossenen Punkie auch die Operation des Continuier

lichmachens hatte ausgefiihrt, so kommt dies schliesslich auf dasselbe hin am, als ob man nur eiue 

abzahlbare Reihe von Punkten hatte angegeben fiir M, und M2, wiihrend das weitere (llur auf eine [2] 
Vorgreifung in die spatere Wahl zwischeu Vollfiihren oder Unterlassen des Continuierlichmachens 

fiir die verschiedenen Teilmengen von M, vom Typus fJ hinauskommt. 
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Wird die Operation wenigstens einmal vollfiihrt, so ist die Machtigkeit von M 

jene des Continuums ; wird sie nicht vollfiihrt, so iat M abzahlbar. 
Es existiert also nur eine Machtigkeit fiir mathematische unendliche Mengen, 

namlich die abzahlbare. Man kann aber hinzufiigen : 
1 )  die abzahlbar-unfertige, aber dann wird eine Methode, keine Menge 

gemeint ; 
2) die eontinuierliehe, dann wird freillch etwas Fertiges gemeint, aber nur 

als Matrix, nicht als Menge. 
Von anderen unendlichen Machtigkeiten, als die abzahlbare, die abzahlbar

unfertige, und die continuierliche, kann gar keine Rede sein. 



ON THE FOUNDATIONS OF MATHEMATICS 

In the review by Mannoury (Nieuw Arch . Wisk. (2) 8 ( 1 907), p. 1 75- 1 80) there 
occur the following points which require a reply in order to prevent misunder
standing about the purport of the book under review. 

1 °. On page 1 76 Mannoury writes : 
'H1.: who considers mathematics as produced by the human intel lect, must be the 

first to acquire the conviction that the components of this mental complex are 
i nt imately connected with the nature of that i ntellect. Thus in most of the research 
on the foundations of mathematics done i n  the last half century the main question 
was not whether, but where and how mathematics takes its or igin from (internal 
or external) experience. Therefore it seems to me that even if we admit the i n
tuition of the continuum as the alpha and omega of all mathematics, this does i n  
n o  respect affect the soundness of the mathematical-logical method. While there
fore the author's defense of his point of v iew seems least strong against the more 
rigorous symbolists (Dedekind, Peano ), there is one remark made by the author 
which we are glad to acknowledge as perfectly justified. Namely, where he blames 
the symbolists for lavishly using, in the consistency proofs which they usually join 
to their systems of formulas, examples taken from (mathematical ) experience, 
thereby suddenly deviating from the formal course. However, the author again 
goes too far where he concludes from this bad practice of many symbolists (as, 
for i nstance, Dedekind in "Was sind und was sollen die Zahlen' ' )  that the con
sistency proofs cannot be supplied without such examples from experience, in a 
purely formal way. This is in my opinion one of the most important problems 
which symbol ic logic has st i l l  to solve . '  

The reply to this last remark must be that the considerations in 'Over de grond
slagen der wiskunde' [the thesis] pp. 1 38, 1 39, 1 70, 1 7 1  [p. 78, 93] most posi
t ively purport at showing explicit ly, albeit briefly, that such purely formal con
sistency proofs are impossible. 

2 c' O  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3" .  On page 1 79 Mannoury bases some considerations about the main content 
of the book on the fol lowing contradiction which he has found : 'The author 
mentions as an example (of a denumerably unfinished set ) the set of definable 
po ints on the continuum, i .e. the set of the points or numbers which can be de
fined individually by a finite number of symbols, no matter whether digits, signs 
or words (for i nstance .J3, e, etc. ) . However, as the author justly remarks i n  
another place, this set is denumerably infinite.' 
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But this contradiction is no more than apparent. For the denumerably infinite 
system mentioned on p. 1 70 (footnote) [p. 93] of 'Grondslagen' is that of the 
possible combinations of a finite number of symbols which have been previously 
introduced, while for the denumerably unfinished system of the definable points 
on the continuum at any moment new symbols can be introduced, which may 
replace, if  it is useful, an infinite number of symbols which were introduced before. 

4°. On page 1 80 Mannoury writes : 
'So we suppose that the author will be obliged to recognize that his reasoning 

is insufficient, when he tries to apply it to a concrete example, for instance to prove 
that the set of all (continuous and discontinuous) functions y = f(x) belongs not 
to the third, but to a lower number class.' 

Indeed the author will not try to prove that the set of all functions y = f(x) 
belongs to a lower number class than the third, for this reason that 'set of all 
functions y = f(x)' as well as 'third number class' are senseless combinations of 
words. 

Finally it must be remarked that the i ntention of the work under discussion i s  
not to  propose considerations about which different persons can have different 
opinions, but to establish truths which, just like mathematical truths, anybody 
who has once understood will forever affirm. 



THE UNRELIABILITY OF THE LOGICAL PRINCIPLES 

1 .  Science i s  concerned with the repetition in time of sequences in time which are 
qualitatively different but may be considered as mutually identifiable. In this pro
cess the idea is isolated so that it becomes perceptible and thereby repeatable, and 
this happens after an unreligious separation 1 ) between the subject and an attainable 
but still unattained aim which by this act is constituted as something different from 
the subject. The impulse to attain aims is directed in the intellect along imme
diately attainable ends by means of a mathematical system consisting of entities 
which are brought forth by abstraction out of repeatable phenomena. 

Anything that can appear as an attainable but stil l unattained aim, can be made 
understandable in systems of entities, even religion, but then the science of religion 
is itself unreligious; it may serve to salve one's conscience, or to be merely a game, 
or to pursue some specific purpose. 

And, l ike any unreligious consciousness, science has neither rel igious rel iabil ity 
nor reliabi l ity in itself. In particular, a mathematical system of entities can never 
remain reliable as a guide along our perceptions, when it is indefinitely extended 
beyond the percept ions which it made understandable. 

Consequently l ogical deductions which are made independently of perception, 
being mathematical transformations in the mathematical system, may lead from 
scientifically accepted premisses to an inadmissable conclusion. 

The classical approach, based on the experience that in geometry logical reason
ing deduced only undisputable 1 esults from accepted premisses, concluded that 
logical reasoning is a method for the construction of science and that the logical 
principles enable man to construct science. 

But geometrical reasoning is only valid for a mathematical system which can be 
mentally constructed without reference to any experience whatever, and the fact 
that such a popular field of experience as geometry conforms so lastingly to the 
corresponding mathematical system ought to be distrusted, l ike any successful l  
part of science. 

Because we now understand that logical deductions are unreliable in science, 
Aristotle's conclusions on the structure of nature do not convince us without 
practical verification; we feel the wisdom that blooms in Spinoza's work as com
pletely independent of his logical system; we are no longer annoyed by Kant's 
antinomies or by the absence of physical hypotheses which can be carried through 
to their extreme consequences. 

1 )  A faculty which originates from the fundamental sin of apprehension or of desire, but 

which afterwards comes in to action even without l iv ing fear or desire. 

1908 C 

[ 1 ] 

[ 1 07] 



Moreover, the function of the logical principles is not to guide arguments con
cerning experience subtended by mathematical systems, but to describe regularities 
which are subsequently observed in the language of the arguments. To follow such 
regularities in speech, independently of any mathematical system, is to run the 
risk of paradoxes l ike that of Epimenides. 

2. In rel igious t ruth, i .e .  in wisdom, which abolishes the discernment between 
the subject and something d ifferent, and where the perception of time is no l onger 
admitted, there is no mathematical understanding, let alone rel iability of logic. On 
the contrary, the language of introspective wisdom appears disorderly, i l logical, 
because it can never proceed by systems of entit ies which have been imprinted on 
l i fe, but can only accompany their rupture and in this way perhaps aid the un-

[2] folding of the wisdom that causes the rupture. 
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3 .  The quest ion remains whether the logical principles are firm at least for 
mathematical systems exempt of l iving sensation, i .e. systems constructed out of 
the abstraction of repeatable phenomena, out of the intuit ion of t ime, void of 
l iv ing content, out of the basic intuit ion of mathematics. Throughout the ages 
l ogic has been applied i n  mathematics with confidence; people have never hesitated 
to accept conclusions deduced by means of logic from valid postulates. However, 
recently paradoxes have been constructed which appear to be mathematical para
doxes 1 ) and which arouse distrust against the free use of logic i n  mathematics. 
Therefore some mathematicians abandon the idea that logic i s  presupposed in 
mathematics; they try to build up logic and mathematics together 2 ), using the 
methods of the school of logistics, founded by Peano. But it can be shown that 
these paradoxes rise from the same error as that of Epimenides, to wit that they 
originate where regularities in the language which accompanies mathematics are 
extended to a language of mathematical words which is not connected with mathe
matics. Further we see that logistics is also concerned with the language of mathe
matics instead of with mathematics itself, consequently it cannot throw l ight on 
mathematics. Final ly all the paradoxes vanish when we confine ourselves to speak
i ng about systems which can be built up explicitly from the basic intuit ion, in 
other words, when we consider mathemat ics as presupposed in logic, instead of 
logic in mathematics. 

1 )  G. B ural i -Forti, Rend. Circ .  M at. Palermo 1 1  ( 1 897), p. 1 54- 1 64. E.  Zermelo, Math. 
Annalen 59 ( 1 904), p .  5 1 4-5 1 6. J .  Koenig, Math. Annalen 6 1  ( 1 905),  p .  1 56- 1 60. J .  Richard, 
Rev. Gen. Sci. 1 6  ( 1 905),  p .  5 5 1  [ Acta math. 30 ( 1 906), p. 295-296].  B .  Russel l ,  The Principles 
of M athematics, Part I, Chapter 1 0. For attempts at a solution for these paradoxes see, besides 
the papers mentioned above , :  H. Poincare, Rev. Metaphys. M orale 1 905, 1 906. J. Mollerup, 
M ath. Annalen 64 ( 1 907),  p. 23 1 -238.  A. Schoenflies, Die Entwickelung der Lehre van den 
Punktmannigfal t igkeiten, 2 .  Teil (Jahresber. Deutsch .  Math.  Yer., Erglinzungsband 2), Leipzig 
1 908, Kap. I, S 7. 

2)  In particular Hi lbert (Verh. 3. intern. Math.  Kongress Heidel berg 1 904, p. 1 74 [ G rundlagen 
der Geometrie, Anhang V i l ,  p. 246] .  



Thus there remains only the more special question :  'Is it allowed, in purely 
mathematical constructions and transformations, to neglect for some time the idea 
of the mathematical system under construction and to operate in the corresponding 
l inguistic structure, following the princples of syllogism, of contradiction and of 
tertium exclusum, and can we then have confidence that each part of the argument 
can be justified by recalling to the mind the corresponding mathematical con
struction?' 

Here it wil l be shown that this confidence is well-founded for the first two 
principles, but not for the third. 

First, then, the syllogism. It concludes from the imbedding of a system b i nto 
a system c, joined to the imbedding of a system a i nto the system b, to a direct 
imbedding of the system a into the system c. This is nothing mor� than a tautology. 

Likewise the principle of contradiction is indisputable :  The results that we per
form the imbedding of a system a into a system b in a prescribed manner, and that 
we are arrested by the impossibi lity of such an imbedding, exclude each other. 

N ow consider the principium tertii exclusi :  It claims that every supposition i s  
either true or false ; i n  mathematics this means that for every supposed imbeddi ng 
of a system into another, satisfying certain given conditions, we can either accom
plish such an imbedding by a construction, or we can arrive by a construct ion at 
the arrestment of the process which would lead to the imbedding. I t  follows that 
the question of the validity of the principium tert i i  exclusi is equivalent to the 
question whether unsolvable mathematical problems can exist. There is not a shred 
of a proof for the conviction, which has sometimes been put forward 1 ) that there 
exist no unsolvable mathematical problems. 

Insofar as only finite discrete systems are introduced, the i nvestigation whether 
an imbedding is possible or not, can always be carried out and admits a definite 
result, so in this case the principium tert i i  exclusi is reliable as a principle of 
reasoning. 2 ) 

The tool by which we cope with i nfinite systems i n  a finite process is complete 
induction; 3 ) it enables us to command the i nfinite sequence of the natural numbers 
by observing properties, i .e .  imbeddings, which hold for any natural number, in  
part icular also contradictions, i .e. impossible imbeddings, holding for any natural 
number. However, the fact that from the systems occurring in a problem a new 
system can be derived to which complete i nduct ion can be applied by means of 

1 )  See D. Hi lbert, Mathematische Problcme, Gottinger Nae hr .  1 900, p .  253-297 [ Ges. math. 
Abh. I f l ,  p.  290-329].  Schoen flies (I.e.) also maintains unconditionnally the method of i ndirect 
proof, which he erroneously considers as depending only upon the principium contradictionis. 2 ) This i nvestigation can even i n  every case be made by a machine or by a trained animal, it 
does not require the basic intuit ion of mathematics, l iving in  a human mind. B ut with respect 
to questions regarding infinite sets the basic intuit ion is indispensable;  by disregarding this fact, 
Peano and Russe l l ,  Cantor and Bernstein have fal len i nto errors. 

3) Only Poi ncare seems to have recognized complete i nduction as " le raisonnement mathema
tique par excellence'. See La Science ct l 'Hypothese, Paris 1 902, Chap. I .  
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an i nvariant over a denumerably i nfinite sequence, thus solving the problem, 
appears only a posteriori, after the construction of such a system has succeeded. 
For the totality of the systems which can be derived from the problem, is denumer
ably unfinished, consequently it cannot be methodically examined for the existence 
or non-existence of a system which solves the problem. It cannot even be excluded 
that, by such a lucky break as often leads to the solution, we shall be able to sur
vey the denumerably unfinished system of possible developments so as to prove 
the unsolvability of the problem. 

We conclude that in i nfinite systems the principium tertii exclusi is as yet not 
reliable. Still we shall never, by an unjustified application of the principle, come 
up against a contradiction and thereby discover that our reasonings were badly 
founded. For then it would be contradictory that an imbedding were performed, 
and at the same t ime it would be contradictory that it were contradictory, and 

[3] this is prohibited by the principium contradictionis. 
An instructive example is provided by the following unproved proposition which, 

on the basis of the principium terti i  exclusi, is generally trusted and applied in the 
theory of transfinite numbers, namely that every number is either finite or infinite. 
This means that for any number y we can construct: 
either a mapping of y into the sequence of the natural numbers in such a way 
that some number a from this sequence is the last one (while the numbers a +  I , 
a + 2, a +  3, . . . remain free), 
or a mapping of y or of one of its parts onto the full sequence of the natural 
numbers. 1 ) 

So long as this proposit ion is unproved, it must be considered as uncertain 
whether problems l ike the following are solvable : 

ls there in the decimal expansion of n a digit which occurs more often than any 
other one? 

Do there occur in the decimal expansion of n infinitely many pairs of consecutive 
equal digits? 

And it l ikewise remains uncertain whether the more general mathematical 
problem : 

Does the principium tertii exclusi hold in mathematics without exception? 
is solvable. 2 ) 

1 )  If this theorem is false, its falsehood can never be shown by a contradiction, for it is impos

sible that the construction of the free sequence ex +  1 ,  cx + 2, ex + 3 ,  . . .  would be contradictory and 

that at the same time i t  would be contradictory that i t  were contradictory. 

2 ) Consequently the theorems which are usually considered as proved in  mathematics, ought 

to be divided into those that are true and those that are non-contradictory. Equalities in algebra 

and analysis belong to the former class; also the geometrical incidence theorems, and the theorem 

[ 4] that a pointset can have no other cardinality than the finite, the denumerably infinite, the de

numerably unfinished and the continuous. To the latter class belong the theorems that a pointset 

has certainly one of these cardinalities; also that a closed pointset can be divided into a perfect 
and a denumerable set. 
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Summarizing: 
In wisdom there is no logic. 
In science l ogic often leads to the right result, but it cannot be trusted to do so 

if  its application is indefinitely repeated. 
In  mathematics it is uncertain whether the whole of l ogic is admissible and it is 

uncertain whether the problem of its admissibil ity is decidable. 

x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x 

Author's note to the 1 9 1 9  reprint ( 1 9 1 9 B) :  
This essay might be  written to-day in  the same form. The opinions which i t  

defends have as  yet not found many supporters. 
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THE NATURE OF GEOMETRY 

In  order to :.mderstand the nature of geometry, it is necessary to account for its 
connections with experimental science, for its position in mathematics, and for 
the point of departure from which it proceeds to its more general points of view. 

Up to about a century ago the word 'geometry' always meant : three-dimensional 
Euclidean geometry. The statements in this science were drawn from experience; 
of course they could hold only approximately, but they held good again and again 
with unl imited precision, and this was the case even for all the properties derived 
from them by logical reasoning; therefore people came to consider these statements 
as exact, i nstead of approximative, truths, and they looked for another basis of 
their certainty than mere experience. For instance, Kant considered Euclidean 
geometry as a form of percept ion, present in the human mind, into which any 
experience of an external world must necessarily enter. To-day this conception of 
space as a priori, in the same or in a related form, is sti l l  al ive in many philosophers 
as wel l  as outsiders. 

However, in the course of the last century mathematics has developed in such 
a way that Kant's theory on geometry had to be refuted, and that the relat ion of 
Euclidean geometry to experience was clarified in another manner, this t ime with 
perfect certainty. 

[2] To find the origin of this development we must go back to Descartes' theory 

[ 1 1 2] 

of coordinates. This theory can be briefly described as fol lows. If we understand 
by a point the combination of three real numbers, cai k:d the coordinates of the 
point, then the points defined in this manner const itute a so-called three-dimen
sional Cartesian space. Herein we call any set of points represented by a l inear 
equation between the coordinates, a plane, and any set of points defined by two 
such equations, a straight line. 

Further we can define the distance between two points as the square root of the 
sum of the squares of the differences of their coordinates, and we can call the 
continuous group of transformations of space i nto itself which leave the distance 
of every pair of points i nvariant, the Euclidean group of transfor111atio11s. Then 
Eucl idean geometry is the study of those properties of figures in space which are 
not destroyed by the Eucl idean transformations. Defined in this way, it fully 
coincides with Euclidean geometry of the Greeks. 

But the exactness of this coordinate geometry is no longer problematic, for it 
i s  perfectly explained by the exactness of the numerical operat ions. 

Consequently it is natural to consider the geometry determined by a transfor
mation group in a Cartesian space as the only exact Euclidean geometry and to 
see its approx imative real ization in the world of experience as a physical phenom-



enon, which on principle has the same character as, for instance, Boyle's law, and 
which can be formulated as fol lows : 

'In the world of experience there occur certain objects called rigid bodies. They 
admit a group of transformations called motions. This group can be mapped with 
a high degree of approximation on the six-parameter group of the Euclidean 
transformations in a three-d imensional Cartesian space. By this mapping the l ight
rays in the world of experience are mapped on the straight l ines in the Cartesian 
space.' 

If somebody objects that not only the motions of rigid bodies and the propaga
tion of l ight, but all physical phenomena whatever happen for us i n  a three
dimensional Eucl idean space, then we can reply that this holds only insofar as 
measurements are made on these other phenomena by means of l ightrays or of 
the group of motions of rigid bodies, for i nstance to determine directions, lengths 
or volumes; in other words, insofar as we restrict ourselves with respect to these 
other phenomena to their substratum in the space of the propagation of l ight and 
of rigid bodies. 

However, as long as the human mind had not constructed by means of numbers 
other groups, comparable in wealth of properties to the Euclidean, a mathematical 
origin of the Eucl idean group i ndependent of the realm of numbers was st i l l  con
ceivable. But this posit ion became untenable when in the course of the last century 
projecti ve and non-Eucl idean geometries were discovered. 

In order to obtain projective geometry, we define a point as the ratio of four 
real numbers, called the coordinates of the point ; three-dimensional projective space 
as the set of the points defined i n  this way, projective transformations as transfor
mations by which the coordinates of the image are l inear functions of those of the 
original point, and projectil•e geometry as the theory of the properties of figures 
in space which are not destroyed by the group of projective transformations. 

By withdrawing a single plane from a projective space we obtain a Cartesian 
space ; conversely a Cartesian space can be completed to a projective space by 
adding a so-called 'plane at infinity'. Then the Eucl idean transformation group in 
the Cartesian space can be considered as a Euclidean transformation group in the 
projective space; as such it is a subgroup of the projective transformation group. 
Thus properties invariant for the project ive group are a fortiori i nvariant for the 
Euclidean group, so projective geometry can st i l l  be considered as part of Eucl idean 
geometry, and the existence of the former is compatible with the mathematical 
apriority of the latter. 

However, besides the Euclidean group the projective group contains the non
Euclidean groups, which also depend upon six parameters and which are as rich 
in properties as the Eucl idean group. They sat isfy the same axioms except the 
axiom of paral lels which must be replaced by another axiom. Each of these groups 
gives rise to a trigonometry in which there occurs a constant, called curvature, 
which is characteristic for the group. If the curvature is positive, then the geometry 
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is called ell iptic, if negative, then hyperbolic; in  Euclidean geometry the curvature 
is zero. 

But a non-Euclidean group contains no Euclidean group, the non-Eucl idean 
invariants are in general not invariant for the Euclidean group; consequently non
Euclidean geometry cannot be considered as a part of Euclidean geometry. Thus 
in coordinate geometry Euclidean and non-Euclidean geometry have equal rights, 
but they contradict each other, and it can no longer be maintained that the former 
is a priori in mathematics. 

At the same time i t  must be admitted that with respect to physical space, i .e. 
the space of l ightrays and rigid bodies, i t  is conceivable that more refined measuring 
instruments would show that it could be mapped with better approximation on a 
non-Euclidean space with very small curvature than on a Euclidean space. 

Sti l l  some philosophers deny this possibil ity in virtue of the argument that, 
though it be conceded that the axiom of parallels is not a priori in mathematics, 
our faculty of cognition can assimilate the world of experience only in the form 
of Euclidean geometry; i n  this sense Euclidean geometry would conserve physical 
apriority. Of course these philosophers wil l  not be forced to change their opinion 
before experience makes it necessary to represent the motions of rigid bodies by 
a non-Euclidean transformation group. It i s  true that as yet such a revolution i s  
out o f  the question, though in  physics and mechanics something i s  happening that 
makes their posit ion extremely weak. 

Besides the geometry of rigid bodies at rest there appears i n  mechanics another 
Euclidean geometry, that of velocity bodies, i .e .  of the systems of velocities which 
the points of a mechanism can have at a certain moment. For a velocity body of 
a mechanism remains a velocity body of that mechanism, firstly when to each of 
i ts veloci t ies one and the same velocity is added, and secondly when the mechanism 
is rotated and thereby the velocity body is also rotated; consequently the velocity 
body behaves exactly l ike a rigid body in a three-dimensional Euclidean space. 

Now, i n  modern mechanics this behaviour must be revised as follows : The 
three-dimensional geometry of velocity bodies is not Euclidean, but hyperbolic 
with a very small curvature. The sphere with the veloc i ty of l ight as its radius is 
for this geometry the i nfinite, thus velocit ies surpassing the velocity of l ight cannot 
be realized. Here the transition from a three-dimensional Euclidean geometry to 
a non-Euclidean geometry has actually taken place, and therefore it is no longer 
possible to maintain that the other original Euclidean geometry of experience is 
a priori in physics. 

There would sti l l be room for the theory of the English philosopher Russell, 
who adopts as a priori in physics only the project ive axioms which hold in Eucli
dean as well as i n  non-Euclidean geometry, leaving experiment to determine the 
curvature and the number of dimensions of the space. [B. A. W. Russell , An essay 
on the foundations of geometry, § 1 29-1 39.] 

However, even this standpoint becomes untenable in  the l ight of modern 



mechanics, because space and time are no longer considered as independent, and 
therefore are not unambiguously defined. 

For if space and time are each of its own right a priori for the whole world of 
experience, then it must be unambiguously defined whether two events are simul
taneous or not, in other words, in the four-dimensional world (x, y, z, t) of 
space and time there must pass through each point one defin ite three-dimensional 
space of simultaneity, containing 'the state of the world at one moment' . 

In classical mechanics this condit ion is satisfied ; here there exists in  the (x,y, z ,  t)
space a well defined pencil of parallel three-dimensional spaces of simultaneity. 
Such spaces of simultaneity can be constructed on a rigid body in rest by transport
ing clocks from one point to another in order to adjust resting clocks in different 
places with respect to each other. 

If a part of th i s  system is fixed while a translat ion is imparted to another part, 
then the space of simultaneity in the latter part will be the same as when it was at 
rest. But if the two spaces of simultaneity were determined by means of l ight 
signals, then the latter space of s imultaneity would be distorted with respect to 
the former. Thus, accord ing to classical mechanics, and from the point of view 
of the a pr iori , the latter space of simultaneity must be considered as false, or at 
least as apparent. For that matter, i t  could be decided by means of experiments on 
velocit ies or on the interference of l ight, wh ich of the two is the true space of 
simultaneity, for in the moving system the direction of the motion would play a 
special part in these experiments. The fundamental reason for this can be formu
lated as follows : rigid dynamics and the propagation of l ight admit different l inear 
transformationgroups, so that a translation brings about different transformations 
for each of them and thus changes their mutual behaviour. 

However, this theory is contradicted by the fact that the i nfluence of the earth's 
motion on phenomena of light, where it could be expected, has never been found. 
This fact underlies the so-called relativity postulate, due to Lorentz, which assigns 
the group of the propagation of l ight, i .e. the group of the so-called Lorentz 
transformations, to mechanics as well, of course abandoning its original group. 
According to this relat ivity postulate i t  will firstly be impossible to determine 
from the phenomena in some rigid system, whether i t  is at rest or in uniform motion; 
consequently the notion of absolute motion loses its sense. 

Further it is no longer true that of the two spaces of simultaneity ment ioned 
above one is false or apparent ; on the contrary both have equal rights and we are 
no longer entitled to speak of the space of simultaneity, i .e .  the space in the 
narrower sense of the word. 

The change in the relation of simultaneity is always attended with a change in 
the relation of collocality, in such a way that two different events can be made 
either simultaneous or collocal, but never both, by a suitable Lorentz transforma
tion in the (x, ) ', z, t)-space without i nterfering with the laws of nature. An excep
t ion and at the same t ime a transit ion between both categories is formed by such 
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pairs of events of which one is started by a l ight signal emitted by the other. 
Mentioning finally that space can be measured by time, in that every distance 

is equal to J - 1  times the time which l ight needs to cover it, we have certainly 
supplied in this connection sufficient arguments to show, should the theory persist, 
how difficult it will be to maintain that space and time are a priori, and that con
sequently the same holds for Euclidean geometry. 

Must it be concluded that there is no a priori form of perception at all for the 
world of experience? There is, but only in so far as any experience is perceived as 
spat ial or non-spatial change, whose intellectual abstraction is the intuition of 
time or intuition of two-in-one. From this i ntuition of time, independent of ex
perience, all the mathematical systems, including spaces with their geometries, have 
been built up, and subsequently some of these mathematical systems are chosen 
to catalogue the various phenomena of experience. Here it must be remarked that 
i n  order to catalogue sequences of phenomena, which are always finite, mostly 
i nfinite mathematical systems are applied, in which the finite sequences are ex
tended by induction. I t  is by no means determined a priori which mathematical 
systems will be chosen for this purpose; this is a question of convenience, of 
taste, or of custom. On the contrary, i n  exchange for its intuition of time, exper
ience receives the free disposition of all the mathematical systems. What we had 
to reject as a priori just now, was not the mathematical intuition of time, which 
is a measureless one-dimensional continuum conceived by one single subject, in which 
two different time-intervals are absolutely different and cannot be measured by 
each other, it was the scientific time-coordinate, which firstly is measurable, and 
secondly passes by for all the points of a three-dimensional space together, so that, 
if it were a priori, the statement that some event has lasted ten seconds, would 
have an unambiguous sense, immune to any scientific theory. 

It follows from what has been said that it is impossible to segregate a particular 
part of mathemat ics, calling it geometry, on the grounds that i t  is a priori. The 
quest ion arises if such a special denominat ion can be justified by a purely mathe
matical del imitat ion. I t  seems that only the following definition merits considera
tion in this respect : 

Geometry is concerned with the properties of spaces of one or more dimensions. 
In particular it incestigates and classifies sets, transformations and tramformation 
groups in these spaces. 

The spaces under considerat ion are built up out of one or more Cartesian sim
plices, which can be connected in different ways; consequently a space is not 
completely defined by its dimension alone. 

According to our definit ion all investigat ions in which only finite sets occur (e.g. 
on permutat ions and groups of permutat ions) must be considered as fall ing out
side geometry, though they can in many cases be applied in geometry; the same 
holds for investigations on denumerable sets, for instance number fields ; on the 
other hand it holds also for theories of more general spaces, such as Veronese 



and Hilbert have built up from non-Archimedean numbers. 
According to our definition the arithmetical operations with real numbers do 

belong to geometry, namely to one-dimensional geometry; l i kewise those with 
complex numbers belong to two-dimensional geometry. 

Usually several different geometries are studied in one and the same space; they are 
distinguished because each of them is based on a different group of transformations. 
A property of a figure is i nteresting in a given geometry only when i t  is i nvariant 
under the fundamental group. For i nstance the d ivisibil ity properties of real num
bers are based on the similarity group in one-dimensional space; those of complex 
numbers on that in two-dimensional space; the projective properties of one com
plex variable and the real plane geometry of c ircles are based on the conformal 
group of the sphere; the study of an automorphic function is based on a discon
tinuous subgroup of the last group; elementary Euclidean geometry is based on the 
group of motions; the general theory of plane algebraic curves either on the group 
of projective or on that of birational transformat ions of the complex projective 
plane, i .e .  a group in a four-dimensional space. 

Now a more general l ight is thrown on the properties of a geometry each t ime 
that we succeed in exhibit ing its basic group as a subgroup of a larger group. 
Firstly those of its properties which admit the larger group are either discovered 
at this moment, or their importance immediately increases; but also with respect 
to the other properties a more general and in most cases simpler point of view i s  
reached by subordinating them to the former. 

For instance in elementary geometry the projective properties were developed 
only after the projective group was chosen as its basis, but a better 
survey of the special Euclidean properties could be obtained by considering them 
as projective properties with respect to a degenerate fundamental surface at i n
finity, and because this fundamental surface can just as wel l  be chosen in the 
finite, they can be generalized at the same time. 

A s imi lar result is obtained by considering the group of addition and multi
pl ication as a subgroup of the projective group in one dimension or by considering 
the similarity group in n dimensions as a subgroup of the conformal group for 
which the point at infinity is fixed. In the latter case we find at once the corre
sponding properties for groups which result by fixing some finite point. 

Finally i t  can often be shown that figures and operations with which we became 
acquainted in the smaller group, can be completely defined by properties invariant 
for the larger group; they can then be more generally characterized, though per
haps it may be useful for special quest ions afterwards to consider the smaller 
group. An example is suppl ied by the potential functions in two dimensions, which 
at first were characterized in Euclidean geometry; after a point at infinity had been 
added and the conformal group had been introduced, it could be shown that such 
a function is completely defined by its invariants for the conformal group and that 
the Euclidean group is inessential for it .  
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In such cases it always turns out that a figure only unfolds its internal properties 
when for its definition only invariants of the largest possible group are used. 

Now the largest group we can strive to make sufficient for the definition of a 
geometrical figure, function or group, is that of the one-to-one continuous trans
formations, in other words, the group of analysis situs. It is only i n  recent years 
that people have tried to take ful l  advantage of this group in every domain of 
geometry. As results obtained i n  this way we can mention the reduction of the 
axioms for the main arithmetical operations, and of the plane Euclidean and non
Euclidean geometries ; the latter have been characterized by Cayley in  the pro
jective group, by Lie in the group of analytical transformations, and by Hilbert 

[ 4] in the group of analysis situs. 
Further results are the characterization of the translation by domains as the most 

general one-to-one continuous transformation of space i nto itself, and of the anal-
[5] ytical Lie-groups as the most general finite continuous transformation groups, 

though all this has as yet only been rigorously proved for one and two dimensions. 
Probably also the algebraic functions admit a simple characterization for analysis 

situs in the class of continuous, i n  general m-to-n transformations of a surface into 
i tself. At least in the simplest case it is known that a continuous transformation 
of a sphere into itself, which i s  at most one-to-two, is the one-to-one continuous 
image of the extraction of the square root. 

No less important is research on the general character of a system of several 
one-to-one continuous transformations of a surface i nto itself, and on the classes 
of discontinuous groups built from such transformations. In the first place the 
problem arises under which conditions these groups are isomorphic with the 
fundamental groups for the automorphic functions. 

But it will only be possible to solve these problems when we are supported by 
a classification for analysis situs of the sets of points in a space; so here l ies the field 
that in the first place deserves attention for research; for that matter a very special 
part of it has long since drawn general interest, namely the classification of spaces 
as a whole, in particular the distinction between different spaces of the same di
mension ; this is analysis situs in the narrow sense, studied since Riemann, and of 
paramount importance also for group theory, because spaces of the same dimen
sion but of different shape admit totally different transformation groups and thus 
totally different geometries. 

An immediately related problem is, in how far spaces of different dimension are 
different for our group. Most probably this is always the case, but it seems ex
tremely hard to prove, and probably it will remain an unsolved problem for a long 

[6] time to come. 
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As to the classification of subsets of a space, for one dimension it is straight
forward, in so far as it is important. But already in two dimensions we are imme
diately surrounded by an intricate multitude of problems, some of them very 
complicated. That they are so difficult to tackle is caused by the fact that at the 



outset no differentiable or monotone functions can occur; so we cannot proceed 
by calculation, but are thrown back upon the small number of notions, invariant 
for analysis situs, which have thus far been defined, such as limit point, connexion, 
domain, boundary. 

One of the most important notions that have recently been added to these is that 
of an open or closed Jordan curve, i .e. the one-to-one continuous image of a circle 
or of an arc of a circle. For this notion holds the fundamental theorem extremely 
important in this field of research, that in the plane an open Jordan curve deter
mines one domain, while a closed Jordan curve determines two domains, and that 
the boundary of each of the domains coincides with the Jordan curve. [7] 

The fact that this theorem, which seems quite evident, requires an elaborate 
proof and that the numerous fruitless attempts to simplify it fill an extensive l i t
terature, throws a clear light on the limitations to which reasoning i n  this field is 
subjected. 

For that matter, it is not true that any curve which divides the plane into two 
domains, having the curve as their common boundary, is a closed Jordan curve. 
On the other hand, in spite of many efforts no satisfactory proof has as yet been 
given for the seemingly very slight extension of Jordan's theorem, that the one
to-one continuous image of a closed curve is again a closed curve. 

No more are we certain that a closed Jordan surface, i .e. a one-to-one continuous 
image of a spherical surface, divides the three-dimensional Cartesian space into 

[8] 

two domains. [9] 
A further most fertile notion is that of a point on the boundary of a plane domain 

being attainable. It was introduced by Schoenflies and it means that from the 
domain an open Jordan curve, lying inside the domain and ending in the point, 
can be drawn. The theorem on the closed Jordan curve can be supplemented by 
the statement that all its points are attainable from both domains i nto which i t  
divides the plane. And the converse also holds : A curve that divides the plane 
into two domains in such a way that each of its points is attainable from both 
domains, is a closed Jordan curve. 

It is above all the introduction of the notion of an attainable point that has im
proved our understanding of the structure in analysis situs of the closed ( i.e. con
taining all their l imit points) plane sets of points. It enabled us to subject them to a 
splitting process, ending after a denumerable number of steps in points and Jordan 
curves. But hereby only a first step is taken towards the end: the classification for 
analysis situs of the plane sets of points. 

Another remark : An example of a theory developed only by reasonings belonging 
to analysis situs can be found in the classical treatment of projective geometry 
without coordinates. For as a matter of fact this treatment is based (let us restrict 
ourselves to three dimensions) on a system of Jordan surfaces and curves, called 
planes and straight lines; concerning these surfaces and curves certain axioms are 
adopted, which contain much that is redundant, but which at least are expressed 
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i n  terms belonging to analysis situs, and derivations of further properties are 
expressed in the same terms, without the use of coordinates. 

An appropriate system of coordinates, establishing the consistency of the axioms, 
can subsequently be constructed by the method of Von Staudt; this is also useful 
for a quicker solution of several special problems. 

In the same way it will not be necessary completely to banish coordinates and 
formulas from other theories when they have been successfully based on analysis 
situs, but the treatment without formulas, the 'geometrical' treatment, will be the 
point of departure, the analytical method will become a d ispensable tool. 

It was my main i ntention to demonstrate that it is possible and desirable to give 
priority to the geometrical method also in parts of mathematics where this has 
not yet been realized. 

x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x-x 

Author's note to the 1 9 1 9  reprint ( 1 9 1 9B) :  
If this lecture were given to-day, i t  would certainly mention in its first part the 
'general theory of relativity', contrived after 1 909, but this would not affect the 
conclusions on the theory of knowledge. Nor has the purport of the second part 
lost its actuality by the fact that several of the problems mentioned there have 
now been solved. 



FROM THE REVIEW OF:  G.  MANNOURY, M ETHODOLO
GISCHES UND PHILOSOPH ISCHES ZUR ELEMENTAR

MATHEMATIK (HAARLEM 1 909) 

[After a short survey of the book Brouwer continues :] 
Finally the book expresses the author's conviction about the origin of the mathe
matical truths, and there he defends the 'formalist' conception, which has also 
been advocated by Dedekind, Peano, Russell, Hilbert and Zermelo, against ' in
tuitionists' l ike for i nstance Poincare and Borel. This formalist conception recog
nizes no other mathematics than the mathematical language and it considers i t 
essential to draw up definitions and axioms and to deduce from these other pro
positions by means of logical principles which are also explicitly formulated 
beforehand. This has two consequences, which appear absurd to many people, but 
which Mannoury accepts, namely the priority of infinite over finite numbers and 
the belief in  higher cardinalities than that of the continuum. 

Concerning the formalist position the following questions arise again and again : 
'What i s  the reason why exactly these axioms, definitions and rules of i nference are 
accepted, and what is the origin of the conviction that in this way mathematics is 
produced and not nonsense talked?' The earlier partisans of the school, l i ke Dede
k ind and Peano, did not worry much about these questions, but Russell and Hil
bert tried to obviate them, the former by making it plausible that entities verifying 
his axioms 'logically exist', the latter by proving that the logical figure of 'contra
diction' cannot be derived in his system. However, neither of them has been able 
to avoid the intuitive application of complete induction, and therefore they have 
invigorated by their reasonings rather intuit ionism than formalism. 

Accordingly Mannoury tries to evade the difficulty in another way; he wishes 
to put the study of the special part which the language of mathematics plays among 
the infinite diversity of nonsense, on the shoulders of psychology. But even so i t  
is impossible for h im to  attain h i s  purpose, for l ike every science of  experience (i .e. 
generalization of experience) psychology presupposes mathematics at least up to 
the first infinite cardinal number inclusive. 

Therefore still no mathematical significance can be attributed to purely mathe
matical reasonings, l ike the author's proof of the main theorem of arithmetic, 
and the leak in formalism has not been stopped by Mannoury, no more than by 
Russell or Hilbert. 

Though it must be admitted that in several places in the book successful argumentr. 
are put up against intuitionism, this must be imputed mainly to the slovenly 
redaction of his arguments by Poincare, the only opponent whom Mannoury 
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combats in  this respect. Examples of such careless formulations, which expose 
i ntuitionism to criticism, are the rejection of every infinite number, including the 
denumerable, and the identification of mathematical existence with non-contra
dictority. It is only after these mistakes have been redressed, and after the basic 
intuition of two-ity has been accepted, that i ntuitionism becomes invulnerable. 



INTUITIONISM AND FORMALISM. t 

BY DR. L, E. J. BROUWER. 
(Inaugural address at the University of Amsterdam, read October 14, 1912.) 

THE subject for which I am asking your attention deals 
with the foundations of mathematics. To understand the 
development of the opposing theories existing in this field 
one must first gain a clear understanding of the concept 
" science " ;  for it is as a part of science that mathematics 
originally took its place in human thought. 

By science we mean the systematic cataloguing by means 
of laws of nature of causal sequences of phenomena, i. e., 
sequences of phenomena which for individual or social pur-

t Translated for the BULLETIN by Professor ARNOLD DRESDEN. 
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82 INTUITIONISM AND FORMALISM. [Nov., 

poses it is convenient to consider as repeating themselves 
identically,-and more particularly of such causal sequences 
as are of importance in social relations. 

That science lends such great power to man in his action 
upon nature is due to the fact that the steadily improving 
cataloguing of ever more causal sequences of phenomena 
gives greater and greater possibility of bringing about desired 
phenomena, difficult or impossible to evoke directly, by 
evoking other phenomena connected with the first by causal 
sequences. And that man always and everywhere creates 
order in nature is due to the fact that he not only isolates 
the causal sequences of phenomena (i. e., he strives to keep 
them free from disturbing secondary phenomena) but also 
supplements them with phenomena caused by his own activity, 
thus making them of wider applicability. Among the latter 
phenomena the results of counting and measuring take so 
important a place, that a large number of the natural laws 
introduced by science treat only of the mutual relations 
between the results of counting and measuring. It is well to 
notice in this connection that a natural law in the statement 
of which measurable magnitudes occur can only be understood 
to hold in nature with a certain degree of approximation; 
indeed natural laws as a rule are not proof against sufficient 
refinement of the measuring tools. 

The exceptions to this rule have from ancient times been 
practical arithmetic and geometry on the one hand, and the 
dynamics of rigid bodies and celestial mechanics on the other 
hand. Both these groups have so far resisted all improve
ments in the tools of observation. But while this has usually 
been looked upon as something accidental and temporal for 
the latter group, and while one has always been prepared to 
see these sciences descend to the rank of approximate 
theories, until comparatively recent times there has been 
absolute confidence that no experiment could ever disturb the 
exactness of the laws of arithmetic and geometry ; this con
fidence is expressed in the statement that mathematics is 
" the " exact science. 

On what grounds the conviction of the unassailable exactness 
of mathematical laws is based has for centuries been an object 
of philosophical research, and two points of view may here 
be distinguished, intuitionism (largely French) and formalism 
(largely German) . In many respects these two viewpoints 
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have become more and more definitely opposed to each 
other; but during recent years they have reached agreement 
as to this, that the exact validity of mathematical laws as 
laws of nature is out of the question. The question where 
mathematical exactness does exist, is answered differently 
by the two sides ; the intuitionist says : in the human intellect, 
the formalist says : on paper. 

In Kant we find an old form of intuitionism, now almost 
completely abandoned, in which time and space are taken to 
be forms of conception inherent in human reason. For Kant 
the axioms of arithmetic and geometry were synthetic a priori 
judgments, i. e . ,  judgments independent of experience and 
not capable of analytical demonstration; and this explained 
their apodictic exactness in the world of experience as well as 
in abstracto. For Kant, therefore, the possibility of dis
proving arithmetical and geometrical laws experimentally was 
not only excluded by a firm belief, but it was entirely un
thinkable. 

Diametrically opposed to this is the view of formalism, 
which maintains that human reason does not have at its 
disposal exact images either of straight lines or of numbers 
larger than ten, for example, and that therefore these mathe
matical entities do not have existence in our conception of 
nature any more than in nature itself. It is true that from 
certain relations among mathematical entities, which we as
sume as axioms, we deduce other relations according to fixed 
laws, in the conviction that in this way we derive truths from 
truths by logical reasoning, but this non-mathematical con
viction of truth or legitimacy has no exactness whatever and 
is nothing but a vague sensation of delight arising from the 
knowledge of the efficacy of the projection into nature of these 
relations and laws of reasoning. For the formalist therefore 
mathematical exactness consists merely in the method of de
veloping the series of relations, and is independent of the 
significance one might want to give to the relations or the en
tities which they relate. And for the consistent formalist 
these meaningless series of relations to which mathematics are 
reduced have mathematical existence only when they have 
been represented in spoken or written language together with 
the mathematical-logical laws upon which their development 
depends, thus forming what is called symbolic logic. 
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84 INTUITIONISM AND FORMALISM. [Nov., 

Because the usual spoken or written languages do not in the 
least satisfy the requirements of consistency demanded of this 
symbolic logic, formalists try to avoid the use of ordinary 
language in mathematics. How far this may be carried is 
shown by the modern Italian school of formalists, whose 
leader, Peano, published one of his most important dis
coveries concerning the existence of integrals of real differential 
equations in the Mathematische Annalen in the language of 
symbolic logic ; the result was that it could only be read by a 
few of the initiated and that it did not become generally 
available until one of these had translated the article into 
German. 

The viewpoint of the formalist must lead to the conviction 
that if other symbolic formulas should be substituted for the 
ones that now represent the fundamental mathematical rela
tions and the mathematical-logical laws, the absence of the 
sensation of delight, called " consciousness of legitimacy," 
which might be the result of such substitution would not in 
the least invalidate its mathematical exactness. To the phi
losopher or to the anthropologist, but not to the mathema
tician, belongs the task of investigating why certain systems 
of symbolic logic rather than others may be effectively pro
jected upon nature. Not to the mathematician, but to the 
psychologist, belongs the task of explaining why we believe in 
certain systems of symbolic logic and not in others, in partic
ular why we are averse to the so-called contradictory systems 
in which the negative as well as the positive of certain propo
sitions are valid.*  

As long as the intuitionists adhered to the theory of Kant it 
seemed that the development of mathematics in the nineteenth 
century put them in an ever weaker position with regard 
to the formalists. For in the first place this development 
showed repeatedly how complete theories could be carried 
over from one domain of mathematics to another : projective 
geometry, for example, remained unchanged under the inter
change of the roles of point and straight line, an important 
part of the arithmetic of real numbers remained valid for 
various complex number fields and nearly all the theorems of 
elementary geometry remained true for non-archimedian 

* See Mannoury, " Methodologisches und Philosophisches zur Elemen• 
tarmathematik," pp. 149-154. 
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geometry, in which there exists for every straight line segment 
another such segment, infinitesimal with respect to the first. 
These discoveries seemed to indicate indeed that of a mathe
matical theory only the logical form was of importance and 
that one need no more be concerned with the material than 
it is necessary to think of the significance of the digit groups 
with which one operates, for the correct solution of a problem 
in arithmetic. 

But the most serious blow for the Kantian theory was the 
discovery of non-euclidean geometry, a consistent theory 
developed from a set of axioms differing from that of elemen
tary geometry only in this respect that the parallel axiom was 
replaced by its negative. For this showed that the phenomena 
usually described in the language of elementary geometry 
may be described with equal exactness, though frequently 
less compactly in the language of non-euclidean geometry ; 
hence, it is not only impossible to hold that the space of our 
experience has the properties of elementary geometry but 
it has no significance to ask for the geometry which would be 
true for the space of our experience. It is true that elementary 
geometry is better suited than any other to the description of 
the laws of kinematics of rigid bodies and hence of a large 
number of natural phenomena, but with some patience it 
would be possible to make objects for which the kinematics 
would be more easily interpretable in terms of non-euclidean 
than in terms of euclidean geometry.* 

However weak the position of intuitionism seemed to be 
after this period of mathematical development, it  has recov
ered by abandoning Kant's apriority of space but adhering the 
more resolutely to the a priority of time. This neo-intuitionism 
considers the falling apart of moments of life into qualitatively 
different parts, to be reunited only while remaining separated 
by time as the fundamental phenomenon of the human intel
lect, passing by abstracting from its emotional content into 
the fundamental phenomenon of mathematical thinking, the 
intuition of the bare two-oneness. This intuition of two-one
ness, the basal intuition of mathematics, creates not only the 
numbers one and two, but also all finite ordinal numbers, 
inasmuch as one of the elements of the two-oneness may be 
thought of as a new two-oneness, which process may be 

* See Poincare, La Science et l'Hypothese, p. 104. [3] 
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repeated indefinitely; this gives rise still further to the small
est infinite ordinal number w. Finally this basal intuition of 
mathematics, in which the connected and the separate, the 
continuous and the discrete are united, gives rise immediately 
to the intuition of the linear continuum, i .  e. ,  of the " be
tween,"  which is not exhaustible by the interposition of new 
units and which therefore can never be thought of as a mere 
collection of units. 

In this way the apriority of time does not only qualify the 
properties of arithmetic as synthetic a priori judgments, but 
it does the same for those of geometry, and not only for ele
mentary two- and three-dimensional geometry, but for non
euclidean and n-dimensional geometries as well. For since 
Descartes we have learned to reduce all these geometries to 
arithmetic by means of the calculus of coordinates. 

From the present point of view of intuitionism therefore all 
mathematical sets of units which are entitled to that name can 
be developed out of the basal intuition, and this can only be 
done by combining a finite number of times the two operations: 
" to create a finite ordinal number" and " to create the infinite 
ordinal number w " ; here it is to be understood that for the 
latter purpose any previously constructed set or any previously 
performed constructive operation may be taken as a unit. 
Consequently the intuitionist recognizes only the existence of 
denumerable sets, i. e., sets whose elements may be brought 
into one-to-one correspondence either with the elements of 
a finite ordinal number or with those of the infinite ordinal 
number w. And in the construction of these sets neither the 
ordinary language nor any symbolic language can have any 
other role than that of serving as a non-mathematical auxil
iary, to assist the mathematical memory or to enable different 
individuals to build up the same set. 

For this reason the intuitionist can never feel assured of 
the exactness of a mathematical theory by such guarantees as 
the proof of its being non-contradictory,* the possibility of 
defining its concepts by a finite number of words,* or the 
practical certainty that it will never lead to a misunderstanding 
in human relations.t 

As has been stated above, the formalist wishes to leave to 
the psychologist the task of selecting the " truly-ma the-

* See however Poincare in Scienlia, No. XXIV, p. 6. t See however Borel in Revue du Mois, No. 80, p. 221. 
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matical " language from among the many symbolic languages 
that may be consistently developed. Inasmuch as psychology 
has not yet begun on this task, formalism is compelled to 
mark off, at least temporarily, the domain that it wishes to 
consider as " true mathematics "  and to lay down for that 
purpose a definite system of axioms and laws of reasoning, if 
it does not wish to see its work doomed to sterility. The 
various ways in which this attempt has actually been made 
all follow the same leading idea, viz . ,  the presupposition of 
the ex stence of a world of mathematical objects, a world 
independent of the thinking individual, obeying the laws of 
classical logic and whose objects may possess with respect to 
each other the " relation of a set to its elements." With 
reference to this relation various axioms are postulated, sug
gested by the practice with natural finite sets ; the principal 
of these are : " a  set is deterrnined by its elernents "; "for any two 
mathematical objects it is decided whether or not one of them is 
contained in the other one as an element "; " to every set belongs 
another set containing as its elements nothing but the subsets of 
the given set "; the axiom of selection : " a  set which is split 
into subsets contains at least one subset which contains one 
and not more than one element of each of the first subsets; the 
axiom of inclusion : " if for any mathematical object it is decided 
whether a certain property is valid for it or not, then there exists 
a set containing nothing but those objects for which the property 
does hold ";  the axiom of composition : " the elements of all 
sets that belong to a set of sets farm a new set. " 

On the basis of such a set of axioms the formalist develops 
now in the first place the theory of " finite sets." A set is 
called finite if its elements can not be brought into one-to-one 
correspondence with the elements of one of its subsets ; by 
means of relatively complicated reasoning the principle of 
complete induction is proved to be a fundamental property 
of these sets ;* this principle states that a property will be 
true for all finite sets if, first, it is true for all sets containing a 
single element, and, second, its validity for an arbitrary finite 
set follows from its validity for this same set reduced by a 
single one of its elements. That the formalist must give an 
explicit proof of this principle, which is self-evident for the 

* Compare, e. g.,  Zermelo, " Sur !es ensembles finis et le principe de !'in
duction complete," Acta Mathematica, 32, pp. 185-193. 

[5] 

[129] 



[3] 

[1 30] 

88 INTUITIONISM AND FORMALISM. [Kov., 

finite numbers of the intuitionist on account of their construc
tion, shows at the same time that the former will never be 
able to justify his choice of axioms by replacing the unsatis
factory appeal to inexact practice or to intuition equally 
inexact for him by a proof of the non-contradictoriness of his 
theory. For in order to prove that a contradiction can never 
arise among the infinitude of conclusions that can be drawn 
from the axioms he is using, he would first have to show that 
if no contradiction had as yet arisen with the nth conclusion 
then none could arise with the (n + l)th conclusion, and 
secondly he would have to apply the principle of complete 
induction intuitively. But it is this last step which the for
malist may not take, even though he should have proved the 
principle of complete induction ; for this would require mathe
matical certainty that the set of properties obtained after the 
nth conclusion had been reached, would satisfy for an arbitrary 
n his definition for finite sets,* and in order to secure this 
certainty he would have to have recourse not only to the un
permissible application of a symbolic criterion to a concrete 
example but also to another intuitive application of the prin
ciple of complete induction ; this would lead him to a vicious 
circle reasoning. 

In the domain of finite sets in which the formalistic axioms 
have an interpretation perfectly clear to the intuitionists, un
reservedly agreed to by them, the two tendencies differ solely 
in their method, not in their results ; this becomes quite dif
ferent however in the domain of infinite or transfinite sets, 
where, mainly by the application of the axiom of inclusion, 
quoted above, the formalist introduces various concepts, en
tirely meaningless to the intuitionist, such as for instance 
" the set whose elements are the points of space," " the set whose 
elements are the continuous functions of a variable," " the set 
whose elements are the discontinuous functions of a variable," 
and so forth. In the course of these formalistic developments 
it turns out that the consistent application of the axiom 
of inclusion leads inevitably to contradictions. A clear illus
tration of this fact is furnished by the so-called paradox of 
Burali-Forti.t  To exhibit it we have to lay down a few 
definitions. 

* Compare Poincarc, Revue de Metaphysique et de Morale, 1905, p. 834. t Compare Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1897. 
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A set is called ordered if there exists between any two of its 
elements a relation of " higher than " or " lower than," with 
this understanding that if the element a is higher than the 
element b, then the element b is lower than the element a, 
and if the element b is higher than a and c is higher than b, 
then c is higher than a. 

A well-ordered set (in the formalistic sense) is an ordered set, 
such that every subset contains an element lower than all 
others. 

Two well-ordered sets that may be brought into one-to-one 
correspondence under invariance of the relations of " higher 
than " and " lower than " are said to have the same ordinal 
number. 

If two ordinal numbers A and B are not equal, then one of 
them is greater than the other one, let us say A is greater than 
B; this means that B may be brought into one-to-one corre
spondence with an initial segment of A under invariance of 
the relations of " higher than " and " lower than." We have 
introduced above, from the intuitionist viewpoint, the smallest 
infinite ordinal number w, i. e., the ordinal number of the set 
of all finite ordinal numbers arranged in order of magnitude.* 
Well-ordered sets having the ordinal number w are called 
elementary series. 

It is proved without difficulty by the formalist that an 
arbitrary subset of a well-ordered set is also a well-ordered set, 
whose ordinal number is less than or equal to that of the 
original set ; also, that if to a well-ordered set that does not 
contain all mathematical objects a new element be added 
that is defined to be higher than all elements of the original 
set, a new well-ordered set arises whose ordinal number i s  
greater than that of  the first set. 

We construct now on the basis of the axiom of inclusion the 
set s which contains as elements all the ordinal numbers arranged 
in order of magnitude; then we can prove without difficulty, 
on the one hand that s is a well-ordered set whose ordinal 
number can not be exceeded by any other ordinal number in 
magnitude, and on the other hand that it is  possible, since not 
all mathematical objects are ordinal numbers, to create an 

* The more general ordinal numbers of the intuitionist are the numbers 
constructed by means of Cantor's two principles of generation (compare 
Math. Annalen, vol. 49, p. 226). 
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ordinal number greater than that of s by adding a new element 
to s,-a contradiction.* 

Although the formalists must admit contradictory results 
as mathematical if they want to be consistent, there is some
thing disagreeable for them in a paradox like that of Burali
Forti because at the same time the progress of their argu
ments is guided by the principium contradictionis, i. e., by the 
rejection of the simultaneous validity of two contradictory 
properties. For this reason the axiom of inclusion has been 
modified to read as follows : " If for all elements of a set it is 
decided whether a certain property is valid for them or not, then 
the set contains a subset containing nothing but those elements 
for which the property does hold."t 

In this form the axiom permits only the introduct:on of such 
sets as are subsets of sets previously introduced ; if one wishes 
to operate with other sets, their existence must be explicitly pos
tulated. Since however in order to accomplish anything at all 
the existence of a certain collection of sets will have to be 
postulated at the outset, the only valid argument that can be 
brought against the introduction of a new set is that it leads 
to contradictions ; indeed the only modifications that the 
discovery of paradoxes has brought about in the practice of 
formalism has been the abolition of those sets that had given 
rise to these paradoxes. One continues to operate without 
hesitation with other sets introduced on the basis of the old 
axiom of inclusion ; the result of this is that extended fields 
of research, which are without significance for the intuitionist 
are still of considerable interest to the formalist. An example 
of this is found in the theory of potencies, of which I shall 
sketch the principal features here, because it illustrates so 
clearly the impassable chasm which separates the two sides. 

* It is without justice that the paradox of Burali-Forti is sometimes 
classed with that of Richard, which in a somewhat simplified form reads 
as follows : " Does there exist a least integer, that can not be defined by a sen
tence of at most twenty words? On the one hand yes, for the number of 
sentences of at most twenty words is of course finite; on the other hand no, 
for if it should exist, it would be defined by the sentence of fifteen words 
formed by the words italicized above." 

The origin of this paradox does not lie in the axiom of inclusion but in 
the variable meaning of the word " defined " in the italicized sentence, which 
makes it possible to define by means of this sentence an infinite number of 
integers in succession. 

t Compare Zermelo, Math. Annalen, vol. 65, p. 263. 
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Two sets are said to possess the same potency, or power, if 
their elements can be brought into one-to-one correspondence. 
The power of set A is said to be greater than that of B, and the 
power of B less than that of A, if it is possible to establish a 
one-to-one correspondence between B and a part of A, but 
impossible to establish such a correspondence between A and 
a part of B. The power of a set which has the same power 
as one of its subsets, is called infinite, other powers are called 
finite. Sets that have the same power as the ordinal number 
w are called denumerably infinite and the power of such sets 

called aleph-null : it proves to be the smallest infinite power. 
According to the statements previously made, this power 
aleph-null is the only infinite power of which the intuitionists 
recognize the existence. 

Let us now consider the concept : " denumerably infinite 
ordinal number." From the fact that this concept has a clear 
and well-defined meaning for both formalist and intuitionist, 
the former infers the right to create the " set of all denumerably 
infinite ordinal numbers," the power of which he calls aleph
one, a right not rec0gnized by the intuitionist. Because it is 
possible to argue to the satisfaction of both formalist and 
intuitionist, first, that denumerably infinite sets of denumer
ably infinite ordinal numbers can be built up in various ways, 
and second, that for every such set it is possible to assign a 
denumerably infinite ordinal number, not belonging to this set, 
the formalist concludes : " aleph-one is greater than aleph
null," a proposition, that has no meaning for the intuitionist. 
Because it is possible to argue to the satisfaction of both 
formalist and intuitionist that it is impossible to construct* a 
set of denumerably infinite ordinal numbers, which could be 
proved to have a power less than that of aleph-one, but 
greater than that of aleph-null, the formalist concludes : 
" aleph-one is the second smallest infinite ordinal number," a 
proposition that has no meaning for the intuitionist. 

Let us consider the concept : " real number between 0 and 1 . " 
For the formalist th "s  concept is equivalent to " elementary 

---- ----------- ----

* If " construct "  were here repl:wed by " define" (in the formalistic 
sense) , the proof would not be satisfactory to the intuitionist. For, in 
Cantor's arµ:mrn·nt in :llath .  A 1111a/en, vol. 49, it is not allowed to replace 
the wordR " konnen wir bestimmen " (p. 214,  line 17 from top) by the words 
" muss es geben." 

[7] 
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series of digits after the decimal point, "* for the intuitionist 
it means " law for the construction of an elementary series of 
digits after the decimal point, built up by means of a finite 
number of operations." And when the formalist creates the 
" set of all real numbers between 0 and 1," these words are 
without meaning for the intuitionist, even whether one thinks 
of the real numbers of the formalist, determined by elementary 
series of freely selected digits, or of the real numbers of the 
intuitionist, determined by finite laws of construction. Be
cause it is possible to prove to the satisfaction of both formalist 
and intuitionist, first, that denumerably infinite sets of real 
numbers between 0 and 1 can be constructed in various ways, 
and second that for every such set it is possible to assign a real 
number between 0 and 1, not belonging to the set, the formalist 
concludes : " the power of the continuum, i. e. , the power of 
the set of real numbers between 0 and 1, is greater than aleph
null," a proposition which is without meaning for the intui
tionist ; the formalist further raises the question, whether 
there exist sets of real numbers between 0 and 1 ,  whose power 
is less than that of the continuum, but greater than aleph-null, 
in other words, "whether the power of the continuum is the 
second smallest infinite power," and this question, which is 
still waiting for an answer, he considers to be one of the most 
difficult and most fundamental of mathematical problems. 

For the intuitionist, however, the question as stated is  
without meaning ; and as soon as it has been so interpreted 
as to get a meaning, it can easily be answered. 

If we restate the question in this form : " Is it impossible to 
constructt infinite sets of real numbers between 0 and 1, whose 
power is less than that of the continuum, but greater than 
aleph-null?,'' then the answer must be in the affirmative; for 
the intuitionist can only construct denumerable sets of mathe
matical objects and if, on the basis of the intuition of the 

* Here as everywhere else in this paper, the assumption is tacitly made 
that there are an infinite number of digits different from 9 .  

t If  " construct " were here replaced by " define" (in the formalistic 
sense), and if we suppose that the problem concerning the pairs of digits 
in the decimal fraction development of ?r, discussed on p. 95, can not be 
solved, then the question of the text must be answered negatively. For, 
let us denote by Z the set of those infinite binary fractions, whose nth digit 
is 1, if the nth pair of digits in the decimal fraction development of 7r 
consists of unequal digits; let us further denote by X the set of all finite 
binary fractions. Then the power of Z + X is greater than aleph-null, 
but less than that of the continuum. 
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linear continuum, he admits elementary series of free selections 
as e1ements of construction, then each non-denumerable set 
constructed by means of it contains a subset of the power of 
the continuum. 

If we restate the question in the form: " Is it possible to 
establish a one-to-one correspondence between the elements of 
a set of denumerably infinite ordinal numbers on the one hand, 
and a set of real numbers between 0 and 1 on the other hand, 
both sets being indefinitely extended by the construction of 
new elements, of such a character that the correspondence shall 
not be disturbed by any continuation of the construction of 
both sets?, " then the answer must also be in the affirmative, 
for the extension of both sets can be divided into phases in 
such a way as to add a denumerably infinite number of 
elements during each phase.*  

If however we put the question in the following form : 
" Is it possible to construct a law which will assign a denumer
ably infinite ordinal number to every elementary series of 
digits and which will give certainty a priori that two different 
elementary series will never have the same denumerably 
infinite ordinal number corresponding to them?, " then the 
answer must be in the negative ; for this law of correspondence 
must prescribe in some way a construction of certain de
numerably infinite ordinal numbers at each of the successive 
places of the elementary series ; hence there is for each place 
Cv a well-defined largest denumerably infinite number av, the 
construction of which is suggested by that particular place ; 
there is then also a well-defined denumerably infinite ordinal 
number aw, greater than all a)s and that can not therefore be 
exceeded by any of the ordinal numbers involved by the law 
of correspondence; hence the power of that set of ordinal 
numbers can not exceed aleph-null. 

As a means for obtaining ever greater powers, the formalists 
define with every power µ a " set of all the different ways in 
which a number of selections of power µ may be made," and 
they prove that the power of this set is greater than µ. In 
particular, when it has been proved to the satisfaction of both 

* Calling denumerably unfinished all sets of which the elements can be 
individually realized, and in which for every denumerably infinite subset 
there exists an element not belonging to this subset, we can say in general, 
in accordance with the definitions of the text : "All denumerably unfinished 
sets have the same power." 

[3] 
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formalist and intuitionist that it is possible in various ways 
to construct laws according to which functions of a real variable 
different from each other are made to correspond to all elemen
tary series of digits, but that it is impossible to construct a law 
according to which an elementary series of digits is made to 
correspond to every function of a real variable and in which 
there is certainty a priori that two different functions will 
never have the same elementary series corresponding to them, 
the formalist concludes : " the power c' of the set of all func
tions of a real variable is greater than the power c of the con
tinuum," a proposition without meaning to the intuitionist ; 
and in the same way in which he was led from c to c', he comes 
from c' to a still greater power c". 

A second method used by the formalists for obtaining ever 
greater powers is to define for every power µ, which can serve 
as a power of ordinal numbers, " the set of all ordinal numbers 
of power µ," and then to prove that the power of this set is 
greater than µ. In particular they denote by aleph-two the 
power of the set of all ordinal numbers of power aleph-one 
and they prove that aleph-two is greater than aleph-one and 
that it follows in magnitude immediately after aleph-one. If 
it should be possible to interpret this result in a way in which 
it would have meaning for the intuitionist, such interpretation 
would not be as simple in this case as it was in the preceding 
cases. 

What has been treated so far must be considered to be the 
negative part of the theory of potencies ; for the formalist 
there also exists a positive part however, founded on the 
theorem of Bernstein :  " If the set A has the same power as a 
subset of B and B has the same power as a subset of A, then 
A and B have the same power " or, in an equivalent form : 
" If the set A = A1 + B1 + C1, has the same power as the 
set A 1 , then it also has the same po" er as the set A1 + B1. 

This theorem is self-evident for denumerable sets. If it is 
to have any meaning at all for sets of higher power for the 
intuitionist, it will have to be interpretable as follows : " If it is 
possible, first to construct a law determining a one-to-one 
correspondence between the mathematical entities of type A 
and those of type A1,  and second to construct a law determining 
a one-to-one correspondence between the mathematical entities 
of type A and those of types A1,  Bi , and C1 , then it is possible 
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to determine from these two laws by means of a finite number 
of operations a third law, determining a one-to-one corre
spondence between the mathematical entities of type A and 
those of types A1 and B1." 

In order to investigate the validity of this interpretation, 
we quote the proof: 

" From the division of A into A1 + B1 + C1, we secure by 
means of the correspondence 'Yi between A and Ai a division 
of Ai into A2 + B2 + C2, as well as a one-to-one correspondence 
'Y2 between A1 and A2• From the division of Ai into A2 + B2 
+ C2, we secure by means of the correspondence between 
Ai and A2 a division of A2 into A3 + B3 + C3, as well as a 
one-to-one correspondence 'Ya between A2 and A3• Indefinite 
repetition of this procedure will divide the set A into an ele
mentary series of subsets Ci, C2 , C3, • • •  , an elementary 
series of subsets Bi, B2, B3 • • •  , and a remainder set D. The 
correspondence 'Y c between A and Ai + B1 which is desired 
is secured by assigning to every element of Cv the corresponding 
element of Cv+I and by assigning every other element of A 
to itself." 

In order to test this proof on a definite example, let us 
take for A the set of all real numbers between 0 and 1 ,  repre
sented by infinite decimal fractions, for Ai the set of those 
decimal fractions in which the (2n - l)th digit is equal to the 
2nth digit ; further a decimal fraction that does not belong to 
A 1 will be counted to belong to Bi or to Ci, according as the 
above-mentioned equality of digits occurs an infinite or a finite 
number of times. I3y replacing successively each digit of an 
arbitrary element of A by a pair of digits equal to it, we secure 
at once a law determining a one-to-one correspondence 'Yi 
between A and A1• For of the element of A1 that corresponds 
to an arbitrary well-defined element of A, such as, e. g. ,  
7r - 3 we can determine successively as many digits as we 
please ; it must therefore be considered as being well-defined. 

In order to determine the element corresponding to 7r - 3 
according to the correspondence 'Ye, it is now necessary to 
decide first whether it happens an infinite or a finite number of 
times in the decimal fraction development of 7r - 3 that a 
digit in an odd-numbered place is equal to the digit in the 
following even-numbered place ; for this purpose we should 
Pither have to invent a process for constructing an elementary 
series of such pairs of f'qual digits, or to deduce a contradiction 

[1 37] 
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from the assumption of the existence of such an elementary 
series. There is, however, no ground for believing that either 
of these problems can be solved.* 

Hence it has become evident that also the theorem of 
Bernstein, and with it the positive part of the theory of 
potencies, does not allow an intuitionistic interpretation. 

So far my exposition of the fundamental issue, which divides 
the mathematical world. There are eminent scholars on 
both sides and the chance of reaching an agreement within a 
finite period is practically excluded. To speak with Poincare: 
" Les hommes ne s' entendent pas, parce qu'ils ne par lent pas 
la meme langue et qu'il y a des langues qui ne s'apprennent 
pas." 

* Such belief could be based only on an appeal to the principium tertii 
exclusi, i. e., to the axiom of the existence of the " set of all mathematical 
properties," an axiom of far wider range even than the axioms of inclusion, 
quoted above. Compare in this connection Brouwer, " De onbetrouw
baarheid der logische principes," Tijdschrift voor Wijsbegeerte, 2e jaargang, 
pp. 152-158. 



A. Schoen:flies und H. Hahn , Die Entwickelung der Mengenlehre 
und ihrer Anwendungen. Erste Halfte. A l lgeme ine  Theor i e  d e r  un 
end l i chen  Mengen  und Theor i e  d e r  Punktmengen. Von A .  Schoen 
fl i e s. (XI u. 389  S.) Leipzig u .  Berlin 1913, B.  G .  Teubner. 

Die vorliegende Neubearbeitung des ersten Teiles des S ch o en f l i e s schen 
W erkes iiber die Mengenlehre bedeutet fiir die mathematische Literatur eine 
Bereicherung mit einem hervorragenden und auBerordentlich niitzlichen W erke, 
das sowohl als Lehrbuch wie als Nachschlagebuch einem dringenden Bediirf
nisse entgegenkommt, und der Verfasser hat durch die Opfer an Zeit und 
Arbeitskraft, die er zm: Sammlung des sehr verschiedenartigen und zerstreuten 
Materials hat bringen miissen, und durch die Gewissenhaftigkeit und Sorgfalt, 
mit der er die organische Zusammenstellung dieses Materials durchgefiihrt hat, 
seine Fachgenossen aufs hOchste verpflichtet. Wurzelte ja bei der einheitlichen 
Verarbeitung des Stoff es eine ganz besondere und dem Wissenszweig der Meng  en  -
lehre  eigentiimliche Schwierigkeit in der noch immer dauernden Divergenz der 
( stillschweigenden oder ausgesprochenen) philosophischen Grundanschauungen 
der verschiedenen Forscher, welche zueinander vielfach in kontradiktorischem 
Gegensatz stehen und derzufolge z. B. mancher Formalist der B orel schen 
MaBtheorie (Journ. de Math. (6) VIII) und mancher Intuitionist dem Z erm e lo 
schen Wohlordnungssatz (Math. Annalen 59 ,  65) jeden mathematischen Sinn 
absprechen muB. S choenfli e s  hat diese Schwierigkeit so umgangen, daB er 
von seinem W erke jede Philosophie ferngebalten, vielmehr ihm sozusagen eine 
moglichst weitherzige Axiomatik zugrunde gelegt hat, welche ohne sich um 
Nicbtkontradiktoritat oder auBeraxiomatische Existenz zu kiimmern, jeder bis
her veroffentlichten mengentheoretischen Entwickelung ihren Platz laBt, solange 
sie sich noch nicht ( wie z. B. der Begriff vom ,,All") ad absurdum hat fiihnm 
lassen. Nur in dieser Weise konnte es ohne Inkonsequenz gelingen, dem Buche 
einen fast enzyklopadischen lnhalt zu geben, ans dem jede Sekte sich das Ihrige 
herausschalen kann; mit Ausnahme freilich der Axiomatiker, weil es in Uber
einstimmung mit der Gesamtanlage nicht moglich war, auch den Untersuchungen 
iiber die Beziehungen zwischen den verschiedenen sp ez i e l l en  Axiomsystemon 
einen Platz einzuraumen ; in des wird wahrscheinlich auch diese Lucke ausge-
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fiillt werden durch das fiir die zweite Halfte in Aussicht gestellte axiornatische 
SchluBkapitel des W erkes. 

Bei dern irn obigen geschilderten Sachverhalt kann es keinen wundern, 
daB das Buch narnentlich fiir den auf intuitionistischer Grundlage arbeitenden 
Mathematiker vieles Uberfliissige enthalt. Um dies naher zu beleuchten, erinnere 
ich damn , daB fiir den Intuitionisten nur woh lkon s truierte  unendlicbe 
Mengen existieren, welche sich zusammensetzen aus einem Teile e r s t er  Art ,  
das sich als eine einzige Fundamentalreihe erzeugen lliBt , und einem Teile 

[2] zwe i t e r  Art ,  dem eine Fundamentalreibe f als Frechet sche V-klasse1) zu
grunde liegt , wabrend seine Elemente in sole her Weise durch je eine Folge 
von Auswahlen unter den Elementen einer endlichen Menge oder einer Funda
mentalreihe bestimmt werden, daB jeder Folge von Auswahlen eine Folge von 
einander einschlieBenden Teilgebieten von f mit gegen Null konvergierender 
Breite entspricht, und in den je zwei verschiedenen Folgen von Auswahlen ent
sprechenden Gebietsfolgen zwei auBerhalb voneinander liegende Endsegmento 
existieren. 2) 

[3] 

[ 140] 

Folgende Eigenschaft der wohlkonstruierten Mengen leuchten unmittel
bar ein : 

1. D i e  S umme e iner  end l i chen  Zahl ode r  e iner  Fundam ental 
re ihe  von e l em entefremden  w ohlkonstru ierten  Men g en i s t  w i eder
um e ine  w ohlkonstruierte  Menge.3) 

2. J ede  abge sch lo s s ene  w ohlkon struierte Punktmenge  s e t z t  
s i ch  aus  e iner  p erfekten und e in e r  ab:-:a hlbaren  P unktmenge  zusam
men ,  d. h .  das C antorsche  H aupttheorem bedarf fiir den Intuitionisten 
keines Beweises. 

3. Jede  n i cbtabzahlbare  woh lkons truiert e Punktmenge ent 
ha l t  e ine  p e r fekte  Te i lmenge ,  d .  h .  die ,,total imperfekten" Punktmengen 
(vgl. S. 361-364 des Schoenfl i e s schen Werkes) sind fiir den Intuitionisten 
ill usorisch. 

1) Wie ans dem Briefe von F r e c h  e t  an H e d r i c k  (Amer. Trans. XIV, S. 320 
bis 324) gefolgert werden kann, HUit sich die abziihlbare V-klasse auch unabhangig 
vom ,,voisinage"-Begriff definieren , indem namlich zu jedem Elemente e einer 
abzahlbaren L-klasse eine Fundamentalreihe von einander einschlieJ3enden ,,Um
gebungen" E, , E, , . . . gegeben wird in solcher Weise, daJ3 erstens jede Folge von 
Elementen e1 , e2 , • • .  , welche <ler Reihe nach in E, , E2 , • . •  enthalten sind, gegen 
e konvergiert, zweitens j ede gegen e konvergierende Folge in j edem Ev ein End
segment besitzt, drittens die ,,enclosable property" stattfindet. 

2) Die Zerlegung in eine Teilmenge erster und eine Teilmenge zweiter Art 
braucht nicht eindeutig bestimmt zu sein. Natiirlich kann auch einer von den bei
den Teilen in Fol'tfall kommen. 

3) Diese Eigenschaft lliJ3t sich wed er auf die Differenz no ch auf die V ereini
gungsmenge ohne weiteres ausdehnen. Z .  B. ist die Punktmenge : , ,alle reellen Zahl en 
zwischen 0 und 1 mi t A u s n  a h m  e der endlichen Dualbriiche", nur deshalb eine 
wohlkonstruierte Menge, weil die duale Entwicklung einer willkiirlichen Zahl dieser 
Menge eine Fundamentalreihe von endlichen Gruppen von gleichen Ziffern (ab
wechselnd O und 1) liefert, so daJ3 die Menge sich mittels einer Fundamentalreihe 
von Auswahlen unter den endlichen Zahlen bestimmen HiBt. Dieser Schritt geht 
freilich weiter als mein romischer Vortrag (Atti del 4. congr. int. Ill, S. 570), und 
au ch weiter als die B o r e  1 schen Ausfiihrungen iiber wohlkonstruierte Men gen ( J ourn. 
de Math. (6) VIII, S. 1 70) ; er erscheint mir aber als eine notwendige Konsequenz 
des Intuitionismus. 
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Ein Beispiel einer n i chtwohlkon s truierten  M e ng e  ist folgendes : 
Eine zwischen 0 und 1 schwankende Funktion f(x) einer zwischen 0 und 1 

variierenden reellen Variablen x werde so definiert, daB die duale Entwickelung 
von f(x) an der m-ten Stelle dann und nur dann eine 1 besitzt, wenn m die 
groBte zweier solcher Zahl en I-' und v ist , daB sowohl die v - te Dezimalstelle 
von x, wie die 1-' -te Dezimalstelle von n die gleiche Ziffer besitzt wie die auf 
sie folgende Stelle, und es in beiden dezimalen Entwickelungen zum n - ten Male 
ist, daB diese Eigenschaft auftritt. Diesc Funktion ist wohldefiniert , weil fiir 
jedes x der Wert von f(x) sich gleichzeitig mit x mit jedem Grade der Ge
nauigkeit approximieren laBt. Hierauf griindet der nicht intuitionistisch Den
kende die Existenz der Menge  d e rj e n i g e n  Werte  von  x ,  fiir w e l che  f(x) 
rat i ona l  au s fa l l t ,  ein Begriff, der dem Intuitionisten dunkel bleibt, solange 
die fragliche Menge ihm nicht in der Form einer wohlkonstruierten Menge 
dargeboten wird, was sicher nicht gelingen kann ohne einen Beweis, entweder 
daB die Zahl der bei der dezimalen Entwicklung von n auftretenden Paare 
von aufeinander folgenden gleichen Ziffern endlich, oder daB sie unendlich ist. 
Und die Behauptung, da.B von diesen beiden Aussagen jedenfalls eine die rich
tige ist , wiirde einen intuitionistischen Sinn erst dann bekommen , wenn ein 
W eg angegeben wiirde ,  der nach einer endlichen ( wenn au ch vielleicht sehr 
groBen) Zahl von Schritten notwendig zu einem der beiden Satze fiihren mii.Bte. 
Mit anderen Worten: Der Intuitionist erkennt zwar vom l og i s chen  Satz vom 
Wide r sp ruch ,  nicht aber vom l og i s ch en  S atz vom ausge sch l o s s e n e n  
Dr  i t  t en  die mathematische Zulassigkeit an. Oder auch : Der Intuitionist kann 
von einem mathematischen Problem die Moglichkeit der UnlOsbarkeit nicht a 
priori verwerfen.1) 

Wir sahen oben, daB das Can  to-rsche Haupttheorem fiir den Intuitionisten 
keines Beweises bedarf, und wollen uns nunmehr die Frage vorlegen, ob viel
leicht dennoch die iiblichen mengentheoretischen Beweise dieses Theorems, welche 
sich ja nicht nur auf wohlkonstruierte Mengen, sondern auf einen allgemeineren 
Mengenbegriff beziehen, eine intuitionistische Interpretation zulassen, nach der 
sie etwas Ni chtse lbstvers � and l i ch e s  lehren. Diese Beweise zeigen aber 
genau genommen ausschlie.Blich die Kontradiktoritat der Existenz einer wohl
geordneten Punktmenge vom Ordnungtypus .Q, von welcher jeder Pnnkt von 
abzahlbarer Ordnung ware, bzw. von der Menge der auf ihn folgenden Punkte 
einen endlichen Abstand besaBe. Die aus dieser Kontradiktoritat gezogene 
Folgerung , daB die Menge der Punkte abzahlbarer Ordnung bzw. die Menge 
der von einer abgeschlossenen Punktmenge der Reihe nach als isoliert abge
spaltenen Punkte , sich abzahlen lasse , b e ruht  auf d e m  Sat z  vom ausge -

1 )  Betreffs der Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten fiir die 
Mathematik und speziell fiir die formalistische Machtigkeitstheorie vgl. Tijdschrift 
voor Wijsbegeerte II, S. 156-158 ; Amer. Bull (2) XX, S.  92  Akg. 2 u. S. 96  Akg. 1 .  
Durch die obige Auffassung werden auch die im S c h o e n fli e s schen Buche ge
machten Unterschiede zwischen ,,logischer Entscheidbarkeit" und ,,konstruktiver 
Herstellbarkeit" einerseits (S. VI) und zwischen ,,praktischer Entscheidbarkeit" und 
,,interner Bestimmtheit" andererseits (S. 6) hinfallig. Und da1\ unabhangig von dem 
Vorhandensein der Losung des Problems der Transzendenz der E u l e r schen Kon
stante 0, die Menge der algebraischen Zahlen dennoch existiert, beruht fiir den 
Intuitionisten nicht, wie fiir C a n t o r  und S c h o e n fl i e s ,  auf der ,,internen Be
stimmtheit" dieser Losung, sondern einfacb auf der Tatsache, daB man die alge
braischen Zahlen als eine Fundamentalreihe abzahlen kann. 

[4] 
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s ch l o s s en en  Dritten ,  und ist deshalb vom intuitionistischen Standpunkte 
unerlaubt 1) ;  die Kontradiktoritat selbst aber lehrt den Intuitionisten nichts 
Neues. Eine wohlkonstruierte Punktmenge, welche eine Teilmenge zweiter Art 
besitzt, laBt sich nii.mlich nur so linear ordnen, daB in einer gewissen Teilmenge 
zweiter Art t eine Folge i1 , i2 , • • •  von aus der entsprechenden Fundamental
reihe f gebildeten endlichen Gruppen elementefremder Gebiete der Reihe nach 
als endliche Mengen linear geordnet werden , und zwar in solcher Weise, daB 
@) { ik + 1 , ik + 2 , • • •  ) fiir jedes k die ganze Menge r ausfiillt und jedes Gebiet 
von i, + 1 entweder ganz auBerhalb von i, liegt oder in einem der Gebiete von 
i, enthalten ist, wii.hrend jede Folge von Gebieten e1 , � ,  • . .  , welche der Reihe 
nach zu i1 , i2 , • . •  gehoren , gegen einen einzigen Punkt von t konvergiert2) ;  
weiter folgt, daB die Gebietsmengen i1 7 i2 , . • •  sich als eventuell auch unend
liche Gebietsmengen immer so angeben lassen, daB jedes i, fiir sich die ganze 
Menge t ausfiillt und j e de s  Gebiet von i, beim Ubergang zu iv+ 1 in Teilge
biete zerlegt wird. Durch diesen ProzeB bekommen aber nur diejenigen Punkte 
von r einen ,,nachstfolgenden" Punkt, welche von einem gewissen v an bei jeder 
Zerlegung ihres Gebietes zum ,,letzten" Teilgebiet gehoren; sie lassen sich mit
hin mittels einer Fundamentalreihe abzahlen, so daB e i n e  wohlkonstrui e rt e  
Menge ,  we lche  e ine  Te i lmenge  zwei ter  Art  enthalt ,  s i ch  nicht 
in ihrem G anzen  w ohlordnen  l ii.Bt ,  und  nichtabzahlbare  wohlge
ordn e t e  Mengen  iib erhaupt n i cht exist ieren.3) 

Aus dem Vorstehenden folgt, daB der Intuitionist im Schoenfli e s schen 
Buche einerseits den Entwicklungen, welche sich um das C antorsche Haupt
theorem gruppieren, nur einen sehr beschrankten Sinn beilegen kann, anderer
seits allen denjenigen Theorien, in welche nichtabzii.hlbare Ordnungszahlen ein
gehen, insbesondere also den hOheren Alefs und dem Kontinuumproblem jeden 
Sinn absprechen muB. 

DaB auch der Aquivalenzsatz (den, nebenbei bemerkt, Schoenfl i e s  auf 
S. 33 in etwas leichtfertiger Weise als partiellen Beleg fiir den GroBencharakter 
der Machtigkeiten einfiihrt) fiir den Intuitionisten bedeutungslos ist, habe ich 
bei einer friiheren Gelegenheit auseinandergesetzt.4) 

Die Erorterung des Vergleichbarkeitsproblerns unabhangig vom Ordnungs
begriff soll nach dem V erfasser ( S. V u. 4 7) ihre Berechtigung find en in ihrer 

1) Der Intuitionist unterscheidet die mittels der klassischen Logik herge
leiteten mathematischen Theoreme in r i c h t i g e  und n i c h t k o n t r a d i k t o ri s c h e  
Theoreme. Nur die erste Kategorie hat fi.ir ihn mathematische , die zweite aus
schlieBlich scholastische Bedeutung. Die positive Aussage des C a n  t o r schen Haupt
theorems gehort aber zur zweiten Kategorie. 

2) Damit das Obige einen intuitionistischen Sinn habe, muB natiirlich die Menge 
aller zu den verschiedenen i, gehorigen Gebiete sich als eine einzige Fundamental
reihe tatsachlich abzahlen lassen. 

3) Dem .Q muB der Intuitionist schon deshalb skeptisch gegeniiberstehen, weil 
er das K o m p r e h e n s i o n s ax i o m ,  auf Grund dessen im allgemeinen ,,alle" mathe
matischen Dinge, welche eine bestimmte Eigenschaft besitzen, zu einer Menge, und 
im besonderen ,,alle" abzahlbaren Ordnungszahlen zur zweiten Zahlklasse (S. 109 des 
§ c h o e n f l i e s schen Werkes) vereinigt werden , nicht anerkennt. Durch die obige 
Uberlegung hat man aber iiberdies von vornherein vollige Sicherheit, dal.I in der intui
tionistischen Mathematik niemals eine Menge vom Ordnungstypus .Q wird auftreten 
konnen. V gl. au ch eine hiermit verwandte , iibrigens nicht gleichwertige .A.ussage 
iiber die Nichtaquivalenz der zweiten Zahlklasse mit dem Kontinuum, Amer. Bull. 
(2) xx, s. 93. 

4) Amer. Bull. (2) XX, S. 94.-96. 
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Analogie mit den bekannten Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geo
metrie. Es besteht indes ein sehr wesentlicher Unterschied. In der Geometrie 
untersucht man die Existenz von rnathematischen Systernen, welche nur einem 
Teile des geometrischen Axiomsystems , rnit AusschluB eines anderen Teiles, 
geniigen ;  bei der Schoenfl i e s schen Vergleichbarkeitstheorie aber weiB man 
im voraus, daB fiir die rnathernatischen Systeme, welche der beibehaltenen Axiom
gruppe geniigen, auch die fortgelassenen Axiorne ihre Giiltigkeit behalten, womit 
die Sache jedes intuitionistische Interesse verliert. 

Bietet mithin das Buch auf der einen Seite dern Intuitionisten zu viel, 
so wird auf der anderen Seite mancher Formalist im Aufbaue der Theorie einen 
sehr wesentlichen Punkt vermissen, weil von den endlichen Zahlen nicht nur 
alle Eigenschaften ( einschlieBlich des Prinzips der vollstandigen Induktion ), 
sondern auch die auBeraxiomatische Existenr. ohne weiteres vorausgesetzt werden. 
Indes wird er wegen dieses Mangels dem V erfasser deshalb keinen V orwurf machen 
konnen, weil von einem formalistischen Aufbaue der Mathematik unabhangig von 
diesen Annahmen bisher nur die allerersten Anfitnge in der Literatur vorliegen. 

Auch unabhiingig vom eingenommenen philosophischen Standpunkt gibt 
einiges im Buche zu Bedenken AnlaB. 

Was der Verfasser unter einer unendlichen Menge versteht , wird nicht 
deutlich genug ausgesprochen:  auf die D e dekind sche Begriffsbildung von S. 9 
werden ja die weiteren Entwickelungen nicht gestiitzt ; es wird im Gegenteil 
folgende Definition fast iiberall stillschweigend vorausgesetzt: ,,Jede mathe
matische Menge, welche nicht zu den endlichen Mangen, wie wir alle sie kennen, 
gehOrt, soll eine unendliche Menge heiBen" ; diese Definition hatte aber aus
driicklich formuliert und ihre Gleichwertigkeit mit der D edekindschen nach 
C antor 1) ausdriicklich bewiesen werden miissen. 

Schon in der V orrede betont der V erfasser, daB er die transfinite Induktion 
an die Spitze seiner Entwicklungen gestellt hat ; mit dem ausgedehnten Ge
brauch, den er von diesem Prinzip das gauze Buch hindurch gemacht hat, werden 
aber in seinem vollen Umfange wenige Fachgenossen einverstanden sein. So 
wird der Z ermelosche Beweis des Wohlordnungssatzes, dessen scholastische 
Scharfe auch der strengste Intuitionist bewundern muB , von Schoenfl i e s  
denaturiert, wo  er ihn (S. 1 71 -1 73) abzukiirzen versucht durch Anwendung 
der transfiniten Induktion auf eine n icht  praexist ieren de ,  s ondern  erst  
an  der  Hand der  transfiniten Indukti o n  schrittwe i s e zustande  
kommende  Ab bi ld  ung ,  wobei iibrigens iiberdies nur der Satz, daB die 
Menge M eine der Menge der Ordnungszahlen oder einem Abschnitte derselben 
ahnliche T ei lmenge  enthalt, also nur ein B estandtei l  des Z erme lo schen 
Satzes bewiesen wird. 

Auch die Anwendung der transfiniten Induktion zum Beweise der De
finierbarkeit bzw. Konstruierbarkeit der Ordnungszahlen mittels der C an tor 
schen Erzeugungsprinzipien (S. 109 und 142), ist unberechtigt. Das Wort 
,,Definierbarkeit" kann bier namlich nur im Sinne von ,,endlicher Definierbar
keit" verstanden werden 2), und auf diesen Begriff ist die transfinite Induktion 

1) Mathern. Annalen 46, S. 495. 
2) Eine Definition mittels einer u n e n dl i c h e n  Zahl von Anwendungen der 

beiden Erzeugungsprinzipien wiirde namlich der Herstellung der Ordnungszahl durch 
Juxtaposition von Einheiten ohne weiteres gegeniiber, keinen prinzipiellen Unter
schied aufweisen. 

[143] 
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nicht anwendbar, weil innerhalb einer Fundamentalreihe von Ordnungszablen 
die endlicbe Zahl der zur Definition der einzelnen Ordnungszahlen notigen 
Schritte unbescbrankt zunehmen konnte, in welchem Falle die zugehorige Limes
zabl nicht endlich definierbar zu sein brauchte. 

Die S. 39 gegen Padoa  gerichtete Kritik scheint mir auch mit dem Zu
satz von S. 389 unbegriindet, diejenige gegen Young auf S. 244 nur insofern 
berechtigt, als sie sich auf den urspriinglicben Youngschen Beweis in Palermo 
Rend. 2 1  bezieht; die spatere Modifikation davon in Mess. of Math. 1909 ist 
meiner Ansicht nach vollkommen einwandfrei. 

Ein Buch wie das vorliegende soll indes nicht nach Detailmangeln be
urteilt werden. Sein hauptsachlicher Zweck war, im Wissensgebiet der Mengen
lehre sowie in deren Teildisziplinen eine schnelle Orientierung zu ermoglichen, 
und dieser Zweck ist durch die selbstlose Arbeit des Verfassers in dankens
wertester und vollkommenster Weise erreicht worden. N ur eines bleibt zu 
wiinschen iibrig , namlich daB der im Erscheinen begriffenen zweiten Hiilfte 
ein sich iiber beide Halften erstreckendes Autoren- und Sachregister angehangt 
werde. 

Amsterdam. L. E. J. BROUWER. 



ADDENDA AND CORRIGENDA TO 'ON THE FOUNDA

TIONS OF MATHEMATICS' 1) 

Today the fol lowing remarks must be made in  relation to my book 2 ) 'Over de 
Grondslagen der Wiskunde' (Amsterdam, Maas & Van Suchtelen 1 907), which 
appeared ten years ago [ ( 1 907)] . 

I .  The group-theoretic characterisation of the arithmetic operations on the 
measurable continuum (p. 1 2-35) [p. 19-30] has been developed in detail in Math. 
Ann. 67 ( 1 909), p. 246-267 [Vol. 2, 1 909 C] . In particular one will find there on 
page 258 the proof of the properties mentioned in the book at the bottom of 
p. 20 and at the bottom of p. 22 [p. 23 and 24] , regarding the fixed points of 
the component one-parameter groups 3 ) ;  on pages 260-262 the justification of the 
transition on p. 25 [p. 25] from mere differentiability of the increment functions 
to the application of Lie's fundamental formula; on pages 264-265 the solution 
of the problem concerning the projective group, proposed on page 35 [p. 30]. 

2 .  The deduction of the arc length for the two-dimensional Euclidean and non
Euclidean geometries fol lowing Riemann's conception, which was performed on 
pages 43-46 [p. 34-36] by differentiations 4), has been accomplished by synthetic 
methods i n  Handelingen Nederl. Nat. Geneesk. Congr. 1 2  ( 1 909), p. 1 92-1 96 
[Vol. 2, 1 909 E] . The same result has been reached earlier by means of other in
finitesimal methods by W. Kill ing (Einfiihrung in die Grundlagen der Geome
trie I, Paderborn 1 893, p. 80-89) and by C. Flye-s1• Marie (Theorie des paral
leles, p. 1 2- 19  ). The deduction of the n-dimensional from the two-dimensional arc 
length has been developed in more detail in Handelingen Nederl. Nat. Geneesk. 
Congr. 1 2  ( 1 909), p. 1 96-1 99. 

3 .  The consequent sustainment of the intuitionist point of view (see { 1 9 1 4), p. 
79) [p. 1 40] demands that the third of the construction principles for sets of points, 
mentioned on pages 63-66 [p. 45-46] and also in ( 1 908 A) must be deleted. In the 
second principle not only ramifications with two branches, but also with any finite 
or denumerable infinite number of branches, must be admitted for the infinite tree 

1 9 1 7  

to which the operation 'completion to the continuum' is applied after the ramifi- [ 1 ] 

1 )  Reprinted from Yerslagen Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam 25 ( 1 9 1 7), p. 1 4 1 8- 1 423, 

observing the erratum to that publication. 

2) A discussion on this book has been held by G.  Mannoury and the author. See Nieuw Archief 

Wiskunde (2) 8 ( 1 908), p. 1 75-1 80, 326-328. [A translation of the most important parts of 

Brouwer's reply to M annoury is included i n  this volume ( 1 908 B)] 

3) Thus the deduction of  the latter property from the former, given on pages 2 1 -22 [ p. 23-24] 

becomes superfluous for the proof. 

4) Where differential quotients are used in this deduction, their existence is obvious. 

[1 45] 



cation has been carried out 5 ). Hereby the first construction principle becomes a 
special case of the second. The solution of the continuum problem which follows 
from the construction principles, remains valid after these changes. In each of the 
three places cited above, and also in ( 19 12A), p. 92-93 [p. 1 34-135] the evidence 
for the denumerable or continuous cardinality of a set of points (and also for 
the possibility of splitting a closed set into a perfect and a denumerable one) 
are based upon two essential suppositions, namely in the first place that the set 
can be constructed in such a way that it is individualized, i .e. so that different 
infinitely proceeding branches of the tree produce different points, and further that 
the individualized pointset can be internally dissected, i .e. that the process of 
breaking off the branches which do not ramify any more, which must terminate 
after a denumerable number of steps, really can be effected. Now it is true that 
from the intuitionist point of view the unrestricted comprehension axiom cannot 
be used (see below under 7); therefore it is impossible to avoid special hypotheses 
about the way in which the pointsets under consideration are constructed, and 
thereby about the l imitation of the domain of set theory. This implies the right 
to consider as contained i n  the construction principles such hypotheses as are 
desirable for the viabil i ty of the theory. However it has lately become clear to me, 
as I hope to explain i n  a paper that will shortly appear 6 ), that the limits of set 
theory can be extended leaving out the two suppositions, mentioned above, on the 
construction principles, whilst preserving the viability of the theory. As a conse
quence the solution of the continuum problem turns out the other way. An 
example of a subset of the continuum with a cardinal number between the de
numerable and the continuous is given in ( 19 12A) p. 92 in a footnote [p. 1 34, 
footnote t]. 

4. In the construction of examples of non-Archimedean operations on page 68, 
line 4 [p. 47] in stead of: 'if all their indices are greater than those of a given 
coordinate' should be read : 'if, given the preceding indices, every index is greater 
than a given number'. Further, on page 69, lines 1 ,  3 and 1 2  [p. 47,48] in stead of 
' index', ' indices' should be read 'number', 'numbers', and on page 7 1  l ine 1 3  [p. 
49] the letters q and r must be interchanged. Meanwhile extensive possibilities 
for the construction of commutative non-Archimedean operations have been 
developed by Hahn (Wiener Sitzungsber. 1 16 ( 1907), p. 601-655). 

5. The deduction on pages 85-88 [p. 55 -56] of the differentiability of a func-
[ I a] ti on from the continuity of the system of its difference quotients has been devel

oped in more detail and extended to higher differential quotients and to func
tions of several variables in Proc. Nederl. Akad. Wet. 1 1  ( 1908), p. 59-66 [Vol. 2, 
1908 D] . 

[ 1 46] 

6. The point of view about objectivity and apriority of space and time defended 
on pages 95-99 and 1 1 8-121 [p. 59-61 and 69-71 ]  has been confirmed by the 

5) As a matter of fact this was already done in a special manner on p. 1 58 [p. 87]. 

6)  ( 1 9 1 8) 



services which the theory of relativity has rendered to physics. See the considera
t ions on this point in ( 1 909), [p. 1 12-120], i n  particular as an il lustration of the 
necessity of the definition of objectivity on page 96 [p. 60] . 

7. In the argument that logic depends upon mathematics, on pages 1 3 1-132 
[p. 74-75] the applications i n  mathematics of the principle of tertium exclusum 
(or principle of tertium non datur) are called tautologies giving no information at 
all. This i s  an error; on the contrary these applications are often unjustified peti
tiones principii, as has been explained in ( 1 908 C), p. 1 52-1 58 [p. 1 09-1 l l ] .  
Further on page 1 35 [p. 76] the comprehension axiom (saying that the set of all 
mathematical entities having a certain property exists) is restricted to mathematical 
entities belonging to a previously constructed mathematical system s. Here we 
must add, i n  agreement with page 1 77 [p. 96], the condition that the set postu
lated in the axiom must itself be a constructible mathematical system. (The con
dition formulated by Zermelo in Math. Ann. 65 ( 1 908), p. 263, which according 
to him is essential for modern formalism, namely that it must be determined for 
every entity in  s whether the property in  question holds for i t  or not, is from the 
intuitionist point of view much too weak or much too strong, depending on 
whether the solvability of all mathematical problems is accepted or not.) 

8 .  Mannoury's paper cited on page 140 [p. 78] has in the mean time been 
reproduced with minor changes i n  his book 'Methodologisches und Philosophi
sches zur Elementarmathemati k', p. 59-72 and a paper containing a very similar 
reasoning on the same subject has been published by Zermelo in Acta Mathematica 
32 ( 1 909), p. 1 85-193. Both argumentations suffer from the mathematical mistake 
that they use without restriction the comprehension axiom and the principium 
tertii exclusi, and from the logical mistake that they do not contain a consistency 
proof. Moreover Mannoury's argument postulates on p. 7 1  the existence of an 
0-R, namely that of the written ordinal numbers; this postulate is equivalent 
with admitting the intuition of complete induction. Finally he assumes at the 
top of p. 72 without proof that a set a containing a subset equivalent to the set 
of all subsets of a set b also contains a subset equivalent to b 7 ); while Zermelo I.e. 
p. 1 90 needs for this proof the logical petitio principii expressed in the axiom of 
choice (see { l 9 12A l ), p. 1 5  [p. 129]). 

9. Concerning the discussion on the second number class on pages 144-149 [p. 
8 1-82] see { l9 1 2A2), p. 9 1  [p. 1 33] ; i n  the footnote the cited expressions : 'muss 
es geben' and ' konnen wir bestimmen' have been i nterchanged by a confusing 
printer's error. 

I O. Concerning the logically and mathematically precise formulation of the 
continuum problem given on pages 149- 1 5 1  [p. 82-83] and the corresponding 
solutions, see ( l 9 1 2A2), p. 9 1 [p. 1 33] ; note the restriction mentioned above under 
3. , regarding the solution of the first formulation given I.e . .  

7)  Another objection that was made in (1 9 1 1 )  against the same passage can easily be obviated 

by a small modification to the proof. 

[ 147] 
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1 1 . Concerning the well-ordering problem it can be remarked (in agreement 
with ( 1 9 14), p. 8 1 [p. 1 42], where however the wording is not so exact as might be 
desired) that a non-denumerable set of points, defined by an infinite tree, can only 
be l inearly ordered in the sense that successively a fundamental sequence of finite 
sets i 1 , i2 , . . •  of finite branches which are not continuations of each other, is 
l inearly ordered; in this process i t must be certain for each k that 9'{ik , ik+ 1 ,  • • . } 
contains an initial segment of every infinite final branch. Let us denote by A the 
denumerable set of finite branches, obtained by deleting from 9'{ik , ik+ 1 ,  . • •  } 
every branch which is a continuation of a preceding branch in  this set ; it can be 
proved in  each branch r of j. for at most one point (namely the point determined 
by choosing for µ > v in each consecutive jµ the last continuation i n  the order) 
that it has a next element in the resulting order for the pointset. Consequently the 
set of the points for which this can be proved cannot have a higher cardinality 
than the denumerable; therefore a point set of higher cardinality than the denumer
able can certainly not be well-ordered. 

1 2. The criticism of Bernstein's equivalence theorem has been made precise and 
i llustrated by an example in ( 1 9 1 2A), p. 94-96 [p. 1 36-1 38] . The criticism of the 
mapping, defined by Bernstein, of the denumerable order types on points of the 
continuum (p. 1 56-1 57 [p. 86-87] ) can be better formulated as follows. Bern
stein's method does not provide us with a means of constructing the point corre
sponding to a given denumerable order type; consequently the mapping can only 
be applied to the order types for which a definite choice has been made among 
the possible ways in which the order relation can be gradually determined parallel 

[2] to the enumeration of its elements; these order types form at most a denumerable 
set. 

1 3. The proposition discussed on pages 1 58-1 59 [p. 87], that F (the set of 
functions of a real variable) has a higher cardinality than C (the set of points of 
the continuum) is sometimes interpreted as follows: 'It is possible to make differ
ent functions correspond to all the points of the continuum, but to any infinite 
tree of such functions a function can be found that does not belong to it' (see 
( 1 9 1 2  A), p. 94 [p. 1 36] ). But by closer inspection this interpretation also turns 
out to be untenable, namely because of the circumstance that a discontinuous 
function, defined in the Cartesian XY-plane, does not necessarily define a function 
of x on the l ine x = y. 

[3] 1 4. On page 1 60 [p. 88] it is stated that even with respect to i nfinite mathe-

[ 1 48] 

matical systems the logical sum, the logical product and the complement set can 
always be safely introduced; this is based on the form of the comprehension axiom 
which has been criticized above under 7 . ;  therefore it cannot be maintained. Like
wise the principle of tertium non datur, which was maintained on the same page, 
and also on pages 1 63-164 [p. 89-90] for mathematical subjects and predicates, 
as opposed to non-mathematical subjects and predicates, has been rejected above 
under 7., even for mathematical systems. 



1 5. With respect to Russell's arithmetic i t  must be remarked that though the 
reasonings discussed on page 1 68 [p. 92] ('The Principles of Mathematics' p. 
1 2 1-123) are based on the intuition of complete induction, the author explicitly 
stresses that these reasonings are only provisional ; indeed the properties in ques
tion can also be derived independently of this i ntuition on the basis of the system 
of definitions cited on page 1 67 [p. 91] . But this does not corroborate Russell's 
standpoint, for this system of definitions can only be applied after the addition of 
a postulate saying that at least one class satisfying the conditions of the last axiom 
exists; such a postulate i s  not implied by the comprehension axiom and it i s  
practically equivalent with admitting complete induction. 

[1 49] 
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[1] 

Begrimdung der Mengenlehre unabhangig 

vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten. 

Brster Teil : 

A L L G E M E I N E  M E N G E N L E H R E . 

1 .  Die Kardinalzahlen. 

Der Mengenlehre liegt eine uubegrenzte Falge von Zeichen zu 
Grunde , welche bestimmt wird dur"cl1 ein erstes Zeichen und das 
Gesetz, das aus jedem dieser Zeichen das nachstfolgende herleitet. 
Unter den mannigfachen hierzu brauchbaren Gesetzen erscheint das
jenige am geeignetesten , welches die :Polge t der Ziffernkomplexe 
1 ,  2, 3 ,  4 ,  5 ,  . . . . . erzeugt. 

Eine Menge ist ein Gesetz , auf Grund dessen , wenn immer 
wieder ein willkilrlioher Ziffernkornplex der }'olge t gewahlt wird , 
jede dieser Wahlen entweder ein bestimmtes Zeichen , oder nichts 
erzeugt, oder aber die Hemmung des Prozesses und die definitive 
Vernichtung seines Resultates herbeifiihrt ,  wobei fiir jedes n nach 

[2] jeder ungehemmten Folge von n - 1 Wahlen wenigstens ein Ziffern
komplex angegeben werden kann , der , we:rm er als n-ter Ziffern
komplex gewahlt wird , nicht die Hemmnng des Prozesses herbei-

[3] fiihrt. J ede in dieser Weise von der Menge erzeugte Zeich(lnfolge 
(welche also im allgemeinen nicht fertig darstellbar ist) heisst ein 
Rlement der .Menge. Die gemeinsame Entstehungsart der Elemente 
einer Menge M werdeu wir ebenfalls kurz als die Menge M 
bezeichnen . 

[150] 

W enn verschiedene Wahlfolgen immer zu verschiedenen Zeichen
folgen filhren , so heisst die Menge individualisiert. 

Die Bestimmungsgesetze endlicher Zeichengruppen sowie unbe
grenzter Zeichenfolgen von der Art der Folge t, bilden besondere 
Falle von Mengen , deren Elemente von d;,n einzelnen Zeichen 
gebildet werden . Die Menge der Ziffernkomplexe von t werden 
wir mit A bezeichnen . 

Mengen und Elemente von Mengen werden rnathematische FJnti
tiiten genannt. 

Unter einer Species erster Ordnun_q verstehen wir eine Eigen
liJ 1 * 
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schaft, welche n nr eine mathematische En ti tat besitzen kann , in welchem 
Falle sie ein Rlement der Species erster Ordnung genannt wird. Die 
Mengen bilden hesondere Falle von Species erster Ordnung. 

Unter einer Species zweiter Ordnung verstehen wir eine Eigen
schaft , welche nur eine mathematische Entitfit oder Species erster Orcl
nullg besitzen kann , in welchem Falle sie ein Blement der Species 
Z'/IJeiter Ordnung genannt wird. 

In analoger Weise definierell wir Species n�ter Ordnung , wo n 
ein heliebiges Element VOil A repriism1tiert. 

Zwei Species 111 Ullcl N heissen /;;ongruent, wenn weder ein von 
jeclem Elemente von N verschiecleues Element von M noch ein 
von jedem ·Elemente von M verschiedenes Element voll N existieren 
kann , anders ausgedriickt : wenu jede fiir die cine Species irnrnog
liche Eige11schaft auch fiir clie andere Species unmiiglich ist ; mithin 
siucl Jl;/ und N, wenn sie beide einer dritten Species P kongrnent 
siud , auch einander kongruent .  

W enn ii.berdies jedes Element von JJ!I ebenfalls Element von Nist ,  so 
heissen jJf und N halbidentisch. W enn schliesslich anch jedes Element 
von N ehenfolls Element von M ist , so heissen Jlf und N itfentisc!t. 

Die Species , welche diejenigell Elemellte urnfasst , welche sowohl 
zur Species M wie zur Species N gehoren , heisst der lJurchschnitt 
von Llf und N, nod wird bezeichnet mit :tl ( 111, N). Der Durch
schnitt zweier Mengen braucht keine Menge zu sein .  

Die Species , welche diejenigen Elernente urnfasst , welche ent
weder zur Species 1lf oder zur Species N gehOren 1 heisst die Trer
eimf;un,r; von 1vl und N, und wird hezeichnet mit e (M, N). Die 
Vereinigung zweier Meugen ist wiederum eine Menge , die Ver
einigm�g zweier' individualisierter Mengen braucht aher keiue indi
vidualisierte Menge zn sein . 

Zwci Species Jlf nud N heissen elementefremd, wenn kein 
Element existieren kann , das sowohl zu 1lf wie zu N gehi)rt. 

Die Species 2J;J hcisst cine 11ei!species der Species N, wenn jedes 
Element von JI! ebenfall s  Element von N ist. Liisst sich iiberdies 
ein Element von N angeben , das nicht Element von JI{ ist , so 
heisst M eine echte 11eilspecies von N. 

Sincl Jl11 nnd M "  elcmentefrernd ,  und e CM', M") und N kon
gruent, so sagen wir , dass N sich a.us Jlf' und 21d" zusammensetzt, 
und nennen M' und JI{" Komplemeutiirspecies voneinander in N. 

Sind M' und M" eleruentefremcl ,  uncl e (M', M") und N iden
tisch , so sagen wir , class N in JI{' und 111 " zerlegt ist , und nennen 
M' nnd M" !..:01�jugierte Zerleg1m,r;sspecies von N, und sowohl M' 
wie M "  eine abtrennbare 1'eilspecies von N. 

[151] 
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Tn analoger Weise wie den Durchschnitt nnd die Vereinigung 
voJL zwei Species , definiert man den Durchschnitt und die Ver
eiuigung einer willk i.irlicheu Species von Species. 

In analoger W cise wie zwei Komplementiirspecies iu N resp. 
zwei Zerlegnt'tgsspecies von N, definiert man einc Species von 
Komplementarspecies in  N resp. eme Species von konjugierten Zer
legungsspecies von N. 

\Venn zwischcn zwei Species JI[ nnd N eine eineindeutige 
Bezieh1mg hergestellt werde11 ka11n , cl.h .  eiu Gesetz , welches jedem 
Elemente ct von 1ll ein Element {3 von N zuord net in solcher 
Weise , dass dabei jedes Blement vou N einem u1 1d nur einem 
bestimmten Elcmcnte vo11 M zugeorclnct wird , so schreibc11 wir 
J.lf "" N, uncl sagen , dass AI un N dieselbe JJfiicMiglceit oder Kar
dinalzahl besitzen , ocler gleic!t111iichlig siud. Die Menge cler Ziffern
komplexe 2, 3, 4, . . . . ist z. B. gleichmachtig mit der Menge 
der Ziffernkornplexe 1 ,  2,  3, . . . .  

Wenn jedem Elemente ct von !II ein verschiedencs .Hleme11t f3 
von N z11geord1 iet ist in solcher Weise , dass die Species cler {3 mit 
N iclentisch ist ,  so heissen M und N halbgleichmiichtig. Eine incli
vidualisierte Menge ist z. B. halbgleichmachtig mit der e11t:;:prechen
den Species u ngchcmmter Wahlfolgen . 

Eine Species N hcisst eltll!ich , wenn sie mit der Meuge der 
[4] Ziffernkomplexe eincs gewissen Anfangssegmentes der _Folge t gleich

miichtig ist. 

[152] 

Eine Species U heisst uuendlich , wenn jedes Element von A einem 
verschiedenen Elemente m von U zugeordnet werden kann .  Im 
l!'alle dass die Elemente w eine mit A gleichmiichtige abtrennbare 
'I1eilspecies von U bilden , heisst U reduzierbrtr uueudli"ch. 

Es existiert keiu Grund zu behaupten , class jede _Menge oder 
Species entweder endlich oder u 11e11dlich sei. Dagege11 -steht fest , 
class eine Species nicht gleichzeitig endlich und unencllich sein kann , 
und zwar auf Grund des folgenden Satzes : 

Hau11teigensclmft der endlichen Species, Piir jede llerstellungsweise 
der eineindeutigeu Bez£ehung zwischeit einer endlichen Species .IC und 
der Menge der Z�f!ernkomplea'e ei.Jles Aufangssegmentes van t, kurz : 
fiir jede Ziihlungsweise von E, wfrd dasselbe Anjangssegmeut von 
t benutzt. 

Beweis. Seien zwei Zahlungen von 1iJ gegeben , von denen die 
,, erste" das An fangssegment 1 ,  2,  3, . . .  T von t benntzt , wahrend 
die andere (als , , neue Zahlung" zu bezeichnen) , nicht wenij;er als 
1, 2, 3, . . .  r benutzt. Die Zahlung ,  in welche die erste Zahlung 
durch Verwechselung der Elemente , denen bei der ersten und bei 
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der neuen Zahlung die Ziffer 1 zugeordnet ist , i'Lbergeht ,  werden 
wir als ,,zweite Zahlung" bezeichnen. Alsdann· henutzen die erste 
nnd die zweite Zahlung dasselbe Anfangssegment von t, wiihrend hei 
der zweiten und bei der neuen Zahlung die Ziffer 1 demselben Elemente 
von E zugeordnet ist. Die Ziihlung , in welche die zweite Zahlung 
durch Verwechselung der Elemente , denen bei der zweiten und bei 
der neuen Zahlung die Ziff er 2 zugeordnet ist , iibergeht , werclen 
wir als , ,dritte Ziihlung" bezeichnen. Alsdann benutzen die erste 
und die dritte Ziihlung dasselbe Anfangssegment von t, wahrend 
bei der dritten und bei der neuen Zahlung die Ziffern 1 und 2 
je  demselben Elemente von E zugeordnet sind. In dieser Weise 
fortfahre11d ,  gelangen wir schliesslich zn einer ,,letzten Zahlung", 
welche ciner::;eit::; dasselbe Anfangssegment von t, wie die erste 
Ziihlung , also das Segment 1 ,  2, 3, . . .  r benutzt , andererseits die 
Ziffernkomplexe 1 ,  2, . . .  r je  demselben Elemente von R zuordnet, 
wie die neue Zahlung. Hierans folgern wir hinsichtlich der neuen 
Z�ihluug , dass , nachdern wir die Ziffernkomplexe 1 ,  2 , . . . r den
jcnigeu }Jlementen von ]iJ zugeordnet haben, denen sie bei der 
neuen Zahlung entsprechen , die Menge _g erschopft ist , d. h. dass 
die neue Zahlttng dasselbe Anfangssegment von t benutzt wie die 
erste Zahlung, w. z. b .  w. 

Auf Grnud der Haupteigenschaft diirfen wir die Ka1.0.inalzahl 
eincr endlichen Species mit dem letzten Ziffernkomplex der Folge 
t, der bei der Ziihlung der Menge benutzt wird ,. bezeichnen. Die 
Kardinalzahl einer Species ohne Element heisst Null und wird mit 
0 hezeichnet. 

Aus der Haupteigenschaft folgt unmittelbar, dass eine echte 'l'eil
apecies einer endl£cheJl Species B nicht mit B aelbst gleichmiichtij; 
sein lcann (die entgegengesetzte Annahrne fiihrt niimlich sofort auf 
einen Widerspruch). Insbesondere lcann eine endliche Species nicht 
gleichzeitig unendlich sein. 

Sei U eine reduzierbar unendliche Species ; {;� die abtrennbare , 
mit A gleichmachtige rreilspecies ; e1 , e2 , e3 , . • . . .  die Elemente 
von U1 ; U2 die zu U1 in U konjugierte Zerlegungsspecies . Indem 
wir e1 mit e2 , e2 mit e3 , usw. , und j edes Element von U2 mit sich 
selbst korrespoudieren lassen , erzeugen wir eine eineindeutige 
Beziehung zwischen U und einer echten Teilspecies von U. Mithin 
gilt der Satz : 

Jede reduzierbr�r unendliche Speciea U enthalt mit U ,rJleich
miichtige echte Teilspecies. 

Das einfachste Beispiel einer unendlichen Menge bildet die Menge 
A selbst, deren Kardinalzahl wir mit a bezeichnen werden. Species, 

[153] 
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welche diese Kardinalzahl besitzen , heissen abziihlbar unendlic!t , sodass 
folgende Aussage gilt : Jede unendl£c!te Species ent!tiilt eine mit einer 
abziihlbar unendlichen halbidentisc!te Tei/species. 

Einfache Beispiele von abzahlbar unendlichen Species lassen sich 
in mannigfacher Weise angebeu. Die Menge der positiven und 
negativen ganzen Zahlen (d. h. genau genomrnen , die Menge der 
cliese Zahlen bezeichnenden Zeicheukomplexe) erscheint als abzahlhar 
unendlich , wenn wir diese Zahl en uach steigenden absoluten Werten 
ordnen. Die Species der rationalen Zahlcu x erscheint als abzahlbar 
unendliche Menge , wenn wir jede dieser Zahlen als Wurzel einer 
bestimmten Gleichung _px + q = 0 (in welcher p und q moglichst 
kleine ganze Zahlen sind und JJ positiv ist) betrachten , und diese 
Gleichungen nach der Summe der absoluten Werte von p und 
q ordnen. 

Um zu beweisen , dass auch die Species cler algehraischen Zahlen 
eine abzahlbar uneudliche .Me11ge ist , verstehen wir unter dem 
Grade einer algebraischen Zahl 0 den Minimalwert der Grade der 
algehraischen Gleichungen rnit ganzen Koeffizienten , welche 0 als 
Wurzel besitzen ,  und untcr den Koeffizienten einer algebraischen 
Zahl 0 vom Grade n ,  die Koeffizienteu clerjenigen 0 als Wurzel 
besitzenden algebraische11 Gleichung /(11J) =- -- c0 xn + c1 xn-t + . . .  +en 
= 0 ,  in welcher c0 positiv ist und alle Koeffizienten moglichst kleine 
ganzzahlige Werte besitzeu .  Diese Koeffizienten von 0 sind ein
deutig hestimmt ; ware namlich a wurzel von zwei verschiedenen 
Gleichnngen cp (x) , --=: xn + a1 11Jn-I + . . .  + ctn =  0 und � (x) =:= mn 
+ {31 xn-t + . . .  + {311 = 0 rnit rntionalen Koeffizieuten ,  so ware sie 
auch Wurzel der Gleichung cp (a:) - � (m) = 0 ,  deren Grad kleiner 
ware als n. Die Species der algebraischen Zahlen erscheint numnehr 
als abzahlhar nnendliche Menge , wcnn wir diese Zahlen nach stei
genden W erten der Summe von ihrem Grade und den absoluten 
Betragen ihrer Koeffizienten ordnen. 

Eine Species heisst abziihlbar , wenn ein Gesetz existiert , das 
jedem ihrer Elemente einen verschiedenen Ziffernkomplex von t 
zuordnet. Sie heisst inshesondere ziihlbar , wenn das Gesetz erlaubt, 
von jedem Ziffernkornplex von t zu entscheiden , entweder welchem 
Elemente der betreffenden Species es zugeordnet ist , oder dass es 
keinem Elemente der betreffenden Species zugeordnet ist. Eine Species 
s heisst auszii!tlbar, wenn j edem Elemente a einer gewissen rreil
species A1 von A ein Element f3 von s zugeordnet ist in solcher 
Weise , class die Species der f3 mit 8 halbiclentisch ist. Ist iiberdies 
A1 rnit A identisch , so heisst s durchziihlbar. Ist schliesslich auch 
die Species der f3 mit s identisch , so heisst s aufziihlbar. 
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Um ein geometrisches Reispiel einer zahlbaren Species zu geben , 
schicken wir folgende Dennitionen voraus : 

Wir wahlen in der Hhcne ci11 rechtwinkliges Koordinatensystem ,  
und zerlegen die Ebene i n  Qmulrate x1 rnit der Seitenlange 1 , deren 
Eckpunkte ganzzahlige KoordinateJ1 besitzen. Jedes der Quadrate 
x1 zerlegen wir in vier kongrnente homothetische 'reilquadrate x2 , 
und definieren , in dieser Weise fortfahrend , Quadrate x3 , x4 , usw. 
Unter einem Quadrat x verstehen wir ein Quadrat xv rnit will
kiirlichem 11. Unter einem Bere-ic!t vcrstehen wir eine solche Species 
der Kardinalzahl a VOil Quadraten x (eiuschliesslich der Grenze) , [5] 
dass sich zn jedem Quad rat x' des Bereichs cine endliche Menge 
VOil ehenfalls znm Bereiche gehiirigen (luadraten x angeben liisst , 
welche x' vollstlinrlig ei11schliesscn. Uisst sich iiberdies von jedem 
Quadrate x angeben , entweder dass es von einem bestimmten 
Anfangssegmente des Bereichs ii.berdeckt wird , oder dass es von 
keinem Anfangssegmente des Hercichs iiberdeckt wird , so heisst der 
Bereich ein Geb,iet. Liisst sich fiir zwei willkiirliche Quadrate x des 
Bereichs entscheiden , oh sie sich <lurch einen vom Rereiche ii.ber-
deckteu Streckenzug verbinden lnssen , so heisst der Bereich dijfereu-
ziert. Lassen zwci willki'trlichc Quadrate x des Bereichs sich durch 
einen vom Hereiche ii.herdeckten Streckenzug verbinden , so heisst 
der Rereich einfach. 

Wir den ken uns nun einen ditferenzierten Bereich {3 ,  und lassen 
ans der entsprechenden Quadratspecies diejenigen Quadrate x fort, 
welche sich mit einem vorangehenden (d.h. einem friiheren Ziffern
komplex von t zugeordneten) Quadrate x von {3 <lurch einen von 
{3 iiberdeckten Streckenzng verbinden !assen. Die ii.brighleibenden 
Quadrate hilden eine zahlbare Species x'1 x'', x'", . . .  , und jedes 
Qnadrat x(v) bildet zusammen rnit denjenigen Quarlraten x von {3, 
welche sich durch einen von {3 iib�rdeckten Streckenzug rnit x(v) ver
binden lassen , einen in {3 enthaltenen einfachen Bereich. Wir haben 
mithiu den Satz , dass jeder dijferenzierte Bereic!t in eine ziihtbare 
Species vo1t einfac!ten Bereichen zertegt ist. 

Die Species der Paare von Zijf ernkonplexen von ( ist eine abziihlbar 
uneudliche Menge; wir brauchen , um dies einzusehen , diese Paare 
nur nach der Summe der zugehorigen ganzen Zahlen zu ordnen . 
Hieraus folgt , dass eine Species welche in eine abzablbar unend
liche (hzw. abziihlbare , zahlbare , auszahlhare , durchzahlbare , auf
zii.hlhare) Species von abzahlbar unendlichen (bzw. abziihlbaren , 
ziihlbaren , auszahlbaren ,  dnrchzahlbaren , aufzahlbaren) Mengen 
zerlegt ist , ebenfalls cine abzahlbar unendliche (bzw. abzahlbare, 
zahlbare , auszahlbare , durchzahlbare , aufzahlbare) Menge ist. 

[155] 
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Ein zweites BeiRpiel einer unendlicheu Menge bildet die Menge 
C der unbeschrankt fortgesetzten Folgen von zu t gehorigen Ziffern
komplexen , cleren Kanlinalzahl wir mit c bezeichnen werden. Obgleich 
die Menge C nicht reduzierbar unendlich ist , so hesitzt sie dennoch , 
wie sich leicht zeigen !asst , analog wie die reduzierbar uuendlichen 
Mengen , mit C gleichmachtige echte r11eilmengen. Lassen wir der 
Folge von positiveu ganzen Zahlei1 a1 a2 a3 . . . • die reelle Zahl 

entsprechen , so erscheint C als Erzeugungsmittel der reelleTJ Zahlen 
zwischen 0 und 1 ,  inklusive 1 ,  aber exklusive 0. Ordnen wir jeder 
Folge a1 a2 a3 . . • . die reelle Zahl 

zu , so erscheint C als Erzeugungsmittel der reellen Zah len zwischen 
0 und 1 ,  exklusive 0 uncl 1 .  IIierans folgt mnnittclbar ,  class C 
sich schliesslich auch als Erzeugungsmittel aller recllcn (positiven 
nnd negativen) Zahlen , inklusive 0 ,  deuten lasst. Lassen wir der 
Fundamentalreihe a1 a2 a3 • • • die reelle Zahl 

i 

a + · 3 . 

entsprechen , so erseheint die Menge C als Erzeugungsmittel der 
1rrationalzahlen zwischen 0 und 1 .  

Die Species 0,1 der Gmppen von n unbeschrankt fortgesetzten 
Folgen von zu t gehorigen Ziffernkomplexen ist eine Menge der
selben Kardinalzaht wie die Menge C. Um dies einzusehen , braucht 
man nur dem Elemente a1 a2 a3 a4 • • • von fJ das Element 

a1 an+ I  a211+1 • • • 

a2 an+2· a2n+2 • • • 
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von 0,,, zuzuordnen. In dieser Weise bestimmt man gleichzeitig eine 
eineindeutige Beziehung zwischen den Punkten eines n-dimensionalen 
Kuhns und den Punk:ten eines geraden Liniensegmeutes (ans wel
cher unmittelbar eine eineindeutige Beziehung zwischen den Punkten 
des n-dimensionalen Cartesischen Raumes und den Punk.ten der 
geraden Linie folgt). Diese Beziehung ist aber nicld stetig : wenn 
man Z.  B. (bei konstanten a1 , . . .  a11 , a,,,+:l • anH• . . . .  ) an+2 abwech
selnd gleich l und 2 wahlt und a11+1 unbeschrankt wachsen lasst , 
so bekornmt man auf dem Linienscgmente eine gegen eiHen einzigen 
Punkt konvergierende Folge von Punkten , im n-dimensionalen Kubus 
aber eine- nicht gegen einen einzigeu Punkt konvergierende Folge 
von Punkten . 
. Auch die Species O(/J der unheschrankt fortgesetzten l!,olgen von 

unbeschrankt fortgesetzten Folgen von zu t gehorigen Ziffernkom
plexen ist cine Menge der Karclinalzahl c, wie man sofort erkennt , 
wenn man dem Elemente a1 a2 a3 a4 • • • von 0 das Element 

al a2 a4 a7 . • • •  

aa a5 as . . . . . .  . 
a6 a9 • • • . • • • . .  

alO · • • • • · • · · · • 

von a(/J entsprechen lasst. 
Zwei Species 1W uncl N (und ebeuso die hetreffenden Kardinal

zahlen m und n) heissen aquivalent,  wenn einerseits jedem Element 
von M ein verschiedenes Element von N, andererseits jedem Element 
vo11 N ein verschiedenes Element von M zugeordnet ist , eine Eigeu
schaft , welche wir auch d urch die Formel m = n ausdrii.cken. vVenn 
einerseits jedem Element von jlf ein verschiedenes Element von N 
zugeordnet ist , andererseits aber kein Gesetz existieren kaun , <las 
jedem Elemente von N ein verschiedenes Element von M zuordnet, 
so schreiben wil' m < u oder n > m, und sagen , class N (resp. n) 
gro8ser ist als M (resp. m) und dass M (resp. m) lcleiner ist als N 
(resp. n). 

W enn wii- n ur wissen , class jedem Elernente von M ein ver
schiedenes Element von N zugeordnet ist , so schreiben wir auch 
m < n, oder n > m, obgleich in diesem }'alle nicht notwendig eine 
der Relationen m < n und m = n zu gelten braucht. 

Folgende Eigenschaften sind evident : 
l . J)ie RelationeJZ m = n , m > n und m < n schliessen ein

ander aus. 
2 .  Aus m = n und n = p  folgt m = p. 
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3.  Aus m > n und n > p folgt m > p. W enn man uiimlich 
jedem Elemente von M ein verschiedencs Element von P zuordnen 
konnte , so kounte man weiter auf Grund von n > p auch jedem 
Elemente von M ein ve1·schiedenes Element von N zuordnen. 

4. Aus m > n und n > p folgt m > p. W enn man namlich 
jedem Elemente von 1¥ ein verschiedenes Element von P zuordnen 
konnte, so konute man jedem Elemente von N ein verschiedenes 
}Jlement von .JJ,f, also auch ein verschiedenes Element von P zuordnen. 

Eine Species .M (hzw. ihre Kardinalzahl m) heisst einer S,recies 
N (bzw. ihrer Kardinalzahl n) iibergeordnet und wir schreiben 
m :> n, wenn jedem Elemente i:z einer gewissen 'I1eilspecies M1 von 
.i.l'I je ein Element {3 von N zugeordnet ist in solcher Weise dass 
die Species N' der {3 mit N halbidentisch ist. Ist iiberdies }/' rnit 
N identisch , so heisst die Species · M (bzw. ihre Kardinalzahl m) 
der Species N (hzw. ihrer Kardinalzahl n) superponiert, und schrei
ben wir m :> n. Ist schliesslich auch M1 mit M identisch , so sagen 
wir class N (bzw. n) von .Lli (biw. 111) iiberdeckt ist , und schrei-

ben m > n. 
W enn die Species M des Species N iibergeordnet ist , die Species 

N aber unmoglich der Species .JJf. iibergeordnet werden kann , so 
heisst .JJ!I (hzw . m) von grosserem Um/ ang als N (bzw. n), und 
schreiben wir m ::> n. 

·w enn sowohl m � n ,  wie n :> ?11 , so heissen M und N (bzw. m 

und u) von gle'ichem Umfang , und schreiben wir m -�- n.  
Folgende Eigenschaften sind leicht zu beweisen : 
1 .  JJie Relationen m _.___ n ,  m :> n und n :> m schliessen etn

ander aus. 
2. Aus m :> n ttnd n >P /olgt m °2P; Sei niimlich N' die Species 

der Elementen von M zugeordueten Elernente von N, uud P' resp. 
P" die Species der Elemeuten von N resp. N' zugeordncte11 Elemente 
von P. Wenn nun ein von jedem Elemente von P'' verschiedenes 
Element von P' cxistierte , so ware es einem Elemente von N 
zugeordnet , das eine fiir die Elernente von N' unmogliche Eigen
schaft hesiisse , was der Kongrnenz von N und N' widerspricht. 
Es kann mithin kein von jedem Elemente von P" verschiedenes 
Element von P' existieren , d.h. P" und P' sind kongruent. Weil 
aber P und P' ebenfalls kongrueut sind , so sind schliesslich auch 
P und P" kongruent , also 

'
halbidentisch , w .  z. b. w .  

3 .  Aus m · n und n �-p folgt m :__p. 
4.  Aus m :> n und n :> p folgt m > p. W enn niimlich p :> m ware , 

so ware wegen n :> p arrch n :> m , was mit m :> n unvertriiglich ist. 
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5 .  Aus m :> n und n :> p .folgt m :> p. Wenn namlich p :> m ware , 
so ware wegen m :> n auch p :),. n ,  was mit n :> p unvertriiglich ist. 

W enn die Species M der Species N superponiert ist , die Species 
N aber unrnoglich der Species M superponiert werden kann , so 
heisst M (bzw. m) von grosserer Ausdehnung Hls N (bzw. n), und 
schreiben wir m > n. W enn N von M. i.iberdeckt ist , 111 aber uumog
lich von N •iiberdeckt werden kann , so heisst iJJ (bzw. m) von 

grossere11l Gewicld als N (hzw. n) und schreiben wir m > n. 
"\!Venn sowohl m > n, wie n :> 111 , so heissen ]VJ und N von gleicher 

Ausdehnung , und schreiben wir 111 . . n.  Wenn sowohl m 2:_ n ,  wie 

11 > 111 , so heissen )Ji und N von gleichem Gewicht, und schreihen 
wir m :..:..:: n.  

Folgende Eigenschaften leuchten unmittelbar ein : 
1 .  Die Relatiouen m · ·  n ,  nz > n und n :> m ebe1tso ·wze die 

Relatiouen 11t · · ·. n ,  m > n und n > m sch Nessen einander aus. 

2.  Aus m. > 1l und n ::> p folgt 1Jt > p. Aus JJl > 1t und n >p 

.fo1gt m > p. 
3.  Aus 1Jl :::.: 1t ·und n .:.:._ JJ fol!Jt m . . P· Aus 111 �= n und n · · · p 

folgt 1ll -::.·: p. 
4.  Au,� 1il > Jl und 1l =::: p folgt 1Jl > p. Aus m > n und n > p 

fol!}t m > p. 

5. Au.� m > n und 1t > p folgt 1Jl > p. Aus m > n imd n >p 

jolgt 111 > JJ. 
Um ein Beispiel aquivalenter Species herzustellen , definieren wir 

auf der geraden Linie Intervalle JG in analoger Weise wie oben in 
der :Ebene Quadrate JG ,  verstehen unter einem Iu tervalle Av die Ver
euugung von zwei aneinander grnuzenden Intervallen JGv+1 , und 
unter einer stetigen Funktion einer zwischen 0 und 1 schwankenden 
Veranderlichen ein Gesetz , welches jedem zwischen 0 und 1 

enthaltenen , mit JG,i zu bezeichnenden Intervalle JG ein mit Ab zu 
bezeichnendes Intervall A znordnet in solcher Weise, dass anein
ander grenzenden JG,; teil weise iibereinander greifende Ab und inein
ander enthaltenen JGa ebenfalls ineinancler enthaltene Au entsprechen, 
und class die Breite der Au mit der Breite der entsprechenden 
JGa gleichmassig gegen Null konvergiert. Weil sowohl die JGa wie 
die A eine abzahlbar unendliche Species hilden , so lasst sich jeder 
stetigen Funktion der genannten Art ein verschiedenes Element der 
Menge 0 zuordnen. Sei a:ndererseits a1 a2 a3 . • •  ein Element d von 
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C h . · 1 · 1 l , l + , verste en w11· unter zv c as zw1sc ien Xv = 2 - -t- ��+� . . .  a1 za1 1t2 
l l + -. -- - --- - und Xv + ----- enthaltene Intervall , und ordnen za1 +a2+ . . +av za1 + . .  +av 

wir fiir gegebenes v alien Intervallen (xv)a das Intervall iv als ).1, :r,u , 
so erreichen wir, dass jedem Elemente d von C eine verschiedenE 
stetige Funktion der genannten Art entspricht , sodass die Specie� 
8 der stetigen Fuulctionen einer zwischen 0 und 1 schwankeudeu 
Veriinderlichen der llfenge C iiquiva!ent isl. Ausserdem sind die 
Species S und C, wie man leicht einsieht , von gleichem U mfang 
nnd von gleicher Ausdehnung. 

Die Menge C ist grosser als die .Menge A. Ein Gesetz , das jedem 
Elemente g von C ein Element It von A zuorduet , muss namlich 
das Element It vollstiindig bestimmt haben nach dem Bekanntwerden 
eines gewissen Anfangssegrneutes ec: cler Folge von Ziffernkomplexen 
von g. Dann aber wird jedem Elemente von C, welches ec: als 
Anfaugssegmeut besitzt , dasselbe Element It vou A zugeordnet. 8s 
ist mi thin nu mi)g[ich , jedern Elernente von () ein verschiedenes 
Element von A :r,uzuordnen . Weil man andererseits in rna1111 igfacher 
Weise jedem Elemente vo11 A ein verschiedenes Element von C 
zuordnen ka11 11 , so ist hiennit der aufgestellte Satz bewiesen. 

2. Die Ordinalzahleu . 

Eine Species heisst geordllet, weun zwischen je zwei als verschieden 
erkan11te11 Ele111entc11 a und b der Species cine solche als ordnende 
Relation :r,n bezeichnende asymmetrische Relation im einen oder 
im anderen Sinne definiert ist, welche , wenn wir sie im einen 
Sinne dnrch ,,a < b" oder ,,a vor b" oder , ,a !inks van b" oder 
"b > a" oder ,, b nach a" oder ,,b recht.<? van a" und im anderen 
Sinne durch ,,a > b" oder ,,a nach b" oder ,,a rechts von b" oder 
,,b < a " oder ,,b vor a" oder ,,b linl:s van a" ausdriickeu , die 
sogenannte OrdJ1 1tngseigenschajt besitzt , welche aussagt , class die 
Helationen a < b und b < c die Relation a < c nach sich ziehen . 

W enn a ,  b und c Elemente der geordneten Species J1f siud , nnd 
a vor b und b var c liegt , so sagt man auch , dass b zw£schen a zmd 
c oder zw£schen c ztnd a liegt. 

Die Species derjenigen Elemente der geordneten Menge M, welche 
zwischen a u 11d b liegen bzw. als wed er vor a noch nach b liegend 
erkannt  siud (a < b) , bildet das o.f!ene bzw. geschlosselle Interval! 
ab. Die Blemente a nml b heissen die 8ude1emente des (offeuen 
oder geschlossenen) Intervalles ab. 
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W enn zwischen zwei geordneten Species M und N eine solche 
eineindeutige Beziehung hergestell t  werden kann , <lass zwischen 
zwei einander zugeordneten Elementepaaren die ordnende Relation 
im selben Sinne gilt , so sagen wir, class M und N diesel be Ordinalzakl 
besitzen oder iihnliclt sind. 

Ein einfaches Beispiel einer geordneten .Menge bildet die Menge 
A, wenn wir die ordnenden Relationen der natiirlichen Rangordnung 
der Elemente in der Folge t entnehmen . lhre Ordinalzahl wird mit 
w bezeichnet. Kehren wir den Sinn aller ordnemlen Relationen um , 
so entsteht eine neue geordnete Meng�·' lleren Ordinalzahl mit *w 
bezeichnet wird. 

· 

Unter einer Fundamentalreihe werden wir eine geordnete Species 
der Ordinalzahl w verstehen . 

.Tede geordnete endli"che Menge JiJ besitzt eiu ersfes Element,  d.h .  
ein Element , welches var jedem anderen Elemente liegt. Um dies 
zu beweisen , unterziehen wir l!J einer hestimmtm1 Ziihlung, so dass 
wir in E ein bestimrntes Element l ,  ein bestimrntes Element 2, 

usw. erhalten . Wenn nun das Element 1 nicht das erste Element 
der geordneten Menge E ist , so gibt es in der Folge t einen ersten 
solchen Ziffernkomplex a2 , dass das Element a2 von E vor dem Ele
mente 1 von E liegt. Wenu auch das Element a2 nicht das erste Element 
der geordneten Species E ist , so gibt es in dcr Folge <"' einen ersten sol
chen Ziffernkornplex a3 , dass das Element a3 von JiJ vor dem .Elemente 
a2 -- und gleichzeitig vor allen Elementen l ,  2, 3, . . .  (a3-l)  - von 
B liegt. Ind em wir in dieser Weise fortfahren , erreichen wir 
schliesslich einen solchen Ziffernkomplex a1i der :Folge t. <lass, wenn 
a in der Folge t weiter liegt als a,. , das Element . a von B nach 
dem Elemente a" von B liegt. Alsdann ist a notwendig das erste 
Element der geordneten Species E. 

In analoger Weise zeigt man , class _jede geordnete endliclte Species 
ein letztes Element besitzt, d.h. ein nach jedem anderen Elemente 
liegendes Element. 

.Te zwei geordnete endliche Species E1 -und B2 derselben Kardinal
zahl besitzen dieselbe Ordinalzahl. W enn wir namlich sowohl ]!]1 
wie R2 in solcher '"r eise ziihlen , dass dern ersten Elemente die 
Ziffer l ,  dem ersten Elemente des Restes die Ziffer 2 ,  usw. zuge
ordnet wird , so brechen beide Zahlungen hei detnselben Ziffern
kornplex a von t ab. Die beiden Zahlungen erzeugen mithin eine 
eineindentige Beziehung zwischen }!]1 und E2 , und diese Beziehung 
besitzt auch die fiir die Ahnlichkeit beider Species erforderte 
Eigenschaft. 

Jeder endlichen Kardinalzahl (inklusive Null) entspricht scnnit 
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nur eine einzige endliche Ordinalzahl , sodass wir die letztere mit 
dernselben Ziffernkomplex wie die erstere bezeichneu konnen . 

Dass diese Eigenschaft bei den unendlichen Kardinalzahlen fort
fallt ,  sieht man sofort ein , wenn man z .B . die Menge der rationa
len Zahlen einerseits als eine der Folge t iihnliche .Menge , auderer
seits in der natiirlichen Rangordnung dieser Zahlen betrachtet. 

Seien JJ!I und N zwei elemeutefremde geordnete Species der 
Ordinalzahlen m und n. Setzen wir weiter fest , dass zwischen einem 
willkiirlichen Elernente p von M und einem willkiirlichen Elemente 
q von N die Relation ,,p vor q" bestehen sol l ,  so geht dadurch 
� (Jf, N) in eine mit M + N zu hezeichnende geordnete Species 
iiber, welche die Summe von M und N genannt wird , wiihreud 
ihre Ordinalzahl die 8umme von m und n heisst und mit m + n 
bezeichnet wird. In analoger Weise definieren wir die Sum me einer 
willkiirlichen geordneten Species von Ordinalzahlen nt mittels <ler 
Vereinigungsspecies entspechender elementefremder geordneter Species 
;Jf. Man sieht unmittelbar ein , dass diese .,Addition von Ortlinal
zahlen" die a8soziative Eigenschajt besitzt. Die ordnenden Helatioue11 
der betreffenden Vereinigungsspecies werden n iimlich durch A ssoz.ia
tiou uicht heeinflusst. Dagegen versagt fiir die Addition vov Ohli
nalzahlen die lcoimmttative Eigenscliaft, wie aus dem Bcispiel 
w + l 7'= 1 + w hervorgeht. 

Wir denken cine endliche Gruppe von elementefremden gcord
neten Species M1 , M2, • •  M" mit den Ordinalzahlen m1 , m2, . . m" gege
ben , bezeichnen ein willk i.lrliches Element von Mv rnit Pv. und 
betrachten die Species der Elementegruppen (p1 , p2 , • .  JJ1i). Diese 
Species ordnen wir , indem wir hinsichtlich der ordneuden Rela
tion zwischen den Gruppen (p'1 , p'2, • •  p'") und (p''1, p''2, • •  p''1i) fol
gencle Festsetzun'gen treffen : wenn p',, 7'= p''1i , so ist sie diesel be wie 
diejenige zwischen p',, und p\ ; wenn p'" =p"" , . . .  p' 

k + i  = JJ111c+1 ,  aber 
p'1c 7'= p\,  so ist sie dieselbe wie diejenige zwischen p'k und p\. Die 
in dieser Weise geordnete Species von .. ..  Elernentegruppen hzw. ihre 
Orclinalzahl heisst clas Produlct von JJ!f 1 , . . . Mi, bzw. von ml ' . . . 

m" und wird mit JJ£1 . M2 • . . Mh bzw. m1 . m2 . • . m,. bezeichnet. 
Die assoziative Bigenschajt dieser , ,Multiplilcation vo1z Ordinalzahien" 
ist evident , weil die ordnenden Relationen der betreffenden Species 
von Elementegruppen durch die Assoziation nicht beeinflusst werden , 
wahrend das Beispiel W. 3 7'= 3 .  w zeigt , dass die kommutat.ive Eigen
schaft fiir die M ultiplikation ebensowenig wie filr die Addition 
besteht. Weiter sieht man unmittelbar ein , class in einem Produkte 
von zwei Faktoren die distributive Eigenschaft nach dem rechtssei
tigen Faktor gilt ; fiir ein Produkt mehrcrer Faktoren besteht die-
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sel be Eigenschaft filr den letzten Faktor , fi.ir die ilbrigen Faktoren dage
gen nicht , wie das Beispiel (w + l )  3 = w. 3 + l � w. 3 + 3 beweist . 

Sei a eine enclliche Zahl und m eine willk[irliche Ordinalzah l ,  
so wird das Produkt von a gleicheu Faktoren m mit ma bezeichnet, 
und die a-te Potenz von m genannt . Auf G rnud der assoziativen 
Eigenschaft der Multiplikatiou V:Glten die �Formel1 1  m". mb = m"+u 
und (m")1' = m"b. 

Wenu al ' a2 , • • •  die Elemente einer Fundamentalreihe f sind , 
welche in solcher

. Weise als Teilspecies in einer gcordneten Species 
M enthalteu ist, class av < av+1 filr jedes v ,  so heisst ,= cine ste�r;ende 
.Ji'undamentalre£he von ]J1. Weun dagegen av > av+1  fi"tr jedes v, 

so heisst f eine fallende Fwulame1Ztalre£he von Jlf. 
Zwei steigeude Fundamentalreihen mit den Ele11 1cnteu al ' a2 , . . •  

bzw . b1 , b2 , .  • • vm1 Jl11 heisse11 wsa111111engehuri:r; , we11n zu jedem 
a1.1. ein bv > a1.1. nnd zu jedem b1.1. ein rtv > b1.1. angegeben werden 
kann .  In analoger Weise ddiuieJ"t man zmmmmengehiirige fallende 
F undameutalreihen . 

Seie11 a1 , a2 , . • •  die Elemente einer ste igc1Hlm 1 Fnndamentalreihe 
l' von Jif, und a"' ein solches Element \'OH 1it, class av < a"' fiir 
jedes v, w�ihrend zu  jedem b < a"' ein rtv > b angegeben werden 
kann,  so heisst a"' Greuzelement von .=. In analoger Weise definiert 
man Grenzelernente falleuder F undamentalreihen von M. Grem:ele
mente steigender oder fallender Fundamentalreihen von Ji1 heissen 
auch Jlauptelemente von M. 

Die geordnete Species 1vf heisst iiberall dich t  zu;ischen ihre11 Ble
meuten a uml b (rt < b), wenu iwischen zwei willkilrl ichen , als von
einamler verschicdel l  und weder vor a ,  noch nach b l iegen<l erkaunte11 
Elementen p nnd q von )}[ andere Elemente von jJ{ liegen . 

Die gcordnete 8pecies _M heisst iiberall dicht im we£teren Sinne 
oder kurz iiberall dicht, wenn zw ischeu zwei wi llki"lrlichen , von
einancler  verschiedenen Elementen p und q von M andere Ehm1ente 
von Jl[ liegeu , nnd iiberall d£c/d im eu,r;eren 8inne ,  wenn sich iiberdies 
ei11 Element von 1lf angeben Hisst unrl sowohl rechts wie links von 
einem willk iirlichen Elemente vo11 JJf and ere Elemcnte von Af liegen . 

Die geord nete Species M heisst ni1;r;emls die h t  zwischen ihren 
Ele111e11ten a mu! b (a < b), wen zwei w il lk ii rl ichc , als voucinander 
versch iedeu und weder vor a noch 11ach b l iegencl erkau 11te .Elemente 
p und q von fi[ ( p < q) die Eigeuschaft besitzen , dass es zwei als 
voneinander verschieclen u 1 1d wecler vor p noch nach q liegend erka11 11te 
Blemente r 11 1 1d s von Jlf gibt , welche ei 11 freies Interval! bilden 
d.  h. iwischen den en keine anderen Elemente von AI liegen . 
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Die geord nete Species M heisst nirge;zds dicht ,  wenn zwei will
kiiJ'liche voneinander verschieden e  Elemente p und q vo11 M (p < q) 
die Eigenschaft besit11e 11 , dass es zwei ab vouei 1 1 a1 1 cler  verse l 1 iedeu und 
weder vor p uoch 1 1 ach q liegend erkannte Eleme1 1 te r 11 1 1d s von M 
gibt, welche ein freies Intervall bilden. 

Die geordnete Species M heisst a�r;esc!tlossen , we1 1 1 1  i l l ihr keille 
Fundarnenta lreihe vou geschlosseneu Intcnallen i1 , i2 , . . .  ex ist i ere1 1 
ka11 1 1 ,  von denc1 1  i"v+1 fiir jecles v i n  iv entlmlte 1 1  ist , u 1 1d  welehe 
kein ge 1 11ei1 1schaftliches Elemen t hesitze1 1 .  

Die geonlnete Species M hcisst i"n sich di"cht ,  we11 1 1  j c �cl es ih rcr 
Elcme11te sich als Ha1 1ptel ement charakterisiere1 1  Hisst. 

Die geordu ete Species M heisst pe1felt, wen u sie sowoli l i1 1  sieh 
dicht wie ahgeschlosseu ist. 

Ei 1 1  Beispiel einer (i11 1 weiteren Sirn1e) iiberall dich ten , 7x:1:f"ekle11 
Menge licfert die Menge C, geordnet auf Grund der nat ii r l iehen 
Rangorclnung <l�r von ihr erzeugte11 recl le1 1  Zali len zwischeu 0 nud 1 .  
Seien 11arnlieh a1 • •  a11 b1 b2 . . . nnd a1 . .  all c1 c2 . . • (b1 > c1 ) zwei 
wil lk i"tr l iclw Elm1 1e 1 1 te von C, so l iegt zwischen i lmen das El ement 
a1 . .  all c1 (c2 + 1) . . .  , sodass die Menge iiberall die/i t ist .  Versuchrn 
wir weiter eine Fn11dame11talreihe vo11 gescli losse1 1cn Jnterval le 1 1  ,i1 , 

i2 , . . •  zu bestim11 1en , von de1 1e11 iv+1 fiir j edes v i 1 1  iv e 1 1thal ten ist, 
und welche keiu gerneinschaftliches Element besit11en . Seie1 1  a1 . .  
all b,,+1 . . . und a1 . .  a, ,  Cn + i  · . .  (bn+i > c,, + 1 )  die Eudelerncnte von 
i1 , so besitzen die Endelemente eines willki"trlichen iv dnsselbe 
Anfa11gsseg111ent a1 . . a,, , wiihrend b,,+1 fiir die weitere 1 1  iv 1 1 icht 
zunehmeu und c,, +1 flir die weitereu iv nicht ab1 1ehrnen ka11 1 1 .  Solm1ge 
11 llll bn+l und C,,+1 diesel bell VOueinander verschiede1 1en \ \' erte behalte11 , 
gehi:irt das Element a1 . . an (c11+1 + 1) l 1 1  . . . m111 e 1 1 tsprechenden 
iv ; damit rna11  mithi 1 1  sicher sei , class cl ieses Elerneut 1 1 icht zu allen 
iv gehi:irt , muss sieh ein gewisses iv angeben lassel l ,  fii r welches 
e11tweder b,,+1 abgenornmen oder c1 1 + 1  zugenornrne1 1  bat. 'Veil die
selbe Schlussfolgeru 1 1 g  sieh belie big w ieclerhole 1 1  liiss t ,  1uuss sich ei 1 1  
weiteres iv angeben !assen ,  fiir welches b11+1 = C11 +1 = a,, + 1  geworden 
ist , dessen Endelemente also dieselben ersteu n + l Ziffern kornplexe 
besitzen . Seien r11 • • a11+ 1,1. b,1 + ,1 1+1 . . . und  a 1  . . a1 1+ 1,, c,,+m+1 . • .  

(b1 1+,,1+ 1  > c,, +m+ 1)  diese t:ndelemente , so kti 1men wir in  clerselben 
"V eise , wie wir aus der .Falge a1 . . a,, die Falge a1 . . a,,+"' her
geleitet haben , ans a1 . .  a11+111 zn einer weiteren .Folge a1 . .  a,,+,11 + 1, 

gelan gen , nnd ,  in  dieser Weise fortfah rencl , eine nnhegrenzt fort
setzhare Folge a1 a2 • . . koustruieren . Das von dieser Fol ge clar
gestellte Element von C '

gehi:irt nun  aber zu allen iv , womit wir 
zu einem Widerspruch gelangt sin d ,  trnd die betrachtete geordu ete 

Verhand. der Kon. Akad. v. Wetensch. (1e Sectie) DI. XII. E 2 
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Menge als abgeschlossen erkannt haben, Schliesslich ist das Element 
a1 a2 a3 . . . Grenzelemeut der steigenden F undamentalreihe (a1 + 1 )  
1 1  L .  . .  ; a1 (a2 + 1 ) 1 1 1  . . .  ; a1 a2 (a3 + 1 )  l l l  . . .  ; . . .  , womit 
die Menge sich auch als in sich dic!tt herausgestellt hat. 

Ein Bci:,;picl einer nirgends dic!tten , perfekten Menge wird gebil
det von der Vereinigung de!' Menge C und der M enge B der 
cncllicheu Folgen von zu t gehorigen Ziffernkomplexen , wenu wn 
j edem J.!]lemente a1 . . an von R die reelle Zahl 

2 2 2 
3a; + 3a1+a, + · · · + 3a1+a,+ . .  +an 

l l l l (1 je(le rn Elcmentc a1 a2 a3 . . . vou C die reelle Zahl 

2 2 2 
3a1 + 3a1+a, + 3a,+,1,+-a� + · · · · 

11uonl nen , nnd sodann die Menge eJ ( C, E) orclnen auf Gru nd clcr 
natl'trlichen Hangol'<l11u11g der entsprechenden rcellen Zahlen . Zurn 
geschlosscnen Intervall rnit den En<lelemeuten a1 • .  ail bn+1 • • •  (bzw. 
a 1  • •  rt,i} und a1 • • a,, c11+1 • . •  (bn+i > cn+ 1 ) gehoren niimlich die Ele-
1 1 1ente a1 • .  a,, b,,+1 1 1 1  . . . und a1 . .  a11 (b,,+1 - 1) ,  zwischen den en 
ke i ne weitereu Elemeute l iegen , sodass die Menge nirgends dicld 
ist. V ersnchen wi't weiter eine Fundamentalreihe von geschlossenen 
1 1 1tervallen i1 , i2 , .  . . zu bestimmen , vop den en iv+1 fiir jedes v in  
1» euthalten ist , und welche kein gemeinschaftliches Element besitllen . 
Seien a1 • •  a" bn+i . . .  (bzw. a1 . .  a,,) und a1 . .  a" Cn +i · . .  (b,,+1 > C11+1) 
die Endclemente vou il ' so besitzeu die Endelem cnte eines will
kiirlichen iv dasselbc Anfangssegmeut a1 . .  a,, , wahrend b11+1 fiir 
die weitercu iv u icht wnehmcn oder versch wimlen (wohl eutstehen) 
nnd c11 +1 for d ie weiteren iv nicht ahnehmen kann .  Solange n un 
b , ,+1 n icht existiert , gehi)rt das Element a1 . . a,, zn111 entsprechenden 
i, , und solangc bn+ i u u d  c,,+1  dieselbcn voneiua11 der verschiedenen 
W erte behalten , gehort das Element a1 . . a" (c, ,+1 + 1) 1 1 1  . . . 
znm entsprechenden iv ; dam it man rnithi11 sicher sei , class jecles 
<l ieser beiden Elemente nicht zu all en iv gchort , muss sich ein 
gewisses iv angeben lassen , fiir welches b11+ 1 existiert , wahreud ,  falls 
1 1och i mmer b,,+1 -¥:- c,.+1 , entweder b"+1 ahgenorn rnen , oder c11+ 1  
1:ugenom111e11 hat. vVeil diesel b e  Sch l ussfolgenrng sich belie big wieder
lrnlen hisst , muss man ein weiteres iv angeben konnen , fiir welches 
bn+1 = c"H = an+1 geworden ist , desseu Endelemente also die Form 
a1 • •  a,, +, , ,  bn+u•+i · . . (bt:w. a1 . .  a,,+ ,,,) und a1 . .  a,,+,,, cn+ m + i  . . .  be
sitzen.  Inclcm wir mit d iesem fntervall in derselben Weise ver
foh ren wie mit i1 und diesen Prozess unbeschriinkt forh;etzen , 
erzeugen wir eine unbesclnankt fortsetzbare Folge a1 a2 a3 • . .  , 
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welche aber ein z u  alien iv gehi:iriges Element darstellen wiirde,  
womit wir wieder zu einem vViderspruch gela11gt sind ,  und die 
betrachtete geordnete Menge als a�r;eschlosse1t erkan1 1 t  hahen . 
Schl i�sslich ist das Element a1 a2 a3 . . . Gre 1 1 zelement der steigen
den Pundamentalreihe a1 ; a1 a2 ; a1 a2 a3 ; . . •  , und das �Element 
a1 a2 • .  a" Grenzelement der fallen den Fu11dame1 1talreihe a1 . .  an 1 ; 

a1 . .  an 2 ;  a1 . . an 3 ; . . .  , womit die Menge sich als in sich dicht 
herausgestellt hat. 

Die Ordinalzahl der Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 
und 1 (exklusive 0 u nd 1 )  in i hrer 11atiirlichen Rangordnung wird 
mit 11 bezeichnet. Wir werden zeigen , class jede abzahlbar unencl
liche , im en,r;eren Sinne iiberall dichte geordnete Species die Ordi
'Jfalzahl 11 besitzt. 

Sei M die gegebene geordnete Species , rn1 , rn2 , m3 , . . •  ihrc 
Elemente , R die auf Grund der natu.rlichen Hangordnung geordnete 
Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 ,  r1 , r2 , r3 , . . •  

i hre Elemente , wobei die Indizes auf Grund einer (z .B.  nach S.  7 

hergestellten) eineindeutigen Beziehung zwischen R und der Folge 
t hestimmt sind. Dern Elernente rn1 ordnen wir das Element r1 
zu ; sodann dem Elemente r2 dasjenige rnit m'� zn bezeichnende 
Element mv mit m6glichst kleinem Index JI, <las zu m1 dieselhe 
ordnende Relation besitzt , wie r2 zu r1 ; sodann dem Elemente 
m' 3 ( welches mit m3 oder mit m2 iclentisch. ist , je nachdem wir m2 
schon benutzt haben oder nicht) dasjenige m it r'3 zu bezeichnencle 
Element rv mit moglichst kleinem Index JI, das zu r1 und r2 clie
selben ordnenden Relationen besitzt , wie 11(1 zu m1 und m'2 ; sodann 
dem Elemente r'4 (d. h .  elem noch nirht benntzten Elernente rv rnit 
mi:iglichst kleinem Index J1) dasjenige rnit m',, zn bezeichnende Ele
ment mv mit mi:iglichst kleinem Index JI, clas zu m1 , m '2 un<l n1,\ . die
sel hen ordnenden Relationen besitzt , wie r'4 zn r1 , r2 nnd r'3 • In<lem 
wir in dieser Weise fortfahren , hestimmen wir zwisehen M und R 
eine solche eineindeutige Beziehung , welche die heiden Species als 
iihnlich erkennen liisst. 

Eine geordnete Species heisst dijferenz1"ert geordnet, wenn heziig
lich zweier willkiirlicher Elernente a nncl b entweder Sicherheit 
erlangt werden kann , dass zwischen ihnen kein weiteres Element 
liegt , oder ein zwischen a und b liegendes Element angegeben 
werden kann. Wir werden zeigen , das jede abzahlbar unendliche, 
dijferenzi"ert geordnete Species M sich als abtrennbare Teilspecies 
einer geordneten Species der Ord£nalzahl 11 aitjfassen !asst. 

Die obige Konstruktion ein:er eineindeutigen Beziehung zwischen 
M nnd R !asst sich niimlich auf diesen Fall erweitern , wenn wir 

E 2* 
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nur jedesmal dass in M zu einem vorgegebenen Elomente r'v kein 
die erforderten ordnm1deu Relationen hesitzemles Element m'v existiert, 
ein solChes Element der Species M hinzufiigen .  

Die Menge T der endlichen 'l1ernalbri'1che zwischeu 0 und 1 
(exkl usive 0 und 1 )  der Form 

in  ihrer natiirlichen Rangordu ung besifat , wic man nnmittelbar 
einsieht ,  die Ordinalzahl 2. 11· Man hat 11 1111 den Satz : jede 
abzii!tlbar une1idlic!te ,r;eordnete Species 8, vau der Jedes E!emeJ1 t a 
elllweder rec!ttes E1uleleme11 t ei1tes freien Iutervalls ist, wiihrend zu 
a spiitere N!emente ea;idieren mzd zwisc!ten a uJUl einem willlciir!ic!te11 
spiiteren Elemente audere Elemente liegen , oder linkes Rnde!ement 
eines freien Intervalls ist ,  wiihrend zu a friihere Hlemente emistieren 
und zwischen a und einem will!ciirlichen friiheren Blemeute andere 
Elemente lie,r;en , besitzt die Ordinalzahl 2 .  11 · 

Man kann n �tmlich nach der obigen Methode zwischell der Species 
der freien Iutervalle von 1' und der Species der freien Intervalle 
von 8 eine eineindeutige Beziehung herstellen , welche die beiden 
Intervallspecies als ahnl ich erkemien  lasst. 

Die Ordinalzahl der Menge C, geordnet anf Grm1d der n atiir
lichen llangordnung der entsprechenden reellen Zahlen zwischen 
0 und l (d iese also inklusive l aber exklusive 0), wird mit &1 
nn<l die 0l'dinalzahl 1 + &1 mit & bezeichnet. Es besteht der Satz : 
Jede geordnete Species P ,  welc!te eine solche abziihlbar unend
liche , im engeren 8iune z"iberall dichte J.'eilspecies M enthalt , dass 
zwische11 .Je zwei Elementen van P Elemente von M liegen , dass die 
Species der vor einem willkiirlichen Elemeute p van P liegenden Ble
mente van M eine abtreunbare J.'eilspecies von M ist ,  welche entweder 
elementlos ist ,  oder wenigstens ein be8li111mbares Element besitzt ,  und 
dass zu Jeder der Ordnungseigenschaft geniigellden fiitudamentalreihe 
von Relationen , ,nach" oder , , nicht nach" zu den Blementen von Jl1 
ein diese Relationen erfiillendes Element van P lcanstruiert werden 
li:ann , besitzt die Ordinalzahl &. 

Die Species JJ£ la�st sich 11amlich nach dem obigen Verfahren 
anf die der natiirlichen Rangordn1rng entsprechen d  geordnete Menge 
JJ der endlichen Dualbriiche 11wischen 0 mid l ahnlich abbilden. 
Wenn wir n un je<lem Eletnente r der Menge es (B, C ) ,  WO c in 
obigcr Weise geordnet ist und E uur  ein einziges , alle11 E lementen 
von C vornngehendes Element besitzt , dasjenige Element � von P 
zuordnen, welches zu den Elementen von M dieselben Relationen 
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,, nach" oder ,, nicht nach" besitzt , wie y zu den entsprechenden 
Ele111euten von D, so erzeuge11 wir eine eiueiudeutige Beziehung 
zwischen eJ (E, C) und P, wekhc dicse beidcn Species als ahnlich 
darstellt. 

Unter der Menge 8 werden wir verstehen die Menge der 'rer
nalbriiche der Form 

wo fiir jedes Sv entweder die Ziffer 0 oder die Ziffer 2 gewahlt 
werden clarf, und die Ordinalzahl cler auf G rund der llatllrlichen 
H angordn ung geordueten M enge S werden wir mit t bezeiclrnen . 
Es gilt der Satz : Jede uir,r;ends dichte geordnete Species P, deren 
Species I der freien Intervalle abza!tlbar unendhch und inz engeren 
8inne iibera!l dicht  ist ,  wiihrend fiir ein willkurliches Element p van 
P und ein willkiirliches Intervall i von I mit dem linlcen Endele
ment i1 und dem rechten Endelement i2 sich entscheiden lasst, eni
weder dass p vor i ,  d.h . nicht nach i1 , oder dass p nach i, d. h .  
nich t vor i2 liegt, u1td zu  Jeder der Ordmrngseigenschajt geniigenden 
Pundamenta!reihe von ordnenden Relationen zu den lntervallen von 
I ein diese Re!atianen e?ji'illendes Blement van P kanstruiert werden 
kann , besitzt die Ordinalzahl t. 

Die Species Q der Endelemente der freien In,tervalle lasst sich 
namlich auf die obige georduete :Menge 1' von endlichen 'rernal
briichen iihnlich abbilden .  W enn wir nun jedem Elemente y von 
S dasjenige Element a von P zuordnen , welches zu den Intervallen 
vou I dieselbcn orduenden Helatio11en besitzt , wie y zu den ent
spreche11dc11 freien Intervallen von T, so erzeugen wir eine ein
eindeutige Bezichung zwischen S und  P, welche diese beiden Species 
als ahnlich darstellt. 

Als Heispicl einer Species P der letztgenannten Art konnen wir 
wa.hlen die Menge G,,1 n2 "3· . .  der Fundamentalreihen Z1 Z2 Z3 . . • 

von solchen positiven ganzen Zahlen, von denen die erste nicht 
grosser als nl ' die zweite n icht grosser als n2, die dritte nicht 
gri)sser als n3 , usw. ist, wenn wir diese Fun damentalreihen auf 
Grund der natiirlichen Rangordnnng der entsprechendeu reellen 
Zahl en 

2(zc-!)  + __ 2 (z2-l)  2(z3-l)  
2111 -1 (2n1�1) ( 2n2_:::1 )  + 2n1 -- 1 )(2�z2::__:_:_-l) (2;/.3---.__:l )  + · · · · 

ordneu .  Alsdann entspricht jedcs Paar von Eudelementen eines 
Intervalles von 1 emem aus den Zahlen 
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2(zc:=:!2 + �2(z2 -�-- + . . . . + 2z,-l 
2n1-l (2n1 - 1) (2n2-l) (2n1-l)  . . . (2n,-l) 

und 
2Jz1:=-12 + 2(z2-l)  + + 2z, 

') ] 2 l )  . . . 
. ( ') ,  1 ') 1 2n1-l (,.,,n1- . ) (  n2- ,.,n1- ) . . .  (,.,11,- ) 

gebildeten Zahleupaar , wo z1 uicht grosser als n1 , . . .  , z,_1 nicht 
grosser als n, _1 , z, aber uicht grosser als n,-1 ist. Aus der ahnli
chen Bezi.ehuug zwi.schen dieser Menge P und der Menge S fol
gern wir heililufig,  class die Meugen G,,1 ":> ":i · · · und G222 . .  gleich
miichtig sind. 

3 . Die wohlgeordneten Ordinalza!ilen. 

Die woh�r;eordneten Species si.nd geordnete Species ,  we lche auf 
Grund folgender Aunahmen definiert sin d : 1 .  Eine Species ohne Element oder mit ei1 1em einzigen Element 
ist eine wohlgeorduete Species, und wird insbesondere ei11e Urspecies 
gena1mt. 

2. Aus bekannten wohlgeordneten Species werden weitere wohl
geordnete Species hergeleitet durch die beide11 erzeugenden Opera
tionen , welche in der Addition von zwei bzw. von eiuer Fundamen
talreihe von bekannteu wohlgeordneten Species bestehen . 1) 

Jede wohlgeordnete Species , welche hei der HerStellung cler 
,rnhlgeordneten Species F eine Rolle gespiclt hat ,  heisst eine !con
:ciruktive Unr:erspecies von F. Diejenigen konstruktiven Unterspecies, 
welchc hei der letzten er1-1engenden Operation vo1 1 F eine Rolle 
gespielt haben , heissen !wnstru!ctive Untenper:ies erster Ordnung mYd 
werdeu durch einen Index v voneinander unterschieden , also m it 
F1 und F2 bzw. mit F1 , F2 , F3 , . . . bezeichnet. Die konstruktiven 
Unterspecies erster Ordnung einer J!: heissen !construlctive Unter-
11pecies zweiter Ordnung von P, und werden rnit F,1 und Fv2 hzw. 

1) J ede wohlgeordnete Species !asst sich ebenfalls mittels der beiden erzeugenden Ope
ratfonen zweiter Art herstellen, welche zu einer bekannten wohlgeordneten Species ein 
einziges Element bzw. eine Fundamentalreihe von bekannten wohlgeordneten Species 
addieren. W enn namlich die Konstruktion sowohl von �1 wie von �2 sich auf die beiden 
erzeugenden Operationen zweiter .Art zuriickfiihren Hisst , so !asst auch die Addition von 
�2 zu �1 ' d. h. die Konstruktion von �1 + �2 , sich auf die beiden enieugenden Operationen 
zweiter Art zuriickfiihren. Und wenn die Konstruktion jedes �. (v = 1, 2, 3, . . .  ) sich auf 
die beiden erzeugenden Operationen zweiter Art zuriickfiihren Hisst, so !asst auch die 

00 00 
Addition von :E �. zu �i, d. h. die Konstruktion von :E �. , sich auf die beiden erzeu-

v=2 v=i 
genden Operationen zweiter Art zuriickfiihren. 
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rnit Fv 1 ,  Fv2 ,  F'.;3 , . . . bezeichnet. Die konstruktiven Uuterspecies 
erster Ordnung einer }1�1 • . • vm heissen lconstrulctive Unterspecies 
(m + 1)-ter Ordnung, und werden mit }1�1 . . .  v,,,1 und }1�1 . . .  vrn2 bzw. 
mit Fv1 • . • v"'1 , Fv1 . • .  v ,112 ,  Fv1 . • • v ,,,3 , .  • • bezeichnet. Jede bei der 
Herstellung von F hen ntzte Urspecies erscheint in dieser Weise als 
eine lconstrulctive Unterspecies endlicher Ordnun,r; von F ( obgleich es 
natilrlich moglich ist , dass diese Ordnung fiir passend gewiihltc 
Urspecies von F unbeschriinkt wiichst). Um dies einzusehen , braucht 
man nur die indulctive Methode anzuwenden , d . h .  zu beachten , 
dass F mittels einer endl ichen Zahl von erzengenden Operationen 
konstruiert ist , und dass die fragliche Eigenschaft , wenn sie fiir 
�1 und �2 bewiesen ist , ehenfalls fiir �1 + �2 gilt ,  und wenn sie 
for j edes �v bewiesen ist , ebenfalls fiir 'i: �v gilt. 

1 .  Es sei 

alsdan n ist 

2. Es sei 

alsdann ist 
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3. Es sei 

alsdann ist 

4 .  Es sei 

alsdann ist 

rv 

11:1 · · "111" = 2: p�7: · "in" (v = 1 ,  . . .  p) ; 
11=1 

Um eine wohlgeordnete Species F als Summe von einer e nd
lichen Zahl oder einer. Fundamentalreihe von wohlgeordneten Species 
p<n>, welche keine konstrnktiven Unterspecies von F sind , dar
zustel len , ist der einzige W eg , dass man gewisse konstruktive Unter
species cr beliebiger Ordnung von F in eine endliche oder abzahlbar 
unendliche Summe von Teilspecies ,,.Tv zerlegt , deren jecle  entweder 
eine konstruktive U nterspecies erster Ordnung van cr ist , oder durch 
Assoziation von solchen entsteh t ; die erste konstruktive Unterspecies 
erster Ord1 1  ung vo11 cr, welche zn ,,.Tv+1 gehort , w erde als 111e Sclmitt
species von cr bezeichnet ; die auf Grund der Rangordnung in F 
geordnete Species von allen in  F vorhandenen Schnittspecies muss 
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entweder endlich gewahlt sein , oder eine solche Funclamentalreihe 
hilden , dass vor einer wil lkiirlichen konstrnktiven Uuterspecies von 
F n ur eine hestimmte endliche Zahl von Schnittspecics liegt. 

Alsdann kann man auf Grund der obigen Formeln 1 -4 die 
Zerlegungen der er anf diejenigen konstruktiven Unterspecies von ]} 
uhertragen , welchc die er als Unterspecies enthalten , und in dieser 
Weise fortfahrend., schliesslich eiue Zerlegnng von F in eine Summe 
von F("l, welche keine konstruktiven Unterspecies von F sind , 
und Unterspecies von F genannt werden , erlangen. Ind em wir 
denselben Prozess anf die F(a) auwenden nnd in dieser Weise 
belie big fortfahren , gelangen wir zu mannigfachen auf Grund der 
beiden erzeugenden Operationen moglichen neue1z Erzeugungsarten 
von F. 

Wenn F, P' und F" wohlgeordnete Species sind , und F= F' + F", 
so heisst F' ein An.fan,r;ssegrnent oder ein Absclmitt von F, F'' ein 
Endsegment oder eiu Best von F. Wir schreihen auch : F" = F- F' 
und nennen F" die Dijferenz von P und. F' . W enn F einen 
Abschnitt i(F) mit einem einzigen Element besitzt , so heisst sie 
eine kondensierte wohlgeordnete Species , und h(F) = F- i(F) 
wird der Hauptrest von F genannt .  Ein Abschnitt von F, dern ein 
wenigstens ein Element besitzender Rest entspricht, heisst ein eclder 
Abschnitt von F; der zugehorige Rest ein echter Rest. 

Aus der Definition der wohlgeordueten Species folgt , dass die 
Sumrne einer end lichen Zahl  oder einer Fundarnen talreihe van wohl
.r;eordneten Ordinalzahlen wieder eine woh�r;eorduete Ordinalzahl ist. 
W eil, wie m an leicht einsieht , das Produkt vou zwei elemente
fremdeu wohlgeordneten Species Fi und F2 wieder eine wohlgeord
nete Species "Ji� . F2 ist (ans F2 wird namlich eine mit F1 . F2 
ahnliche Species erhalten , indem man die Elernente von F2 durch 
m it F1 ahn liche Species ersetzt , sodass mit der Erzeugung  von Jr� 
eine Erzeugung von F1 • F2 parallel lauft) , so haben wir weiter , 
dass das Produkt einer endlichen Zahl von woh{r;eordneten Ordi
nalzah!en {31 '  {32 ,  . . {3,, wieder eine wohlgeordnete Ordinalzaht 
{31 . {32 • . • {3,, ist. Weil mit einer neuen Erzeugnngsart eines will
kiirliche11 f3v eine neue Erzeugungsart vo11 {31 .  {32 • • •  {3" parallel 
lauft ,  so liefern verschiedene Erzeuguugsarten der f3v gleiche Ordi
nalzahle n  {31 . {32 . . . {3,, . 

Sei a eine kondensierte wohlgeordnete Ordinalzahf, (3 eine will
kiirliche wohlgeordnete Ordinalzahl .  Alsdann wird die Potenz af3 , 
in  welcher a das Argument ,  (3 cler Exponent heisst , auf Grund  der 
folgenden Festsetznllgen definiert : 
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a1 = a ; 
wenn {3 = {31 + {32 anf Grund der ersten erzengenden Operation , 
so ist 

a(3 = ,xf31. ,xf32 = ,xf31 + aP1. h(af32) ; 

wenn {3 = � f3v auf Grnnd der zweiten er:r,engende11 Operation , so ist 
V=1 

Aus diesen Festsetzungen folgt, dass af3 wiedcrum eine konden
sierte wohlgeordnete Ordinalzahl ist. 

Es sei 

auf Grund der ersten erzeugenden Operation , und 

und eR se1 die Formel 

bewiesen . Alsdann ist 

und wir haben 

Es sei 
00 f3v1 . .  v111 = � f3v1 . .  v,,,v 

V=1 

auf Grund der zweiten erzeugenden Operation , und 

und es sei die Formel 

bewiesen . Alsdann ist 

= {3'v1 . .  vrn + {3""1 · " 11Jn '  
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und W ll'  haben 

p-1 � f3v1 • •  vmv 
ctPv1 · ·Ym = av=1 

ludem wir in dieser Weise h iureichend oft zu einer konstruktiven 
Unterzahl geringerer Ordnung von {3 ii.bergehen ,  beweisen wir auf 
Grund des vorstehenden allgemein den Satz , dass fur {3 = {3' + {3", 
a:;f3 = af3'. af3", auch wenn {3' und {3" keine konstruktiven Unterzahlen 
von {3 sind. 

Es sei 

auf Grund der zweiten erzeugenden Operation , und 

mithin einerseits 

andererseits 

Alsdann ist 

rv 0. - � o.(n) . t-'v1 . .  v,,,v - t-'v1 . .  vmv ' n=1 

auf Grun d  des e hen bewiesenen Satzes gleich 

und auf Grund der Definition des Potenzbegriffes gleich 
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Mithin ist auch 

Es se1 

00 (k) k (3 I -1 Vi • • Viii a · --

auf Grund der ersteu erzengenden O peration , weiter 

und es sei d ie Formel 

be wiesen . Alsdann ist 

- � (/.) - f3v1 ·  . v1H ' 
k=1 

und wir haben 

� (n) oo (n) f3v1 . . v 1 k f3v1 . .  vm2 (3· t1=i "' ti =1 C(: V1 • . Vl1l2 = C(: • C(: 

+ � (3��� . v,n2 n= I 

(auf Grund der Definition des Potenzbegriffes) 

lndem wir n u n  anfangen mit der H erstel l u 1 1g der letzten kon
struktiven Unterzahl hochster Ord u ung vou f3 mittels der zweiten 
erzeugenden Operation , und sodanu mittels der ersten erzeugenden 
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Operation hinreichend oft zu  einer letzten konstruktiven Unterzahl 
geri 1 werer Ordn nnir von {3 hernufsteiaen heweise11 wir auf Grnnd des 0 0 0 ' 

vorstehemlen  allge111ein den Satz , dass fiir {3 = � (3C"\ et,f3 = et,f3' + 
u-=1 

+ et,f3' .  /i(et,f3'') + et,f3' +P". !t.(et,f3'") + . . . . , mtch weun die {3(") le£ne lon-
slruktive11 UnterzaldeJt vrm {3 sind. 

A us clen beiclen znletzt bewiescncn Satzen folgt weiter , dass die 
Konstrn ktion vo11  et,13 auf (}rwul i:01z versc!tiedene1t 8rze1�r;10�9sr1rten 
vo1t {3 zn gleichen woh lgeonl 1 10 ten  Ordinalzahlen fill 1 rt .  Weil ver
schieclene En�engnngsarten cl er Fa ktoren ei 11es P rodu ktes glc iche 
Orcl i 1 1 a lzahlc 1 1  fi'lr clas Prndnkt l icfern , so fi'thrt anch d ie Konstrnk
tio1 1  von et,f3 m(f Grund vo11 versc!tiedeuen Nrze11ptflt//8fldeil vo1t a zu 
gleichen woh lgeonl n eten Ordinn lzahlen . 

i\I i ttels der iwlnktiven Methode bewcisen wi 1' 1 1och clc 1 1  Satz : 

Es sei nam lich y = y1 + y2 anf G rn 1 1 cl cler ersten erzeugenden 
Operat ion , und es seien die Fonuel 1 1  

(et,f3)Y1 = et,f3Y1 UlHi (af3)Y2 = ,xf3Y2 

hewiesen . A lscla1111 ist 

00 
Es sci weiter y = 2: y, anf G-r11 1 1d  der zweiten erzeugenden 

v=1 

Operatiou , urn! es seie1 1 die Fonueln 

mithin auch die Formeln 

" f3 S Yv 
et, v= I 

bewiesel l .  Alsdan 1 1  ist 

"' 
S f3yv 

,xf3"1 = av=1 = ,xf3"11 + Ct,f3Y1 .  !t(af3Y�) + et,/3Y1 + f3Y2. lt(et,!3Y3) + . . . . = 

"' 
s y 

= (af3r°' " =  (af3)"1. 
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Mittels der indukti ven Meth ode beweisen wir leicht folgende 
Satze : 

1 .  Ein Gesetz , welches in einer wohlgeordneten Species F eine 
lconstnt!ctive Unterspecies F' bestimnzt ,  und jeder schon bestiimnten 
lcon8tnt!ctiven Unterspecies p(v) entweder die Hemmung des Prozesses, 
oder eine in Fvor p(v) liege!lde !construlctive Unterspecies p(v ti) zuordnet, 
bestimmt sicher eine endliche Zahl n und eine zugehorige !constru!c
tive Unterspecies p<nl, welcher es die Hemrnung des Prozesses zuord-
net. Insbesondere gilt diese Eigenschaft , wenn jedes p(v) ein Element 
von F ist , und hieraus folgern wir unmittelbar· die Unmoglichkeit , 
jedem Elemente vou F unter Erhaltung der ordnenden Relationen ein 
verschiedenes Element eines echten Ahschnittes Fi von F zuzuordnen. 

2. Jede wohlgeordnete Species ist zahlbar. Mithin ist die Species 
derjenigen Ziffernkomplexe , welche als Indizeskomplex eines als 
konstrukti ve U nterspecies aufgefassteu Elementes auftreten , eine Menge, 
sodass zu jeder wohlgeordneten Species eine ziihlbare geordnete Menge 
van endlichen Zijf ern!complemen ge!tOrt, welche die Ezr;enschaft besitzt, 
dass jedes Gesetz , welches in ihr einen Zijfern!complem z '  bestimnd, 
urul jedem schon bestimmten Z�ffern!complem z(v) entweder die Hemmung 
des Prozesses , oder einen vor z(v) liegenden Zijf ern!complem z(v+1) zuordnet, 
sicher eine endliche Zahl n und einen zugehorigen Zijf ernlcoJJtplem 
z<nl, dem die Henunung des Prozesses zugeordnet ist ,  bestimmt. 

Wenn die wohlgeordnete Species F' einem echten Abschnitt der 
wohlgeordueten Species F" ahnlich ist , so sch reiben wir F' < F" 
oder F" > F', und sagen , dass F" grosser ist als F', und dass 
F' lcleiner ist als F". Schreiben wir noch F' = F", wenn F' und 
F" ahnlich sind , und F' <::: F" oder F" > F', wenn · F' einem 
Abschnitte von F" ahnlich ist ; so gelangen wir , indem wir die 
Folgerung des obigen Satzes l berii.cksichtigen , sofort zu den fol
genden Eigenschaften :  

1 .  Die· Relationen F' < Jil" und F' > F'' schliessen einander aus . 
2 .  Aus F' < F" und F" ::; F"' ebenso wie aus F' < F" und 

F" < F"' folgt F' < F"' .  
3 .  Aus F' == F" und F" = F"' folgt F'  = F'". 
4. Aus F' < F" und F" < F"' folgt F' < F'" . 
5 .  Die Relationen F' < F" und G' < G" schliessen zusammen die 

Relation F' + G' > F" + G" aus. 
6 .  Die Relationen F' < F" und G' < G'' schliessen zusarmnen 

die Relation F' + G' > F" + G" aus. 
W enn jedem Elemente der wohlgeordneten Species F' ein ver

schiedenes Element eines echten Abschnittes der wohlgeordueten 
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Species F '' untcr Erhaltnng der ordnendeu Relatioue11 11ngeordnet 
ist , so schreiben wir F' < F" oder F '  :> F', n 1 1d  sagcu , dass P" 
unbe8timmf grosser ist als F' uud dass P' uubesli1m11t Neiner ist a ls 
P". Schreibeu wir  1 1 och F' < F" oder F '  :> P', we1 1 1 1  j cdem Ele-
111e11te von .F'' nute1· Erha l t 1 1 ng der onl 1 1 cmlen llelationeu ci1 1  ver
seh iet1 1 :nes Eleme1 1 t  vou P" :wgeonluet ist , so gelten fulgen cl e  
Eig:� l lS! ' ]Wftell : 

1 .  !Jie Relrdione1t F' < F" und P' :> P" schliesse11 einalU!er atts. 
2 .  Ami P' < P" lfJUI P'  < P"' sowie atts F'  < F" 1t11d P" < F'" 

.fo{l/t P' <: P"'. 
:3 . Aus F' < P'' um! 
4 .  Aus P' < F" and 
5 .  ..d 11ts ]11' < J11" und 

F" < F"' fo!gt F' < P"' . 
GI • G" f I t r,r. I +  G' . F" + G'" < Ut,IJ · 11 ;r < 1 - ;r • 

G' < G" fo!gt P' + G' < P" + G". 

U11tcr ,Jen woh�r;eurdlleten Ordinal::a!t!e11 des erste11 Bereiclis ver
stchen wir die en 1l l ichen Onl i 1ml,,,ahlen ,  iukl usive 0 .  Weil  jeder 
Alisd1 11 itt eincr eucll icheu  Orcl i 1 1 al11ahl wie<lernm eiue encl l ichc On1i
n:tl11alil ist , so ist der erste Bereich woh<r;eordueler Ordi1w!::ah le11 
1u111u lerbroche11 , d .h .  es ka1 1 1 1  kci 1 1e wohlgcorduete Onl inalwhl exi
stiereu , \rnlche nieht w1 1 1  c rste 1 1  Bercich gehiirt, untl k leiuer ist als 
c i 11e gewisse wohlgeonluetc Onliualzald des er,,.;ten Bel'eichs .  

Biue wohlgeordnete Species ct l leisst vol!stiiur/1:r; i1ul1tziert iu bez1�r; 
rut;/ de1t er8le1t Bereich , we1m sie sel b::;t , sowie i h re k011strnkti\'c1 1 
U1 1 terspceie::1 belicbiger Ord 1 l lmg , siclt iu  der Forni alX + rlX dar
c:tc l l Pu l iisst , wo rlX e i uc  Ordinahahl des e rstcn Herei<'hs besitzt , 
wiihre 1 1d alX eutweder fortfal l t ,  oder jedes ihrcr ed1ten E1 1cheg1 1 1e1 1tc 
cine Onl i 1 1 ab1 h l  ? w bcsitzt. Dies wircl erreicht , wc1 1 1 1  bei jeder 
Auwc1 1duug < ler 11weiten erwugenclen Operation P = 1'� + }� + . . . 
die bctreffeuclc Fuudamc11 tn l re ihe /11 bez11g {tiff dr:u erste1t Berei"clt 
vo!lstrindig hultr:::ierbar ist ,  <L h .  erstens e 1 1 tweder e ine Ful l (larnental
l'eihe v1 , v2 , . . . ex istiert , fii r welche av , ap , . . .  nich t fortfallen ,  ' L  vi 
mlcr ein solches 111 a11gegebc1 1 wenlen ka11 n ,  dass aF,,, 

flir 111 > u1 
fo!'tfal l t ,  ,zmeitens in 1  l et11tercu Fallc e 1 1 twedcr cine Fu 11dan1e 1 1 talrcihe 
ml ' 1112 , • . • (111v > n1 ) cxistiert , fiir welche rF , rp , . . . nich t 1J/ J Ul�� 

fortfa l leu , oder e in solches 11" a1 1gegcbeu werden knm 1 , das;; r"' fiir 44 l..J l I l l  

m > 1t2 fortfal l t .  
Eine woh lgeorducte Species ct heisst uubeslimmt ind11ziert i'n 

be.zug air;f dell er8fe11 Bereich , we1 1 11 sic sclbst , sowie ihre korn;truk
t i  ve1 1  U uterspccies bel iehigcr Onln m1g , sich i1 1 cl er Funn u IX + olX dar
stell e u  liisst , wo olX ei 1 1e Onliualzah l  des e1•stcu Hercichs bcsitzt , 
wahrend ulX eutweder fortfallt , oder jecles ihrer echten Bndsegmeute 
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eine Onlinahnhl  ::> w bcsitzt . Dies wird erreicht , we1rn hei jeder 
Anwc 1Hln 1 1g <ler zweitc11 erneuge 1 1d e1 1 O pcrati ou F = ]i� -+- lfh + . . . 
die betre ffcnde F1 1 1 1damc1 1 tnlreihc in be"-·'<fJ at�f den ersten Bereiclt 
unbeslimm t iud11zierb"r ist, d . h .  eu tweder ei11e Fu ndauientalreihe 

p1 , p2 , . . . cx ist icrt , fib· wcl chc ]ij,,1 ' Fr� , .  . . nich t fortfallc1 1 , 

oder ciu sokh<"s Jt augcge lieu wer<le1 1 kann , dnss P,. ,  fib· 111 > n 
fortfiillt.  

Hezeiclrnen w i r  <l iejcn igeu woli lgeon1 neten Species wekhc bei 
Znlasstrng als U rspe<·ics 1 1 ur You S pecies 1n i t  e inem ei 11zigm 1 Elemeu t ,  
n iclit von Spec ies olrne Elemen t , erzeu�t "·erdeu , ab vollstiindige 
woh lgeonl nete Sp<'< " ies , w 1d ihre O nliual'.1.nhlen a l s vot18tiind1:r;e woli l 
geord1 1etc Onli11almhl e 1 1 , so si11d alle vollstii.ndi:r;eu wohzr;eordnelen 
Species w1be8li111mt ii1d1t.!iert in bez1�r; r11�f de1t ersten Bereic!t.  

Die volbtii. 1Hlige1 1  wob lgcordneten S pecies x si 1 1 <l offenbar eut
weder endlich oder abiahl bar unendlich u n d  besitien folge 1 1d c weitere 
Eige1 1schafte1 1  : 

l . 1i,:v existiert e11 t1Deder ein let:de8 J1,'leme1tt,  oder eiue 8olche 
ste1:r;ende Fioula111eutalre£!te von Rle111enten e1 , e2 , . . .  , dass z1tjede111 
Elemen te e vo1t x ei1t uac!t e !iegende.� 8leJ11ent ev bestimmt werde1t lmzn . 

2 .  Jeder echte Rest vo11 >e be.Yit:::t ei1t er.Ytes 81emen t. 
3 .  Jedes Hlement e von >e ,  mit Attsnalmie de8 ersten , besitzt 

entweder ei11 un111ittelbar corhe1:r;ehende8 JiJlement oder isl Greuzele
meut einr'r ste1�r;e11deu Fundamentalreihe vo11 Blemen ten vun x .  Schrei
ben wir n iimlich >e = a., -+ r,. , wo rr derje1 1 ige H est vo 1 1  x ist , 

we leher e als erstes Element  hesitz t ,  so ist Safa 3 ein e  u mnittel
Lare Folge de8 auf a,, n.1 1gewa1 1dte1 1  Satzes ] . 

4. Jedes Element ron x, md Att87uthme des letzteJt , .fall8 ein 
solches existiert, be8il::t ein niichsf;folgendes Blement, wie am ei 1 1 -
fachste 1 1  rn ittels der indukti ven Methode e ingesehen wird.  

5.  JJie Species de1jeJt�r;en wo!tlgeordneleu Ordi11a lzahleJt , welche 
kleiner siud als eille .r;e,r;ebene vol!8tri1Uh:r;e 1col dgeordnete Ordinalzahl 
{3, besitzt (wenn sie nach der Gro88e ihrer /1,'lemente ,r;eordnet und 0 
111it hinz1tgerechnet wird) die Ordiua!::ah l {3. 7' wi�<�hen den Ele 11 1enten 
u11d den echten A bscl111itten ei11er wohlgeordn ete 11 Species der Ordinal
zahl {3 besteht nii.ml ich eine sole he ei 1 1e i 1 1 de utige Beziehun g , dass , wenu 
das Ele 1 1 1e 1 1 t  e2 uach dem Ele111ente e1 liegt , der Absehnitt a,!2 grosser 

als dcr Abschnitt a,.1 ist . 

Die wohlgeord 1 1 ute11 Ordi 11alzahlen lles crste 1 1  Bereichs mit Aus
naluue vo1 1  0 s i 1 1tl offe1 1  bar kondensiert 1111rl vollstii.w1ig , mu] je  
zwci vo1 1  ihnen sind ve1:r;leichbar, d.h.  s ic  si 1 1 d  eut weder einander 
gleich oder cine vo1 1  i hneu ist gr6sser als d ie andere . Die Summe 
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oder das Produkt eincr emllichen Zahl von Ordinalzahlen des crsten 
Bereichs ist wiedernm cine Onlinalzahl des ersten Hereichs. 

Die Summe ei1ter Fmulame1ttalreihe vo11 Ordhza!:::ahlen tle8 ersten 
Bereichs ist, 1ceun 8ie iJt be.::u,r; rwj den ersten Bereir:h ·1.ml18t1'indig 
indNzierbar is/, enI11•eder w orler wiederu111 eine Ortlinrtl::ahl des erden 
Rereich8. 

Unter e i 1 1cr 1coh �r;eordnelen Ordiualzali! des ::-weiten Bereichs vom 
Grade JY111! verstel ten wit· c ine wohlgeonlncte Ordi1 1a lzahl des ersten 
Bereic l is .  Unter cincr m1h�r;ermlJ1eleJt Onlimd::ah! r!e8 :::u:eileu Bereichs 
voui Gmde· p ( JJ cine n icht versch windcnde crnl l i cl i e  Onl inalzahl) 
verstehen w i r  eine Zahl 

wo jedes Pv cine wohlgeonluete Onl i 11alzahl des erste1 1 Bereichs ,  
je<lcs av e i 1 1 e  n icht versch winclcn<l e  endl ichc Ordina lzahl und /J der 
Maximal we rt der Pv ist. A lsda1 1 1 1  d iirfcn wir annclnnen , class je<les 

JJv+1 < Pv ist. Die wohlgeorJnetc11 Onlinalzahle 1 1  des zweitm1 Bereic -hs 
rnit Ausnahme von 0 si tHl otfen har kondcnsiert un<l vol lstii l ll1 ig , nml 
je zwei von ilmen s irnl vcrgleichbar. Die Sm1rn1c u1 1d <la s  Prndukt 
einer endl ichen Zahl vou Onl i 1 1a lzahleJ 1  <lcs zwcitcn Bercichs s ind 
wiedcrnm On1inalzahl en des zwciten Bel'eid1s. 

Einc Fnndamcntalreihc {31 '  (32 , • • •  vou Ordina lzahlen des zweitell 
Bereichs hcisst voll8tiind1:r; ilul1rzierbar iu beZ/t,f/ mr;f den :::1Ceiten 
Uereich, we1m cine solche stcigcwlc Fnnda 1 1 1 entalreihe l\ , 112 , . . . 
ex istimt , <lass die G rade von (3," f3v�, . . .  entweder hestiindig wal'h
sen , oder einnl lller glcich sind ,  wiihrc1 1d fi'11· m zwis<·l 1el l 111 1 nnd 
v,,+1 <ler G rad von {311, klci ner i st  a ls  <lcr G rad vo1 1 fZiv 1 ,  urnl , 11+ 
falls  d ie  f3v11 vom Grade 0 sind , d ie  Furnlame11talreilie f3v1 , f3v1 + 1  , 

f2iv1+� '  . . . i n  hmmg auf den ersten Bereich vollstiilHl ig induzierhar i st. 
Die 8mume eiuer iu be:::u,r; a1rf den :::we£ten Rereirh vol!stiiiul�r; 

induzierbaren P1ntdamen talreihe von Orrlinalza!tlen des zweiten Rereich 
ist e;tla:eder ww oder wiederum eiue Ordinrt!za!tl  de8 zweiteu Bereich . 

.Jeder Abschuitt eiuer Ortliua!:::ahl des :::weiten 1Jereich8 i8t ·wiedertr111 
einr: Ordina!:::u!t l de8 zweiten Bereic!ts. Man sieht d ies am einfal'h
st<m ein , wenn man tlen Satz fi'u· die Onl inalzahlen (n-1 )-ten Grades 
als hewicsen annimmt , und hierans seine Giil tigkeit fi'tr die Onl inal
zahlcn n-ten Grades folgert. Afithin ist der zweite ebenso wie der 
erste Bereic!t wohlgeordlleter Ordillal:::ahlen un u1derbroche11 . 

Bine wohlgeonl11ete Species a heisst vo!l8tiiudig indNziert i'n be:::1�r; 
rmf den ::·weiten Bereic!t , wcnn sie sclbst , sowie ili re konstrukti vcu 
Unterspecics hel iehiger Ordnung,  sich in die Form rtr,/ + ra' hri ngcn 

Verlmnd. dpr 1rnn. A knu. v. WcterJscl1.  ( ie Scelie) nl. X I I, E 3 
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liisst , WO r'IJ!. eine Ordinalzahl des 11weiten Bereichs bcsitzt, wahrend 
al!!.' cntweder fortfallt , oder jeclcs ihrcr ccl1ten En clsegmente eine 
Ordinalzahl � w'" hesit11t. D ies winl erreicht , we1111 bei jeder Arnven
clung der zwei ten erzeugenden Operatio11 P = _/1� -t- ]1� + . . . die 
hetreffende Fnnclamentalreihe in be:::ug auf deil zu;eiten Bereich voll
stiind�r; ind1t:::ierbar ist , d.11 .  er8lr?718 eutweder ei 1 1e  solch e Furnlarneutal

reihe v1 , v2 , . . •  existiert , class a, .. ' . , a v' 
, . . .  nicht fortfallen ,  ocler . 'I L  11:_! 

ein solches Jt nn gegebe1 1  werde1 1  ka1 1 1 1 , <lass " /  fi'i r m > n fort-.._, \_.I IJ/, 
fal lt , .c:weite1t8 im l etztc1·en Falle cl ie F u1 1da1 1 1c1 1tal n�i h e  der Ordinal
zah l en von r/ , r/ , . . . vol btii 1 1 <1 ig ind nzierlmr i n  bezug auf 11.+1 11 -j-2 � 

den zweiten Hereich ist .  
Unter cinc1· 1111besti111111 teu 1roh{r;eorrlt1f'ff'11 Ordiual:'lthl rle8 zweile1t 

Bereic!ts vom Grade J'i11l! vcrste l wu wi1· <' i 1 1 e  wol i lg(�onlnete Ordinal
zah l des cn;tc11 Uereichs . Uuter einur u1tfi1wll111i11len wohlr;eordneten 
Ordinal:·a!tl deli' :::111eilc11 Rereich vom (/mrle JJ (p c ine 1 1 icht ver
schwin <l e] ) ( le cudlichc O t'(l i 1 1alzal 1 l )  verstelwn w i r  e i n e  wohlgeordnete 
Onliual za.h l ::> w1', aber <: w1'+ 1 • Die S 1 1 m 1 1 1 c  \ 0 1 1  zwci n11 hesti 1 1u ntun 
wohlgeonl1 1 ete t 1  Ordinal:mhleu f31 VOl l l  n rnd c  P1 1 1 1 1 <1 f32 VOlll O rade 
p2 ist offc1 1 bar ei 1 1 u 1 1 1 1best immtu wol i lµ;i �onl ucte Onlinnlr.ah l ,  <leren 
G rad glc ich dcr gr(isscre 11 clcr Zahlcn p1 u 1 1 1l 7;2 ist . 

Eine Fu1 1dn l l l Ll l l tal reihc {31 , {32 , .  . • von 1111 besti rnmteu Ordinal
zah lrn1 dos 11.weiten Hcrcichs hcisst 1111br'8li1m11t  ind1t:::ierbar i:n bezu,r; 
attj den Z//)eilen Bereic!t , wen1 1  e11 lweder jrnlcs f3v vom Grade 0, 
un<l die betreffonde F u 11da1 1 1e 1 1 tal reihc in bezug auf den ersten 
Bereieh 1 1 n bcst i m 1 11t ind uzicrhar ist , oder ein so ld1es u angegeben 
wcrden irn11 1 1 ,  class fii r 111 > n cler G rad von {3;,, klei 1 1 cr als cler 
Grad von {311 ist ,  oder aber eine Fu 1 1 cla 1nentalreihe f3vp f3v2, • • •  rnit 
n icht verschwi1 1 < le 1 1den Graden existiert , fiir welche cliu Grade ei i t

wcder un hcsch rii,11 kt wachseu , ocler einander gleich siml , w iihrund 

fiir m zwische n v11 urnl 111, +1 der G rad vo11 {3111 kleiner ist nls <lcr 
Gnul vou f3v,,+ t '  1J1·e 81rm111e einer iJt bezug auf den zweilen Bereich 

11nbe8li111111 t induzierbare1t Ji/tndamentalreihe con 1mbe8limmte1t Ordinal-
za(den de8 :::weiten Bereichs i8t entweder ::> ww oder wiederu'/11 ei11e [6] 
1111besli11111de Ordi11al:::ahl des z11:eiten Bereic!ts. 

Hine wohlgeord11 ete Species a:: heisst 11ube8li111mt iuduziert £n bezug 
a1tf den ::weiten Hereich, we1 1 1 1 sie scl bst,  sowie ihre ko1 1strnktiven 
Uuterspccies hel ieh iger Onl11lrn g ,  s ich in <lie Fol'm 111!!.' + ol!!.' hringen 
hisst , wo ol!!.' cine unbest i mmte Ordinalr.ahl des zweiten Bereichs 
besitzt , wii,hren<l lfl!!.1 eutwucler fortfa l lt ,  oder jecl es ihrer echten 
Endsegrnen te eille Orcli11alzahl > ww hesitzt . Dies winl erreicht , 
we11 1 1  bei jeder AnwelHl u ng cler 11.weiten err.engcndeu Operation 

[181] 

http://Ordi.nalza.hlei


[1 82] 

LOGI::::\CH.EN SATi VOl\1 AUSGESCHLOSSBNEN DJUTTEN. 3 f)  

F = P1 + 11� -f- .  . . die bctreffend e Fnwlamentalreihe in uezug m�l 
de1z zweiteu Bereich unbestimmt induzierbar ist , d . h .  eutweder eine 
F undamcntalreihe o1/ , o/ , . . .  , dercu O nl i11alzahle11 u u bcschrii 1 1kt v1 v� 
wachsenc1e G rnde hesitzen oder cine Fnrn1ame11talreihe H/ , it1,.' , • • .  , VJ · V� 
wekhe nicht fortfal len ' existiert ' oder ciu solches 7l angegeheu wenle1 1 

kauh, dass 11 1,.' fii l' m. > /1 fortfii, l lt , wii.hreucl d ie F11mlarne11talreihe , , ,  
d cr Ord i 11alzah k1 1  VOil oF' 1 , o/ , . . . 1 1 u bestinrn 1 t  i l l ll n11ierhar in 1 1 + 11+� 
hemg auf den 11m: iteu Bereich ist . 

l f11 tcr dmi 1roli <r;eordnefe1t Onlinalzah le1t dc8 dritteu Bereichs vom 
Hrm.1e N11ll verstehen wir  clie woh l gecmlneten Orcli1 1al :lahlcn des 
zwei ten lkl'C ichs.  U 1 1 ter l1e 1 1  woh lgcrmluefe1t Ordiua!za!tle11 de!j drilte1t 
Bereich8 vom Hauge 1 n�rstehen wir die /';ah Jen 

w111 .  a1 +· . . . -t- w1'
ii.  a,, , 

wo n uncl d i e  av n icht ver:;ch w irnlcndc emlliche Onl i 1 1 n l zahlc1 1  s i 1 Hl 
und d ie p, wohl gcon1 nete O nl i11alzal 1  le11  d(·s zweitcn Herciehs ,  dercn 
� l axi lllalgrad 1 1 iel i t  vcrsclnvinc1ct. Uu ter den 1r:oM geord11eteu Ordi11al
::ahten de::; dritle1t Bereichs vo111 Ran;r;e u + l verstehc1 1 w ir d ie 
/';ahleu 

,.,"1 " __J . + wl'1 1 a 
""< . "· 1 ·-1- . . . . // ' 

wo 11 und d ie llv n ieht vel':><�hwin t1eudc cnd l i che 0l'll i 1 1 a l zah le11 sirnl 
1rnd tl i c  Pv wohlgconlnetc Orc l i 1 ml�nhl e 1 1  tlcs clritku Bere ich s \'Olll 
l\lax imalran ge 11 . Die woh lgconl 1 1eteu Orcl i 1 1al zahluu cl es d ri tten 
Bereic]1::; 1 1 1 it Auswth u ie  vou U sin cl offe 1 1 lmr kou11ensiert nwl vol l
stamlig. Weiter gcltcn folgende Eigeusclwftcn , von denc1 1  die zweite 
c i 1 1e  u 1 1mittel bare Folgc der erste11 ]:;t : 

L Je ;_·1pei Ordi11rd::ahlell des drilfe11 Rereiclti:! si)/d verglezdfmr. 
2. Bei der Urdi11a!:·a !ti w1'1 . a1 

-1 · . . . -+ w111 1 •  r11 1 dm/ 111r1J1 rume!ti11e11 , 
da88 jedes Jlv+1 < Jlv i81. 

D ie::;u Siitw begr i'1 1 1 de 1 1  wir,  iH<le m  w ir  1le 1 1  erstcu fi"u· Za l dcu , 

deren lla 1 1g < /t ist , m ithi 1 1  clcu './,\\'Cite 1 1  fi'tr /';ahle1 1 , c le 1·cn Rang 
<: u ist ,  ab he \Y iesen a 1 1nel 1 n ien , 1rnd h iernns clie ( ;  i'dtigkeit des 
er:>te11 fii.r �uhle1 1 , dereu l l a11g < 11 ist , folgcrn . 

Ne11 11cu wir 1 1 i.i. 11 i l ich d e n  It-ten E x ponrnt p1, c las ( '2 /i -- - 1  )-te Best i 11 1 -

1 1 1 11 1 1 gseleme11 t  u 1 1 c1 c len  It-ten Koeftiz ieut a1, das '2k-te Bcsti1 1 rn 1 u n gs
element , so winl u nter den a 1 1gegnbe 1 1e 1 1 Vorn 11ssetz 1 1 1 1 ge1 1  von '.!,Wei 
/';ahlc11 , deren Hang < n i::;t , c l iej cH igc� al s <l ie  griisscre erkan nt , 
von cler das er::;tc Be::;ti 111 1 1 1 u 1 1gselenic 1 1 t , c las 1 1 i d1t fiir heidc Zah l en 
glcich ist , dus grCisscre ist . 

Sei r,, eine iahl Jt-ten Ranges. Es giht eiue solc1 1e  /',ah l (u- 1 )-ten 
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Ranges 8n_ 1 ,  dass w'n--1 < r,, < w811--1+1 ; ehenso eine solche Zahl 
(u-2)-ten Hangcs s,._ � ,  dass w""-� � s, , _1 und s,,  _ _ 1 -t-· 1 < w"n-2+1 , 

mi thin 

Indcm w lf ll1 diescr \V cise fortfahren ' crelan<:i-en Wll' sch liessl ich b u 
zur Foruwl 

w"'. a 
. 
w'" . (a + l )  

(u +- l Buchstahen w) <- . r" < ww (11 + 1 Bn chstabeu w), 

wo m uucl rt ge w isse n icltt verschwin<lende endlichc Ordinalzahlen , 
welche cler Orad 1 1 ncl der Ko�J.jizie11 / van r" geJ1annt werden , sind . 

Die 81t111me eiuer e1ullid1e1t Xahl volt Ordiualzah!en des dritten 
Bereichs ist 'triedermn ei11e Ordi1ta!zah l des dritten 11ereic"8. 

ll  
Es seien l: w1'v

. rrv uud w", wo wccler al noch p verschwindet , zwei 
v=1 

Zahlen des <lrittc1 1 Hereichs. Inclem wir an der ] land d cr Kon
strnktion von }J rnittels dcr hei<lcn er;1,eugernlen O peratio11en die 
induktive l\lcthode a11 we1Hl o1 1 , zeigen wir , dass w1' sich m ittels cler 
beiden erzcngenden Operat ionen aus {fr:::a!t!eJt w hcrstellen Hisst . 
A n  der Hand die11el' Konstruktiou von w1' kfomen wi l' nun die 
Formel 

J I  [ � w1'v . avJ. w'' = wllt . w'' 
v - _ ]  

mittels der ind uktiven l\Iethodc beweiscn , und zwar auf G ru n d  
der 'l'atsach e n , dass 

" l l: w1'v . av j. w = w/!1 . w ;  
y cc f  

dass fii.r /3 = /31 + {32 anf G rund 1ler ersten erzeugeudeu Opera

ratiou , ans 

fol gt 

H ll [ � w1'v . avJ P1 = w''1 . f31 irn d [ � wl'v . rtvJ . f32 = wl'l , f32 FC1 vc� I 

00 

" 
[ � w''v. av] . {3 =:.::: w''1 . {3 ;  

V=i 

uncl dass fii. 1· f3 = � /31� auf Grund der z weiten crzeugen deu Opera-
1�=1 

tion , aus 
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folgt 

LOGISCHEN SATZ VOM AUSGESCHLOSSENEN DRlTTEN . 3 7 
n [ 2: wPv. av] .  {31.1. = w111 . {31.1. fftr jedes fJ. 

v=1 

,,, [ 2: w' 'v . av] .  {3 = w1'1 . {3. 
v= l 

}I '}! /  
Es seien 2: w1 'v. av und 2: w1J1.1.. b1,_ + b,,, +1 , wo a1 , b,, ,+1 u11d die 

v=i fJ.=1 
q1,_ nicht verschwinden , zwei Zahlen des dritten Bereichs. Alsda1 1n 
ist das Prod ukt 

n Il l  / I t 11 
[ � ,,,l'v . a .. ]. [ '5""_ ,_,111'-. b + b J '5' [ '5' , . •  Pv a J ,_,qi'- b + - w ' w {J. 111 + 1  = _, - w • v ' w • (J. 
v = i  /J.=1  /J.=1 v=1 

n 111 n + [ ')' l 'v J b - ')', "1 + IJ(J. b + Pl ( b ) + "'  'l'v v _, w • av . m+1 - _, w • (J. w • al ui+1 ""' w . a . 
v=1 fJ.=1 v=2 

JJfithin ist das Prod1rld von zu:ei, also auch ei11er beliebigen end
hchen Zahl vou Ordinalzahlen des dritten Bereichs 1,.iederzmz eme 
Ordinalzahl des dritteu Bereichs .  

I I  ') 
Insbesondere ist , 'venu p1 n irht verschwindet , [ 2: wPv . avJ crne 

v=1 
Zahl des clritten Bereichs mit elem ersten Glied w1'1 • 2. a1 ; [ � w1'v . aS 

v=1 
erne Zahl des dritten Bereichs rnit dem crsten G liecl wP 1 • �1 • a1 ; 

[ � wrv . avr (m erne beliebige nicht yerschw indencle endliche Ordi-
v=1 

nalzahl) eine Zahl des dritten Bereichs rnit elem ersten Glied 
Jl  00 11 Y.; 

w1'1 . , , , • al . Mithiu ist [ 2: w1'v . av]"' = 2: [ 2: wPv . av y = 2: w1'1 • fJ. , al = w/Jt . "' . 
V=i fJ.=1 v=i (J.=1 

Auf Grund dieser Eige11scbaft ki:innen wir , wenn w11, wop nicht 
verschwi11det , eine Zahl des dritten Bereichs ist , mi der Hand einer 
Konstruktion von wP mittels der beiden erzeugenden Operationen 
a us Urzahlen w, die Forrncl 

n 11 1) [ 2: wl'v. av] "'  = w1'1 • "' 
v=1 

mittels der induktiven Methode herleiten. 
"' 

Sei nun 2: wri1'-. b1,_ + b11 ,+1 , wo clie q1,_ und b ,,, +1 nicht verschwin-
t'-=1 

<len , eine weitere Zahl des dritten Bereichs , so ist 
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Ill m 
ll ::; .,Q11. . 1iµ. + b ll+i n ::; .,'111. . b(J. 11 

t '>' wPv a. ]11.=1 ' 
= [ '>' wPv a ]11.=1 [ ")' wPv a J 

hm+1 _ L - · v  ... · v . ..... .- v -

v=1 v =i v=t 

"' 
Pl . ::; .,'I 11. . /JfJ. '' 

= w 11.= t . [ 2: wP• . a.J''m+1 , 
v='I 

welcher Ausdrack als Proclukt von zwei Zahleu des dritten Bereichs 
wiederu m eine Zahl des dritten Bereichs ist. 

Also gilt folgender Satz : 
Eiue Potenz, deren Ar,r;ument und Eiponent zum dritten Bereich 

r;ehOren , ist ebenfa!ls eine Zahl des drittell Bereichs. 
Eine Fundamentalreihe {31 , {32 , . • • von Ordinalzahlen des dritten 

Rereichs vom Range 0 heisst vollstiindig induzierbar in bezug au/ 
den 0-teu Rang, wenn sie vollstaudig induzierbar in bezug auf den 
zweiten Bereich ist. 

Eine .Fundamentalreihe {31 , {32 , . . •  von Ordinalzahlen des clritten 
Bereichs ,  deren Maximalrang p nicht iibersteigt , heisst vollstiind�r; 
induzierbar in bezug au/ de1t p-ten Ran,r; , wenn ersten8 cine sole he 
steigencle Fundamentalreihe v1 , v2 , • . .  existiert , class die Expone11ten 
/.3' •-t ' {3'.� , . . . cl er Anfangsglieder von {3.1 , {3.� , . . . entweder bestan
dig wachsen , oder einander gleich sind , wiihrend filr m zwischen 
v, ,  und vn+t die Exponenten von {3,,, kleiner sind als {31 •n+t , zweifells 

im ersteren Falle die Fundamentalreihe (3/, {32", • • •  (in der j edes 
(?,

,,
" = {3

'
.

, ,  -
{3'.ll-1 ' wahrend f31" = (?,'.'!) vollstandig induzierbar in 

bezug auf den (p-1)-ten Rang ist , drittens, falls alle (?,. zum ersten � ll 
Bereich gehi:iren , die Fnndamentalreihe {3.1, f?,.

1 + 1 , . • • vollstiindig 
iuduzierbar in bezug auf den ersten Bereich ist. 

Eine Jhmdamentalreihe /31 , f?,2 , .  • • Yon Ordinalzahlen des dritten 
Bereichs heisst vollstiilldig induzierbar in bez1�r; auf den dritten Bereich, 
wenn- erstens eine solche steigende Fundamentalreihe v1 , v2 , . . •  

existiert , class die Rauge vo11 f3v1, {3.2 , . . . entweder bestandig 
'rnchsen oder alle gleich JJ sind , wahrencl fii.r Ill zwischen vn und 11, ,+-t 
der Rang von {3,,, kleiner ist als der Rang von f3vn+i ' zweiten8 
im letzteren Falle die Fundamentalreihe /3.

1
, f3v

l
' .  . . vollstandig 

inclnzierbar in bezug auf den p-ten Rang ist. 
Die Swmne einer iu bezug auf den dritten Bereich voltstiiml�r; 

induzierbaren 1'1tndamentalreihe voJt Ordillalzahlen des dritten Bereichs 
ist e11tweder e = w + w"' + w"'"' + . . . , oder wiederttm eine Ordinal
zahl des dritten Bereichs. 

Jeder Abscll)litt eiuer Onlinalzahl {3 de8 dritten Bereichs ist wiederum 
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ei1te Ordinalzaht des dritten Bereichs (Gilt . namlich innerhalb des 
dritten Bereichs der Satz fiir {31 und {32 , so gilt er ,  fall s  
{3 = {31 + {32 auf Grund der ersten erzeugendeu Operation , eben
fall s  for {3 ;  und gi lt der Satz fi.ir jedes {3" ' so gilt er, falls 

{3 = £ f3v anf G rnnd der zweite1n,1 erzeugenden Operation , eben falls v= I  
for {3). 31 itliin ist der dritte ebenso wie der erste 1rud zu:eite Bereich 
woh{r;eon/neter Ordinalzahlen ummterbrochen . 

Eiue wohlgeordnete Species a heisst vollstiindig il/{lu::iert iu bez11g 
rmf den dritten Bereich , wenn sie selbst , sowie ihre konstruktiven 
Cn terspeeies beliebiger Ordnung ,  sich in die Form a,," + r:,," briugen 
lii.sst , WO r:,," eine Ordinalzahl des dritten Bereichs

-
besitzt , wah reud 

a":,, entweder fortfallt , oder jedes ihrer echten EIHhegmente eine 
Onlinalzahl :::>: e besitzt . Dies wird erreicht , wenn bei jedel' Anwen
dnug cler z:wciten erzcugenden Operation F = F1 + Ji� + . . .  die 
betreffende Fundamentalreihe in bez1�y rwf den drittm Bereich 
vollstiilub:r; iud1tzierbar ist , d .h .  erstens entwedcr einc solche Fun
clarneutalreihe v1 ,  v., , . . . existiert , dass a" F , rt" 

F , . . • Hic!d fort-... v1 v2 
foll en , oder eiu solches n angegebeu werden kaun ,  class a" r,,, fii1· 
111 > u fortfal l t ,  zweitens im letzteren Falle die Funclameutalreihe 
der O['(l i nalzahlen von r"F , r''v , . . .  vollsUiml ig incluzierbar i 1 1  11 + !  n+2 .._ 

bezng auf dell dritten Bcreich ist . 
Cuter eincr 1tnbestimmte1t u:oh�r;eordnefell UJ'{//nrtl::alrl des drillen 

Bereichs z:om Rm1,r;e _N1tl! 1md vom. Grade 11t verstehen wir eine 
1r nbestirnmte wohlgeordnete Ordinalzahl des zweitcn Bereichs mm 
Grade ill . U u ter ei ner 101best i111111 fen U'Oh�r;eord1teten 0 rdinal::alr l des 
dritteu Bereichs vu111 Rrm.r;e p 1t)/(l vom Grade m (p  und m 1 1 ieht 
verschwirn1ende enclliche On1inalzahlen )  verstehen wir ei11 e wohl
georclnete Orclinalzahl , welchc gleicliz:eitig 

::> w (p+ l Bnchstaben w) n11 c l <: c...· ·  (_p+ I Buehstaben w) 

ist . Die Sum me von zwei un bestimmten wohlgeordneten Ordiunlzahlen 
{2.1 (vom Range p1 n tHl vorn Grade m1) uHcl {2i2 (vom Range p2 1 1 ml 
vorn Grade 1112) ist , wenn p1 uncl p2 nicht beicle vcrsclnrindeu , ei1 1e 
un bestimmte wohlgeordnete Onliualza hl , cleren Hang und Grad der 
griisseren der beiden Znhleu 

w (p1 + 1 Buchstaben w) und w · (p2 + 1 Buchstaben w) 

zu entnehmen sind.  
Eiue .Fundamentalreihe {2.1 , {32 , . • • von u nbestirnrnten Ordinal

zahlen des dritten Bereichs , welche nlle den (nicht versch wincleuden) 
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Rang p und den G rad m besitzen , heisst unbestimmt induzierbar in 
bezug au/ den dritten Bereic!t , wenn entweder eine solche endliche 
Orclinalzahl It existiert , dass jecles (3, 

w'" . !t 
<. w (p + 1 Buchstaben w) 

ist , oder eine solche Funcl amentalreihe (3,1' (3,2 , • • • und eine solche 
}\mdamentalreihe h1 , h2 , • • •  von unbeschrankt wachsenden endlichen 
Ordinalzahlen definiert werden konnen , class f3v fii.r J. edes u n 

> W  (p + 1 Buchstaben w) 
ist . 

Eine _Pundamentalreihe {31 , {32 , .  • • von unbestimmten Ordinal
zahlen des dritten Bereichs (wo (3, den Rang }Jv und den Grad 
mv besitzt) heisst unbestimmt ind1tzierbar in bezug au/ den dritten 
Bereic!t , wenn entweder jedes f3v vom Range 0, und die betreffende 
Fundamentalreihe in bezug auf den zweiten Bereich unbestirnmt 
induzierbar ist , oder ein solches n angegeben werden kan n ,  class fii.r 
m > n der Rang,  oder bei gleichem Rang der Grad , von f3m kleiner 
als der Rang bzw. G rad von f3n ist , oder aber eine solche Fundarnental
reihe f3vl' f3v2 , • • • mit nicht versch windenden Ran gen existiert , dass for 
m zwischen vn und 11n+i der R an g  oder bei gleichem Hange der G rad 
von {3,,, kleiner ist als der Rang bzw. Grad von f3v , class von den u 11 +1 f3vrr entweder d ie Winge unbesclll't1nkt wachsen , oder die Range 

einander gleich sind und clie Grade nnbeschrankt wachsen , oder 
sowohl die Range "·ie die Grade einander gleich sind , nnd dass 
im letzten Fal le die Fundarnentalreihe der f3vrr unbestimmt indn

zierbar in bezug anf den dritten Bereich ist. Die 81t1m11e einer in 
bezug attf de1t dritten Bereich unbestimmt induzierbarell Fwulame11-
talreihe von zmbe8li1ilmlen Ordinalzah!en des dritten Bereichs ist 
entweder > E oder wiederu111 eine 1tubest£111111 te Ordinalzahl des dritteu [6] 
Bereich8. 

l�ine wohlgeonl uete Species ct heisst unbestimm t indzrziert in bewg 
auf den dritten Bereich , wenu sie selhst , sowie ihre konstruktiven 
Unterspecies heliebiger Ordnung,  sich in die }'qrm u"" + o/ bringen 
lasst , wo a"" cine unbestimmte Ordinalzahl des dritten Bereichs 
besitzt , wahrend uc.'' entweder fortfiillt , oder jedes ihrer echten 
Endsegmente eine Ordinalzahl > E besitzt. Dies wird erreicht ,  
wenn bei jeder A u  weudung der zweiten erzeugenden Operation 
F = F1 + F2 + .  . . die hetreffende Fundarnen talreihe in bezug m�f 
den dritten Bereic!t unbesli1m1d induzierbar ist , d . h .  entweder ei1 1e 
Fundamentalreihe o" F , o" F , • . .  , deren Ordinalzahlen u nbeschrankt v1 112 
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wachseude Riinire besitzen oder eine Fundamentalreihe 1t" F , u" F , • • • , u v1 v� 
welchc Jticht fortfallen , existiert , oder ein solches n angcgcben wcrden 
kann , dass u" F flir m > u fortfiillt , wiihrend die Fundamental-,,, 
reihe der Ordiuahmhlen von a"F,,+1 , o'' F,, +2 , . . . nn bestimmt ind n-
zierbar in bezug anf den dritten Bereich ist. 

Im vorigen habeu wir geschcn, wie zm· eudlichen Bezciclrnung von 
wolt lgcordnetcn Onl innb:ahlcn zweierlei l�lerncntai·sy mbolc hen utzt 
we rd en , uiiml ich Xahl8!Jmbole, welche je eine bestimmte wohlgeonlncte 
Onl i na.l:i:ahl rcpriiscntieren , und Verkniipftm!J88!Jt11bole , welche je eine 
ans  ciner lwliebig vorgegehenen endlichen G ruppe von wohlgeord
neten Onli 1 1al:i:a l 1  le1 1 eine neue wohlgeordnete Ordinalzahl herleitend e  
l\lethodc repriisentieren . Zur Be:i:eichnung clcr Zahlen des ersteu 
Hel'e ichs gen i"tgtcn dabci das Zahlsym bol 1 und das V erkni"t pfu11gs
sy1 1 1  bol dm· Addition ; zm Bezeichnung der Zahlen des 11weiten 
Bcreil'. i ts ka111eu llas Zahlsym bol w urnl das Verknilpfm1gsRymbol 
der �l nltip l ilrntiun hinw , wiihrcnd clic weitcre I Iinzumi.hrne des 
Vel'kn i"i pfll 11gssyrubols der Potenzienrng d ie Bezcichnnng rler Zahlen 
des <1ri tte11 Hcrcichs erla1 1hte. Sodanu eri.iffnete das Zahl:-:y 11 1bol E 
<lie Miigliuli keit ller Bezeiuhnung auch Uber den dritten Bereich 

00 /3 
l t inausgclte1 1dcr ,  jedoeh unterhalh 131 = 2:13 · • (ll Huchstahcn 13) l icgen-

v=l 
dcr wohlgeonlneter Ordi11alzahlen . Indem wir attf den ,\ 1 1fban syste
matiscl1cr 'l'heorie 11 von iiber den dritten Bcrcich hi1 1a11sgclw11<lcn 
Zah l l iereichcn verzichten , heschrii.n ken wir uns 1 1  uu mehr darauf, ci1 1 
BeiRpiel eincs V crlrniipfu11gssymbols anzugehen , welches d ie Bezeich-
1 1 1rng von Zahlc11 griisser als 131 erlauht. 

Wenn a eine kondcnsierte und (3 eine willkiirliche woltlgeordnetc 
Onli11alzahl ist , so clctinieren wir das Syrn bol (.x , (3J durch clie 
folgcuden .Festsctznngen : (a ,  0 J = a ; i.x , 1 l = aa ; wenn (.x , (3J filr 
jedcs koudensierte .x als kondensierte wohlgeordnete Ordinalzahl 
dcfiniert ist , nnd iiherdies die D iffereirn (a , f3l - a existiert , so ist 
[.x , (3 +- l j  = i.x, (31 1 a, (3 :  = ja , (3j +- (.x , (3) h [ (a ,  (3 J " 1 a, (3 I ] , sodass 
anch (.x , {3 + 1 J fiir jedes ko1Hlensierte a als kondcnsiertc wolil
geord1 1cte Ordinalr.ahl clcfiniert ist , nnd iiherdies die Differenz 
(.x, (3 + l I - .x existiert ; we11n (3 = (31 + (3'2 auf Gnmd dcr 
ersten erzeugenden Operation uncl sowohl (a , {31 j wie (.x, (3'2 ) fiir 
j edes kondensierte .x als kondensierte woh!gcordnetc Ordina l:i:ahlen 
clefi11iert ist , und iibcnlies die Differenzeu i.x ,  {31 i - .x n 1 1 cl i.x , f3:i ) -a 
existieren , so ist (.x , {3 )  = i !.x ,  (31 J ,  (32 ) = J.x ,  {31 J + [ i [a , (31 ) ,  (3'.l j -
- (.x, {31 J J ,  sodass auch \a , (3J fi.ir jedes kondensierte a als 
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konclensierte wohlgeordnete Ordinalzahl clefiniert ist , und  ii bcrdies 
00 

die Differenz la ,  /31 - a cxistiert ; we111 1  {3 = 2: f3v auf G rund  der 
v=1 

,.;wciten er,.;engenclen Operation nml la, f3v l fiir jecles v n u d  jecles 
kondensierte ct als koncle11sierte wohlgeordncte Orclinalzah l <lefi ll iert 
. 

t l ·· 1 d" cl" D"fi" I (), I  . . . I Oi Is , um 1L lcr - ws te , 1 1 ere1 1 z  a ,  f'-'v 1 · --- a:: exrntiert , so mt 1a:: , ,...... 1 = 
= la:: , fi1 l + [ la:: , ({31 + /3�) 1 - la:: , f31 i ]  + [ la:: , ({3J -+ {3� + (33) 1 -

- (a:: , ({31 + /32) j ]  + . . .  , sod ass auch lei: , /3J fiir jedes ko1 1 <lensierte 
.x als kondensierte wolilgeordnete Ordi 1 1n l,.;ahl <lefi11iert ist , und 
i"tberdies die Differen,.;  i.x ,  (3J - a:: existiert. 

Auf Gru n d  diescr Definition be"·eist man , i1 1 dcrselhen \Veise 
wic die analogen Eigenschaften dcr Potmiz a::l3, zuniichst clasR , fii r 
0. _ 0.' 1 0." I 0.1 - I 0. ' i  + [ 1 I .  O' I 0." I 

I O. 'j ] , } • ,...... _ ,...... 1 1'-' ' 1.X , ,...... - 1.X , ,...... I i tx ,  /.:;; I , /'-' -- , .x ,  /'-' ' ctUC 1 '� e lm 
{3' n11cl {3" keine konstrnktiven Uutcrzahle1 1  vo1 1  {3 siu d ,  und sodtul ! 1  

00 
weiter class , fiir {3 = 2: (3<ni, ia:: , �J = [a:: , {3 'J -+- [ lei: , ({3' + (3 ')j -1 l=1 
-- ia:: , (3' 1 J + [ la:: , ({3' + (3" + {3"') 1 - let ,  ({3 '  -+ {3'') j ]  + . . . . , n11ch 
wenu die (3("J keine konstrukti vc 1 1  1 l 1 1 tcrmhlc1 1  vo11 (3 si] } (l , mid 
hicrnus folgert man wieder ,  class die Kmistruktion vou J a:: , {3) r11zf 
Grnnd von versch£erlene1t Br:::eu,r;uu/lsarten 1·01t {3 zu  glcichen wul 1 l
geordnete11 Ordi1ialzahlcn fiihrt. 

Auch zeigt man , mittels der iudnkti veu Meth ode an der f fond 
der crzeugeuden Operatioueu von {3, l e ich t ,  class fiir cin bcstimmtes 
(3 und ein 

' 
willki"1rliches komlensiertes a:: , 11 ic Koustrnktiou voi i 

(.x , (3) ai(f Grund vou ver8chiede11e11 fj'r.-::e1t!Jlf1l!J1Sarteu nm a:: zu gleichen 
wohlgconlneteu Onlinalzahlen fiUut. 

Wie weit man inzwischen die E infilhrnng ncuer  Elementarsyrnbole 
zur Bezeiclu i ung wohlgcordneter Onliualzahlcu auch fortseht , so liisst 
sich doch cl ie  Species der cingefiihrteu Symhole i 11 jeclem Stadium 
als encl l ich betrachtcn , weil jeclc Definition einer Fundamentalreihc 
a-1 ,  a-2 , .  . . von Symbolen auf d ie De:fiuitiou eiues einzigen , auf 
ein bel£ebij;es Element von A, d .h . auf cine belieb�r;e endliclte Gruppe 
von l':ahlc1 1  1 hczogenen Sym holes a- hinauskommt ; diejcnigcn 
l':nsamnie1lsetzungen <ler ciugefiihrt.e1 1  Symbole , welche wohlgeorcl
nete Onlinahahlcn darstellen , bilclen mith in  cine ab,.;iih l lmr u1 1endliche 
Species , von der iibrigeus mehrere Elemeute <lieselhe Onlinalzah l  
rcpriisen tiernn kii1 1 1 ie1 1 . 

lJ icraus folgern wir die Uumiigl ichkeit , ein System a- von Eleiuen
tarsym holcn einzufiU 1ren , das cl  ie  Darste l lung aller wohlgccmlnetcn 
Onlinalzahlen erlanbt. Sei na111lich f3v die von der der cndl ichen l':nhl 
y entsprecheuclen Symbolzusanunom•etzuug von a- dargcstelltc 0l'di-

[ 1 89] 
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"' 

nalzahl . Weil die wohlgeordnete Ordinalzahl {?i = l: f?iv flir jedes 11 
v=i 

u nhestimmt gro:Sser als f?iv ist , so ka11n sic mit keinem f?iv i<lentisch 
sein , und deshalb n icht von einer Symbolzusanune11setm11g von a
clargestell t werden.  

In gen au derselben Weise zeigt man , <lass die Species TY cl cr 
wohlgeonl neten Ordinalzahlen ebenso wie die Species V der roll
stiiruli;r;en· wohlgeol'(lneten Onlinalzahlen nicht aufzahlbar ist. vVei l  
w i r  arnlererseits jeder eudlichen vollstiindigen "·oli lgeonlnete11 Orcli-
11al zahl den e1 1tsprechenden Jjiffernkomplex cler Folgc <; und jecler 
unendlicheu vollstandigen wohlgeonlneten Ordinalzahl d io Z';iffor l 
zuordncn ki)rrnen , so besitzt die Knrdinalzahl v von V die Eigen-

schaft , class v > a , aber a nicht > v ist . M ithiu gilt die Pormel t' > a, 
d . h .  r ist van grosserem Gewicht als A.  



§ 1 

llegrCmd ung dcr Mcngenlehrc u nahhtingig 

vom Jogischen Satz vom ausgeschlossencn Urillen. 

'l' H E 0 R I E D E H P U  N K 'l' M E N G E N. 

1 ,  Die Grenzpun/de. 

Fiir die folgcuclen Betrachtnngen wird die M enge 112 der Paare 
von (1 1 icht notwendig verschiedene1 1 )  Elemeuten einer geordneten 
Menge der Ordinalzahl  l1 als gegeben a11 genommen . Diese Menge 112 
worden wir des kii.rzeren Ausdrucks wegen d urch die Menge der-
jenigen Puukte der Ebene , deren rech t w inklige Cartesische Koor-
dinaten e1Hlliche D ualbri"tche sind ,  repriiseutieren . Dernentsprechend 
wircl nusere 'l'erminologie iiftcrs der Vorstcl lm1g d er Ehene e11t11orn-
rnen sein , obwoh l  sie sich begriffiich ansschliesslich auf die M enge 
112 bezieht. 

Unter einem Quadrate Av versteheJJ wir das System der Eckpunkte 
eines d ie Verninigung von vier (nach S. 8 des ersten 'I1eiles d eti
n ierten) Quadrate11 iGv + 1 bildenden Quadrats. Die Species cler Qua clrate 
/1. besitzt offenbar die Kardinah:ahl a ,  u n 1l kann al s eiue F undamen -

t 1 · 1 ' I  ' II  ' 'II l t l a re1 ie " , " , " , . . . georc n e  wen en . 
Unter cinem Pttn!.:te der Bbene verstehell wi1· e i 1 1e  nnhegren"'t 

fortgesetzte Folge v<m Quadraten /1. ,  deren jedes im Innmigebiete des 

1 9 1 9 A 

[1] 

[2] 

[3] 

n�ichstvorangehenden enhalten ist . [4] 

Wenn z.wei Punkte P1 u 1 1 d  P2 die Eigenschaft bcsitzen , dass in 
jcdem Qundrnte von P1 ein  Quadrnt von P2 mul in jeclem Quad rnte 
vo n  P2 eiu Quadrat Yon P1 enthalten ist , so sagen wir , 1lass P1 
u11d P2 z1tsmnmeJtjal!en. Eiue Pnnktspecies , von d er jc '/,Wei Pu11kte 
zusam rnenfol len , heisst cine puulctierte 8pecie1;>. 

W cnn das Quaclrat q1 des Pnnktes 1\ und cl as Qiwdrnt q2 d es 
Punktes P2 ausserhalb voncimmder liegen , so heissen Z\ u 11 d  P2 
6rtlic!t verschiede1t . [5] 

Eine l\Te nge , von 1ler jcdes Element eineH P u n  kt der E bene 
1larstellt , heisst ciHe ebe11e PNnllmeN,r;e. Die Species der Pu1 1kte der 
Ehe1 1e ist offeiilrn r cin e  cbe1Je P1 1 11ktme1 1ge ; ihre Ka rd inab1 b l ist c.  [6] 

In dersclben vVeiile , w ie P 1 1nkte cler Ehene tuHl e bcnc P1rn kt-
0 1 * 

[191]  
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men gen , konnen P unlde des n-dimensionalen Rauiues und n-dimell
sionale Punktmengen definiert werden . 1) Weil die!'elben aher im 
folgenden ausser Betracht bleiben , so werden wir einen Puukt cl er 
Ebene auch kurz als Punkt und eine ebene Punktmenge auch kurz 
als Punktmenge bezeichnen . 

Wenn fiir jedes n nach jecler ungehernmten Folge von n-1 Wahlen 
die Species derjenigen Ziffernkompkxe ,  die , als n-ter Ziffernkorn
plex gew�ihlt ,  nicht die Hemmung des Prozesses herbeifilhre11 , ent
weder entllich oder abzahlbar unendlich ist , so heisst tlie bezilgliche 
Punktmenge numeriert. 

Wenn fiir d ie Elemente der Species 11£ die Eigenschaften a1 uncl 
a2 eiuan clcr koutradiktorisch gegenil berstehen , d. h .  werm jede dieser 
be id en Eigenschaften rnit der A usschliessung a priori der auderen 
iiquivalent ist , wahrend die Species derjenigen Elernente von M, 
wclcl1e die Eigenschaft a1 bzw. a2 besitzen , rnit M1 hzw. M2 be
zeiclrnet wird , so sngen wir , dass M sich kontradildorisch spa!tet in 
JJ:f1 ttnd .11£2 , u n d  nennen M1 und .11£2 li:onjugicrte Spaltmu;s8pecies 
'/;OJl M. 

Die Species JYJ der unbegrenzten Wahlfolgen einer Menge spaltet 
sich kontradiktorisch in die Species Jf1 derjenigen Wahlfolgen , bei 
de11cn von eincr gewissen Wahl an jedcsrnal mu fi.ir einen einzigen 
Zitfornkomplex keine Hemrnung des Prozesses stattfinclet und die 
Species M2 derjenigcn Wahlfolgen , bei tleuen uuendlieh oft fiir 
wenigstens einen von elem gewiiblten verschiedenen Ziffernkomplex 
keine Hem mung des Prozesses stattfin<let. 

\Venn  die Species der ungehemrntcn end lichen Wahlfolgen Yon 
JI,[ in solcher Weise in die Species der M und M1 , nicht aber 
M2 , und die Species der .1112 angehorigen u11gehernmten endlichen 
Wahlfolgen zerlegt ist , dass jecle der Species M1 mid Jf2 rnit der 
Species cler unbegrenzten vVahlfolgen einer Menge identisch ist , so 
sagen wir , dass M eine innere Abbrechung erst er Ordnung zulasst 
und nennen M1 die innere Appendix und M2 die innere Kohiirenz 
von M. In cliesem Fallc setzt M sich auch aus M1 und M2 zusammen. 

Sei M die Species der un begrenzten Wahlfolgen einer Menge 
nllll {3 c ine  wohlgeordnete Ordinalzahl .  Alsdann definieren wir die 
mit JJJ({3) zu bezeichnende {3-te iunere Kohiirenz ,  die rnit ({3)M :m 
bezeichnende {3-te innere Adharenz und die lllit [(3JM zu bezeichnencle 

1) Die Rezeichnung ,,Ptrnkt der gerailen Linie", bzw. ,.,Punkt des n dimensionalen 
Cartesischen Raumes" ist schon S. 10 des erstcn Teilcs cinmal gebraucht warden , aber 
in einem von dem hier definierteu verschicdeneu Sinne . 

§ 2 

file:///_fi/M


§ 3 

LOGISCHEN SATZ VOM AUSGESCHLOSSENEN DRITTEN.  5 

{3-te i"nnere Appendix auf Grund der folgendcn Festsetzungcn : M(O) 
ist i<lentisch rnit JJ/; we1rn jJf(O) cine i1n1ere Abhrechung erster 
Ordn ung znlasst , so ist JJltJ )  mit der innern Koharenz von M(O) 
i clentisch ; wenn JJf(/3) cine i1 1 11ere Abhrechung crster Or<lnung zuHisst, 
so ist (/3)J1 rnit dcr i 1 1 11ern Append ix von M(/3) ideutisch ; wenn 
cine willkiirliche wohlgeordncte Ordinahahl  < f3 mit � bezcichnet 
w ird , so ist [/3]Jf rn it der V erninigung nller ({3) M identisch ; wenn 
{3 = {3� + {32 anf G rund der ernten erzeugenden Operation ,  und M 
eine innere Abbrechu11g {31 -ter Ordlllmg un d  JJ1({31 ) eine innere 
Abhrechrlllg /32-ter Ordnung zuliisst , so sagen wir , dass M eiue inn ere 
Abbrechung {3-ter Ordu nng znHisst u n d  bezeichnen IM({:\) j  (/32) mit 

"' 
M(/3) ; wenn {3 = '2: {3, auf Grund <lcr zweiten erzeuge1H1en Opera-

'= !  
tion , und M(/31 + . . .  + {3,_1) fiir jedes v cine innere Abbrechung 
{3,-ter Ordnung zuHisst in solcher Weise , dass die Species der unge
hem rnten end lichen \Va h lfo lgcn von Jlf in die Species der jJ,f nnd 
[{31 ]1l1, nicht aber Jlf(/31 ) ,  die Species der M(/31 ) u nd [{32] ( JJf(/31) j ,  nicht 
aber M(/31 + /32) , . • • •  un d  die Species der �(M(/31 ) ,  M(/31 + /32), 

. . . . j angchi:irigcn uugchemmten endlichen Wahlfolgen zerlegt ist 
und �(M(/31 ) ,  M(/31 + {32) , . . • .  J m it der Species der unbegre11zten 
Wahlfolgen einer lVI cnge idcn tisch ist , so sagcn wir , dass M eine 
innere Abhrechuu g {3-tcr Ord nuug zulasst und bezeichnen �(Jlf(/31 ) ,  
Jlf(/31 + {32) , • • . •  j m it fif(/3) . Diese Definitionen sin d  offen bar un
abhangig von der Erwugungsart von {3. lVenn JJ1 eine i"nnere Ab
brechung {3-ter Ordnung zuliisst , so setzt M sich aus M(/3) und 
[{3]JJf zusammen. 

W enn zwei Punktspecics Q und R die Eigenschaft besitzen , dass 
jeder Punkt von Q mit eiucm Puukte von 1l und jeder Punkt von 
R mit einem Pnnktc von Q (lusammenfal l t ,  so sagen wir , dass Q 
lll1(1 R zusammenfallen .  

Wenn wir  eine Puuktspecies ,  in  ·wclcher nur  Quadrate , deren 
Seitenlange unterhalb eines gewisscn Maxim urns bleibt , auftreten , 
a1s 1tmforin bezeichnen , so leuchtet sofort ein , dass jede Punlctspec·£es 
mit e£ner wnf ormen Punlctspedes und jede Punlctmenge mit ezner 
umjormen Punlctmen.r;e zusammenfiillt. 

Weun wir weitcr eine Pu11ktspccies , in  welcher fiir jedes v die 
v-ten Quadrate von allen Punkten die gleiche SeitenHi.nge besitzen , 
als gleichmass(r; bczeichnen , so gilt der Satz , dass jede uniforme 
Punktspecies mit einer gle£chmiiss1:r;en Punktspec£es und jede uniforme 
Punlctmenge mit einer gleicltmi.issigen Punlctmenge zusammenfiillt. Sei 
1 1i-imlich 111, die maximale Seite11lange der von den v-ten Wahlen der 

[ 1 1] 
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uniformen Pnnktspecics Q en-:eugten Quad rate uud v1 , v2 , • . .  erne 

solche Fundamental reihe , dass mv < --� . Alsdann erha ltcn wir einc 'H, 2' n 
1 1 1 i t  Q znsam menfal leude gleichrn iissi ge Punktspecies R ,  indem wil" 
zunii.chst in  Q n ur die v1 -te11 , v2-ten usw.  Quadrnte beihchaltcu , 
u 1 1 d  soda11 11  jedes v,.-te Qua drat r; von Q dmch eiu solches Quadrnt 

/1,111 __ 1 C t'setzcn , dessen M ittclpnnkt z 1 1 11 ii.chst dem M itt clpmikte vo11 q 
rniigl ichst 11ahe liegt , und i m  i"1brigcn rn iiglichst grossc Koordinate11 

[13] bcsitzt . 

[194] 

Wenn jc zwei verschicde1 1e Wah l folgen ciner P 1 1 nktme 1 1ge zu iirt
l ich verschie<leucn Punkten fiihren , so hci�st d ie Pnuktrnenge ort
lich individ1talisiert. 

\Vir sagen , class zwei Punktspecies (l ll l J (l ll ort!ic!t iibeieinsli111-
me1Z , we11 1 1  weder e i 11 von jedem Punkte von R ortlich verschiede1 1cr 
P11 1 1  kt •on Q, n och ei1 1  vo1 1  jedem Pu11 kte vo11 Q ortlich versch ic
d e11er Punkt von ll cx istiercn lrnnu . 

Zwci Pn1 1kt�pccics Q un d 1l heisse1 1 ortlich kougruent , we1111 
wcdcr e i11 Pun kt von Q ,  desse11 Zusammeufallung mit einem Punktc 
von B 1 1 1 1 1J 1 og;lich ware , noch ein Pun kt von ll, <lessen Zwmrnmen
fa\1 1 1 1 1 g  rnit einc111 Puukte von Q unmogl ich ware , existieren kmrn. 

W cnn kein mit ei 1 1em Punktc der Pu l l ktspecies 8 zusamu 1en 

fal lc11 der Punkt d er P 1rn ktspecies ll ex isticren kann n n d  <e(ll, S) 
m it dcr Pnnktspcc ies Q ort lich k01 1 grnent ist , so sagen wir, elms Q 
sich a ns fl u nd 8 ortlic!t z1tsam111ensetzt nnd 11em1e11 R UIJ(l 8 
ortliche Komplemen tiirspecies voneirnrnder i u  Q. 

Die Spec i es d er rnit P11 1 1kten der Puuktspeci es Q znsam 1 1 1e1 1 -
falleudcn P u n  kte heisst die ergiinzende Ptenkfspecie& o clcr k mz die 
E1;r;linzu11g vo 1 1  Q. Ei 1 1c  mit ihrnr E rg iinzun g ideutische Puuktspccics 
heisst ei 1 1c  gan::e Puuktspecies. 

W,e1 1  n cin QmL<lrat des Pun k t  cs P im I 1 1 1 1 e1 1gebict e des Qund rates § 4 
q c 1 1 thalten ist ,  so wercle ll wir sagcn , dasR P in q ent!wlte11 iRt. 

Wenn al le Punkte der Punktspecies Q in ci1 1 e 111 best i 1 1 1 rn tc11 
Quad rate q cn t lmlteu sind , so nennen wir Q eine ,r;esc!triinkte Punkt
specics . Die im folgendeu in Betracht ko 1 1 1 1 1 1 c1Hl en P 11 1 1ktspecics uncl 
Puuk tmengcn wcrcleu olrn e ansdriickliehe Erwiihn ung des Gege11 tci l s  
als geschriinkt vorausgcsetzt werdc1 1 .  

Der Pnnkt P heisst ei 1 1  Limespunll cler Puuktspecies Q,  wcn1 1  i n  
jede m Quaclrntc Voll P cin Quadrnt eiues Punktcs v o tr  Q enthal ten ist. 

Der Pnnkt P hcisst ein Grenzp unkt der Punktspecics Q ,  wenn 
in jcde 111 QuadrntD von P i w e i  ausserlml b roneinn m1cr l icgende 
Quadrnte von Punktcn vou Q enthalten sind.  

file:///Venn
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LOGISCHEN SATZ VOM AUSCrnSCHLOSSEN.EN IHUTTEN. 7 

Ein Pnnkt von Q ,  <le1· gleichzeitig Greuzpullkt von Q ist , heisst 
ein Kondensationspu11ld von Q. 

Wenn das Quadrat q des Pnnktes P kcin Qundrat ei1 1es Pul lktes 
der Punktspecies (J ill sci1 1 e1 11 ln llern clltlwlten kann , so heisst P 
eiu von Q freier Punkt. 

W enn das Qnadrat q des Pnn ktes P <lie Eigenscliaft besitzt , 
<lass j e  zwei in q enthaltenc Q11a1lrnte vo11 P 1 1 1 1ktcn vo1 1 Q nicht 
ausserhalb voueillamler l icgen , so l 1e isst P ei11 von Q unbegrenzter 
Punkt. 

Ein zn Q gehoriger , aber von (l unhegrenzter Ptmkt heisst ein 
isoli'erter Punkt  von Q. 

Wenn jeder Punlr:t der JiJbe11e von der ,r;esc!triinldeu Punldmenge 
7r unbegrenzt ist ,  so fiillt 7r mit einer sole It en P uuldmenge z11sa1muen , 
zu deren Kardinalzahl h eine endlic!te Kardina!za!tl  !.: ? h ,r;efunden 
werden lcann .  Sei namlich K das Qnadrat ,  in e l em d ie P1 1 1 1 kt1 1 1e 1 1gc 
7r ,  welche wir als gleich 1 1 1 iissig voraussetzel l d ii rfe1 1 , enthaltc1 1 ist. 
vVir betrachten <lie Me11ge p dcrje 1 1 ige11 Pm1ktc ,  cleren erstes Qnadrat 
q1 eiu willldirliches vo1 1  K gnnz oder tcilweisc i'tlicrdccktes Qua<lrat 
).1 ' deren zweites (�uadrnt q2 cin willk ii rliches im In nern von q1 
enthaltenes Quadrat J.3 , deren drittes Quadrnt q'J ein willk li r liclies 
i n  q2 enthaltenes Quadrat J.5 usw. ist . Wenn  jeder Pm1kt vo1 1  p 
von 7r nnhegrenzt ist , so m uss man bei der Erzeugung cler Pnnktc 
von p nach einer endlichen \V ahlfolge 111 fester Kardi 1 1nbmhl m die 
Sicherheit erlangt haben , class nach eiuer weiteren end licben \Vahl
folge der von ill abhiingigcn Kanl inalzahl m1 ein Quadrat q erzeugt 
wird , innerhalh dessen jc  zwci Qna<lrate von Pu11kte l l  von 7r niclit 
ausserhalb voncinander licgen . Mith in  liegen , wenn wil' das Maximum 
von m 1  rnit m' und m + m' mit m" bezeichnen , j e  zwei i 1H  sclbcn 
von K ganz oder tcil weisc iibc!'deckten C�naclrate J.211, . .  _1 cnthnlte 1 1e  
Quadrate von Punk.ten von 7r uicht ausse!'halb vonciuancle!'. Wir 
bestirnmen nun eine solche Zahl v ,  <lass die Seitenlange der von 

den v-ten Wahlen von 7r erzeugten Quad rate r /v < zT1��"ti ist, lnssen VOll 

den Quadraten q'v ,  (welche offenhar von cincr ziihlbaren Wahlspecics 
erzeugt werden) , diejenigen fort , welche nicht n usserhalb allcr vor
hergehendeu l iegc11 ,  und  weiscn jeclem de!' mit q"v zn bczeichnenden 
ilbrigcu zu : erstens ein sol ch cs Quadra t ;. 211, . .  _1 , dass zunach,.,t die 
Mittelpunkte der beiden  Q11n.dratc cina] ] (ler mi)glichst nnhe liege1 1 , 
wahrend im iibrigcn der M ittelpunkt des let�tercn Cluadrates moglichst 
grosse Kool'd inaten besitzt , so <lass je zwei vel'schiedeuen Qnadraten 
q"v zwei verschiedenc Qua.d rate J.2,,, .:_1 zngcwiesen werden ; zweitens 
denjenigen Punkt P" von 7r ,  der erhalten winl , in elem wir nach 

[14] 

[195] 
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[1 5] der q"v erzeugendcn Wahl immer wieder den erstmoglicben Ziffern
komplex von C: wahlen . Die Kardinalzahl der Punkte P" bezeichnen 
wir mit h ,  clie endl iche Kardi 1 1alzahl der vo1 1  K ganz oder tcil weisc 
liberclecktcn Qnadrate ).211, .. _1 rnit k. Alsdanu ist h � !.: und jeder 
Punkt von 7r fol lt mit ciuern Punkte P" zusammc11 , womit trnsere 
Behauptung bewiesen ist. 

[1 5 a] 

[ 196] 

Dieselbe Schlussweise fiihrt rnit einer geringen Ahiindenrng zu 
folgendem Rrsnltat : Wenn jeder Puuld der ]<,'bene i:on der geschriink
teJt Punktspecies Q unbegrenzt ist ,  so j(i! It Q mit einer solchen i"n 
eine Specie.s der Kardiua!zahl h van pmzltierten Species zerlegten 
Punktspecies zusammen , dass eiue end/iche Kardina/zahl k > h ge
funden werden kann .  

Es existie1 t kein Grund zu behaupten , class diese Eigenschaft 
auch fiir andere geschrii1 1 kte Puuktmengen bzw. Punktspecies , flir 
welche kein Grenzpunkt existieren lrnnn , ihre G llltigkeit behal te .  
Ebenso ware die Aussage , class jecle unendlicbe gcschriinkte Punkt
species notwenclig erncn Grenzpunkt besitzen mlisse , volbtiindig 
un be re ch tigt. 

Eine Punktspccies Q ,  von der jeder Punkt Kondemmtionspnnkt 
ist , heisst in sich dicht. 

Wenn jeder Limespunkt der Punktspecies Q mit einem Punktc 
von Q zusammenfollt ,  so heisst Q abgeschlossen. Der Durchschnitt 
einer Species von abgeschlossenen ganzen Species ist wiederu m  eine 
abgeschlossene  ganze Species . 

Eine Puuktspecies , welche sowohl in sich dicht wie abgeschlos
sen ist , heisst pe1:f ekt. 

Eine Punktspecies Q heisst im Bereiche (3 iiberall dicht ,  we1m 
in jedem von (3 vollstiindig i"Lberdeckten Qnadrate ). ein Pu 1 1kt von 
Q cnthalten ist. 

Eine Punktspecies Q heisst im Bereiche (3 nir,r;eJlds dicht ,  wenn 
innerhalb jedes von (3 vollstandig itberclecktcn Qundrates ). ci1 1 
weiteres Quadrat ). liegt , in elem kein Punkt von Q en thalteu 
sein ka1 1 n .  

Die (offenbar ganze) Species der  Limespunkte der Punktspccies 
Q heisst die Abschliessung von Q. Jeder Limespunkt der A hschlics
sung von Q gehOrt zur Abschliessung  von Q. Eine abgeschlossene 
Punktspccies lasst sich n uch als einc Punktspccies, cleren Abschlies
sung uncl E l"ganzung identiseh sincl , dcfinieren . 

Die (offenbar ganze) Species der Grenzpunkte der Punktspecies 
Q heisst die Ableitttng von Q. Jecler Gre11zpunkt der Abschlicssu11g 
von Q, sowie jcder Limespunkt der Ableitung von Q ist ein Punkt 

§ 6 
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LOGISC HEN SATZ VOM AUSGE::lC llLOSSENEN DlUTTEN. !) 

dcr A bleitu11g von Q. Anf G rnncl cler letzteren Eigc11schaft ist die  
Ableitung einer Pun k tspecies eine  a bgeschlossene Pun ktspccics nnd  
liisst cine perfekte P 1rnk tspecies sich au ch  a l s  ei1 1e Pun k t  species , 
dcrcn Ableitnng und Erga11zn 1 1g i (1entisch sind , dcfi nieren . 

Die S pecies der Kon clensatio11spnnkte der Punkti'pccics Q h ci��t 
die Koharenz von Q. Einc in sich dichte Pnnktspecics lii.sst sich 
aueh als ein e  mit i h rcr Kohare 1 1 z  i dentische P trnk tspecics defi nicre11 . 
Eine i n  sich dichtp P u nktspecies ist in i h rer A b leitung al s 'l'eil
specics cuthalten , u n d  diese A bleitung ist perfekt . 

Die Species clcr isoliertcn Punktc der P nnkt�pecies Q heisst die 
Append£x von Q. Die Punktspecics Q spaltet sich kontrndiktoriseh [16] 

in  ihre Appendix und ihre Kobiircnz .  Die Abschl icssung der Pnnkt-
specics Q spaltet sich kontrad iktorisch iu (l ie  Ableitung von Q nnd 
die Erganzung der Appeu<lix von Q. 

Sei  f3 eine wohl geordnctc Ordinahahl. Wir defi 1 1 icrc1 1 d ie  mit 
Q({3) zu bezeichnende {3-te Kohiirenz der Punktspceic::; Q auf  Grnncl 
der fol gemlen Festsctzun gen : Q(O) ist iden t isch rn it Q ;  Q(l )  ist 
identiscb mit der KoMrcn z  von Q ;  wenn f3.= {31 + {32 auf Grnntl 
der crsten erzeugenden Operntion , so ist Q({3) = i Q({31 ) i  ({32) ; wen 1 1  

00 
f3 = 2: f3v anf Grurnl der zweiten erzengcnclcn 0 pcm t i  on , so ist 

V=1 
Q({3) = "3) I Q(f31 ), 0((31 -f- f32), Q({31 + (32 + (33 ), . . .  1 . D icsc Defi n ition 
ist otfenbnr unu bhiingig v o11 der Erzeuguu gsnrt von fl;. W citer Ycr
stehen w i r  unter der {3-teu Adhiirenz ({3) Q vo11 Q die Appendix von 
Q({li) n n d  wenn eiue wi l lki'trliche wohlgcord uete Onlinalrnhl < f3 
mit p bezeichnet wird , so verstehcn w i r  unter der {3-tenAppendi,v 
[{3] Q von Q die Vercinignng al lcr ({3) Q. 

lVl ittels d er i 1 1 cl uktiven rifothode beweisen wir le icl t t  die hcidcn 
fol genden Satze : 

Fiir jedes f3 spaltet Q sich kontradi!dorisch iu Q({3) zmd [{3]Q .  
00 

Sci i i�imlil'h f3 := 2: f3v anf G rnnd dee zweiten erzcngenden Operation ; 
V=t 

wir nchme11 an , class for jede Pmiktspecics Q nnd fii.r j cdes ll hc-

wicsen ist, dnss Q sich in Q(f3v) nrnl [{3,] Q, mithin  anch in ei )[/31] 0, 
[f32J I Q(f31 ) ' , . . . , ['3vJ i QCf31 + f32 + . . . + f3v-1 ) i  � und Q(f31 + . . . + f3v) 
kontrndiktorisch spaltet ; ll l l l  sodnnn weitcr cinzuschcn , dass a sil'h 
ebenfnlls i n  Q({3) und ei ) [f31 ] Q, [{32] i Q({31 ) 1 , [/33] i Q({:\ + f32)J , . · · ! 
kon tradiktorisch spal tet , bemerken_ wir , class zn  jedcm Punkte P 
von Q ,  fii1· den die Zngchorigkcit z u  Q({3) a priori ausgcschlosscn 
ist , ein solches ll angegebeu we rd e n  kan n ,  dass die Zugchi:irigkeit 

[17] 
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zu Q({31 + {32 + . . . + f3v) eben falls fiir P a  priori ausgeschlosscn ist , 
so <lass P u otwen d ig zu einer der P1mktspecies [{31 J Q, [{32] ( Q({31 ) ) , • • . , 
[f3v] ( Q({31 -+ {32 + . . .  + f3v-1)l gehoren muss. 

Fiir jedes {3 ist eine willlciirliche in Q als 1'eilspecies enthaltelle 
in sich dichte Punlctspecie8 ebe;�falls in Q({3) als J'eilspecies enthalten. 

W eim eine sole he wohlgeonlu ete Ordinalzahl (3' Q bekannt ist , <lass 
Q((3' Q) in sich dicht ist , so heisst Q({3' Q) d ie Jina le Kohiirenz \'011 Q. 

Sei (3 eiue wohlgeorduete Ordiualzahl .  vVir  definiercu die mit 

af 13) zu bezeichne1 1de {3-te Ableitung dei· P 11 11ktspecies Q auf Grn n d  
der folgeudeu Fcstsetznuge1 1 :  QC0> ist identisch rnit der Abschlies
suug von Q ; QC1l ist identisch mit der Ableitung der ALsch l iessung 
Yon Q, d .  h.  mit  der A bleitung von Q; werm (3 = {31 + {32 auf 

Grnud <ler ersten erzeugenden Operation , so ist Q(13) = i Q(l31)l (132) ; 
00 

we1111  (3 = I:  f3v auf Grund der zweiten erzeugenden Operation ,  so 
V=1 

ist d13l = ':U (  a,(131\ Q(l3i + !32), Q'.13i + 132 + l33l, . . · l · Diese Definition ist 

offeuhar unabhangig von d er Erzeu gnngsart vo11 {3. Jedes Q(l3) ist 
ein e  abgeschlosseuc ganze Punktspecics. Fiir jede koudensierte woh l

georduete Ordinalzahl {3 ist dM mit QC1> ((3-l) idcntisch . 
Die indnktive Methode l iefert u n m ittelbar den Be weis der Leiden 

folgenden Siitze : 

Fiir jedes {3 ist Q({3) a!s Teilspecies in Q(13) en thalten . 
Fiir jedes {3 id eine willlciirliche in Q als Teilspecies entha!tene 

in sich dic!ite Pl{nktspecie.<J ebenjal!s in (2 13) als 1'ei!spec£es enthalten . 
Wenn ein e  solche wohlgeordnete Ordiualzahl (3"Q bekannt jst , 

class dl3" Q) perfckt i8t, so heisst 0,W 1J) d i e  .finale AbleitlfJZ!J von Q. 
l//emz eiJte Pwzlctspecies .<Jowuhl ei11e ji11a!e Kohiirenz ,  wie eine 

jiuale Ableitung besitzt , 80 ist erstere in leizferer a!s 1'eilspecie8 
eilthalten , wie unrnittelbar daraus folgt , cln ::-s die fina le  Kohiirern: 
in sich d icht ist. 

Wir sageu , <lass die Punktmen ge 7r cine Abbrechung erster Ord- § 8 
mt11g zuliisst , wenn die z n  7r gchi>rige Wah! 111 enge in solcher \V eise 
in cine M enge vou Pnn k ten vou (0)7r , 1 1 icht aher P 1mkte11 von 
7r( l )  angehorigeu ·wa hlen , cine Menge von P n  1 1  kten von 7r( l )  auge-
horigen W nlilen u n d  eiuc iibeijtz'issige Wahlmenge p (dies soll hesagen ,  
dass jeder Pu11 kt von 7r mit einem von n iclit zu p gehorenden Wahlen 
erzcugten P n n kte von 7r zusammenfiil l t , wiihrend jede a nf eine Wa h l  
von  p folgende Wahl ebenfo l ls  zn  p gchi.irt) zerlegt ist , dass (0)7r 
mit einer von der crsten Wahlmenge erzeugten Pnnktrn cnge (0)7r 



LOGISCH EN SATY, VOM AUSGESCHLOSSEN EN D HITTEN. 1 1  

oder [ 1 J:;r ,  u JH l  'ii"( l )  mit einer von cl er zweiteu vV nh lme11ge erzeug
tcn Puu ktmenge 'ii"( l )  ;1,nsamme11fal lt .  

Wenn die Pllnktmellge 'ii eine Abbrechu11,r; erster Ordmo1g zulii.Yd, 
sa setzt sie sic!t a1t8 (0)71= und 'iT"( l )  6rtlich Zlt8{f}//11len. vVe n n  w ir 
uiimlich d ie von d e u  llic!t t z n  p geMrigen W ahlen von 'ii erze ugtc 
Punktmenge rnit r bezeicliuen , so fiil lt je(l er P n n kt von 'ii rnit einem 
P n u kte von r zusarnmen u n d  muss deshalb , we1m e r  mit keiuem 
Pnnkte von (O).;r 'lusammenfallen k.111 1 11 , rn i t  eine111 Pnnkte von 'ii"( l )  
z usamrne11fallen . M ithi1 1  kann kein P n n kt von 'ii exist ieren , li'Lr !len 
sowohl rnit eiuem Punkte von (O);;:: wie ll lit eiuem Pu ukte von 'il'"( l )  
Z usamrnenfallung un 1 1 1 i)glich wiire , d .  h .  fiir !le u 7' 1 1sn 1 1rn1enfo l l u n g  
mit einem Punkte v o u  �i({l )?f.), .;r( l ) J  u u m i>glich wiire . 

w· eiter sagen wir,  dass jede P1tn!ct111en_r;e ei11e Abbrechu11g 0-ter 
Orduun,r; zu/;isst nurl wen n {3 eine wohlgeorcl 1 1  ete Orcl iualzn hl  ist , 
so sagen wir , d ass die P n 11 k t m e11ge 'ii eiue Abbrechau,r; {3-ter Ord
nung zuliisst : erstens we11 n {3 = {31 + {32 n u f  Grnud der ersten 
erzeugen<leu Operation u rnl 'ii eine Abbrech nng {2>1 -tcr Onl u ung und 
;T({31 ) cine Abbrechung {32-ter Orduung zuliisst , i 1 1  w elchcm Fnl l e  
wir :;;.(,731 ) ! (/32) rn i t  'il'"(/3) und eJ)[(31];=, [(32] ['ii"((31 ) : (  rn it [{3]'ii" bezeich-

oo 
ncn ; zweitens we1 1 1 1  (3 = 2: f3v anf Gt'uncl dc 1· z weite 1 1  erzeugendcn 

V=1 
Operation und ;. ({31 + . . . -t- f3v _1) fiir jcdes v ei 1 1e  Ahbrech u n g  
f3v-ter Onl u un g  zu l iisst i 1 1  solcher \V cisc dass d ie zu 'ii gehiirige 
VVah l menge i n  cine Menge von Puu kten vcn 'ii u n d  von [{31 ]'ii", 
11ich t aber Punk ten von 'ii"(/31 ) a1 1gehorigen vVa h l eu , eine _M enge vou 
P u 11kte11  von 'ii"(/31 ) und von [{32] ('ii"({31) J , n ich t a ber Puukten vo 1 1  
'ii"({31 + (32) angehCirigen Wahle n , . . . .  , e i n e  l\Jenge von Pun k ten 
rnn 'ii"((3) angehiirigen Wahlen 11 u d  cine ii herfli'ts:sigc W a hlmenge 
zerlegt ist , wtihrend [{31 ]'ii" mit ei1 1e1· von der ersten \Vnhl mengc 
erzengten Puuktme11ge [/31 ].;r, [/32] j'7l"'({31 ) j  m it cincr vo n  der zwe iten 
Wahlmeuge c rzeugten Pn nkt menge [{32] :7103�) : ,  . . . , nnd 'ii"({l.) rnit 
eine1· von dcr vorletzten Wahl rneuge erze ugten P u uktmenge 7r({3) 
zusarnme11 fiillt , in welchem Fallc wir �)[{31];.r, [F\ + /32];=, . . . \ mit 
[,GJ;.r hezeichnen.  

!Venn die Punklmen,r;e 'ii eine Abbrechung {3- ter Orduuug ::1tliisst, 
sa setzt sie sic!t all8 [f3}r und rr((3) urtlic!t zu11a11111ieu . 

Wen n  'ii ciue Abbrech nng {3'71'-tcr Ord11 11 1 1 g  z uUisst und 7i((3'71') 
in sich rlicht ist , so sageu wir , dass 'ii ei ue rallstiimlige Abbre
chuncr; zuliisst. 

/Venn die Pnn!ct111enr;e 'ii eine vu/l.yt{indige Abbrec!tu11g zuliisst und 
die wait f;r;eard11ete Ordina!zahl (3 landeusiert ist ,  sa ist jeder Pun!d 
van ({3)'ii" Gren:pun!d von (O)'ii" , wie in folgeuder Weise rn ittels  der 
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induktiven Methode eingesehen wird : Jeder Punkt P von ( l )?r ist 
Grenzpunkt von ?r ,  also von ell(0)7r, 7r(l) I , besitzt aber ein Quadrat 
q ,  innerhalb dessen kcin Paar ausserhal b voncinander liegencler 
Quad rate von ?r( l )  liegen kann , so dass innerhalb j edes imi erhalb 
q liegenden Quadrates von P zwei ausserhalb voneinander liegcnde 
Quadrate von (O)?r l iegen u n d  dernzufolge P Grenzpunkt von (O)?r 
ist. Es sei H u n  f3 = (31 + {2i2 auf Grnud der ersten erzeugenden 
Operation und es sei der fragl icl1e 8atz sowohl Hir {31 und (32 wie 
for jedes (31 u 1 Hl jedcs f;2 bcwiese n .  Alsda n n  ist j eder Punkt vou 
({3)?r = (()) :?r({3)j = (O)) i7r({31 ) :{32 �  = ({32) \7r({:\ ) \  Grcn zpunkt von 
(0) [7r({31 ) \  = ({31 )7r n11d j eder P im kt \'on ({31 )7r Greuzpunkt von (0)7r, 
mithin jecler Punkt von ({3)7r Grenzpunkt der Ableit ung von (0)7r 
nnd dcmzufolge Punkt  der Ableitung von (0)7r. Es sci w eiter 

00 
(3 = 2: f3v auf Grun d  der zweiten crzeugenden Operation uncl es sei 

V= i  
der frag.Jiche Satz sowohl fltr j ecles f3v wie fi'tr jedes 73, bewiesen . 
Alsdann ist jeder Pu1 1  kt P von ({3)7r Grenzpnnkt von 'ii, also von 
e>:[f3J7r, 7r(f3)i , besitzt. aber ein Qnallrat q ,  in nerhalb d essen k ein 
Paar ausserhalb voneinander l icgemle Qnaclrate von ?f({3) l iegen lrnnn,  
so  dass im1erha l b  jedes in ncrha lb q l icgendcn (�naclrates von P 
zwci a usserhalb voneirnrnder l icgcn cle (2uaclrate von [(3Jr, mithin zwei 
a nsserhnlb voneinnn der liegende Quad rntc rnn Pu1 tkten der Ablei
tul lg von (0)7r l iegen und demzufolge P Greuzptrnkt von ( (J)7r i'>t . 

Wemz die Pwdt111e11ge 7r ei11e Abbreclwn/j erster Ord11 1m,r; zulasst, 
so fiillt (0)7r mit einer ziih lbaren , ortliclt individualisierten Punkt
menge Zlt8{f}Jl1J/en . Sei llaJnlich F1 d ie  zah lbarc M en ge der Zll (O)?r, 
11icht aber zu ?r( L) gehorigen ungchemrntcn cndlichcn Wahlfolgen, 
7r1 die ebenfolls ziihlbare 'l'eilmengc von (O)i, wclrh c  e n tsteh t ,  wcn 11 
j edcs Elcrncl l t  von l\ dcrweise furtgese t zt wird , class imrner wicde1· 
der crstmiigl ichc fiir ( O)?r zngelassel le  Ziffcm korn pl ex von � gewiihlt 
winl .  Alsda im fiiJlt  jeder P nn kt v01 1  (0)7r t1 1it ei11em Punkte von 
7r1 znsammen . \V citer besitzt ein wil lkiirlichcr Pnukt P von 7r1 cin 
Qnarlrnt q ,  iunerhalb dessen n icht zwei a usserhalb vonci11ander lie
gend e  Quad rntc von 7r1 licgcn ko11ne11 , so dass ein willkiirl icher 
Punkt P' vo11 7r1 , der anf G r u n d  del' Ziih l barkeit von 7r1 auf P 
folgt ,  cin solches (�uadrat q' bcsitzt , dnss P' rnit P zusa1 11 mc11fallt 
oder von P i)rtlich vcrschieden ist , je n achd em q' iunerhalb oder 
n icht i u nerhal b q l icgt. Indern wir mithin d ie P u u kt111cnge 7r1 
znlliichst n ach ihrer Zahlharkeit ordnen u n d  sodnnn vo 1 1  ihr j eden 
mit cinem vora11gche1 1den zusa nm1 e11fal lenden Pun kt fortlassen , 
erhalten wir cil lc ortlich individualisierte und noeh i m mer ziihlbnre 
Punktmc!lge 7r2 , mit <lei' 7r1 und dcn1zufolgc auch (0)7r znsammcnfallt. 
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Wenn die Punlt111en,r;e 7r eine vu !!stii11d1:r;e Abbrecl1 1tng zu!iisst und 
sic!t in so!cher /// eise urt Zich zusa111111e11sctd aus ei11er in 8ich dich ten 
Pzmldmenge p uud einer 1:011 p freien mul kei11e i11 sich die/ de 1'eil
me11ge e1Zthalle11rle11 Puultmeuge CJ' ,  dm18 die zu 7r ,r;ehur�r;e Wah !
menge i11 eine jlf e11.r;e von zu CJ', n ich t aber :..·it p ,r;ehiirigen 117ahleu , 
ei11e 111 en,r;e von zu p gehur(r;en Wahlen u11d eiu e  /iberj!tt88��·e !Fah l111e11ge 
zerleg t  ist ,  80 fallen einer8eils p u1Ul 7r({3',,,.) , andererseits CJ' 111u.l 
[{31,,.]7r z1tsamme11 . \V c u n  wir  n ii. 1 1 1 lich d ie Yon den nicht i.i l.Jcrtll'1 ,;sigc11 
\Vahlen  von 7r ci·zc ngte P n u ktu1c 1 1gc rnit ·r bczeichncn , so fal i t  jeclcr 
Pun k t  von 7r mit ei 1 1e111 Pun kte von r z11sa1 1 1 1 1 ien ; wc 1 1 11 1 1 u 1 1  ei n P u  1 1  kt  
von 7r({3 ',,.) mit ei 1 1em von ei1 1er nich t P 1 1 11kte1 1  rn 1 1  p a.ugchiirigcn With ! 
von T erzcngten Pu nkte zusatnmenfiel c ,  so w i'i 1 cl c ein sole hes Qunclrnt 
q von 7r({?/,,.) ex istieren , in nerl ia lb <�es�cn kc in  Qunc lrnt voH  p l iigc , 
so class die i n  sich dichte i l l  q c n tl 1 1 1 1 t c 1 1c  'l'e i l ni cngc  von 7r({3'r.) 
<l er Voran ssetz mig cntgegeu 111 it  einer 'l'ei l 1 1 1 cugc vou CJ' wsa1 1 1 n1c 1 1 -
tielc. Weiter i s t  jedcr Punkt von [,G',,,.]7r frei von 7r({31;r) , m ithin Voll 
p ,  so dnss filr himeichc) )(l grosses v die v-te Wahl c les u i i t  dicse m 
Punkte wsani rncnfallcmlcn PuHktcs vou T 1 1 icht w p gehiircn k n u n  
n 1 1 d  demznfolgc zu CJ' gehoren m u ss .  II iernus folg t ,  <la ss je cler  P u u k t  
von [/31,,,.]7r mit eincm P n nktc VOil CJ' z1 1sn 11rnHrn follt n 1 1 d  i n  <lersel hen 
\Veise zeigcn w i r ,  clat-is j eder Pun kt von CJ' lll it eincm P unktc von 
[{3',,.Jr ;i;usamrnellfilllt .  

lVe1w die Pltii!.:tme1Zge 7r eine col!stiind1:r;e Abbrech 1t11p . rn!ii8st wul 
sich dad1rrch urtlich z1t8am111e118el::t a1t8 einer in sich dich len wul 1nit 
jeder sie als 1'eilme11ge en thaltendeJt ·in sich dir:h len 1'eil111e11ge con 
7r zusm11111e1zfal!e1ulen P1rn!.:fJ11en,r;e p ?tJl(l einer con p freien Pwdt-
111e11,r;e CJ', dass die zu 7r ,r;ehur(r;e !Vahlmen,r;e in ei11e 111 enge i:o1t zu 
CJ', nicht aber za p ,r;ehUr(r;en 7Vahlen , ei11e M en,r;e von zit p gehu
rij;e11 Wah len wul ei11e iiberjliissige 7Vahlme11.r;e zerle,r;t ist, so fallen 
einerseits p tltld 7r({3',,,.) ;  rwdererseils CJ' wul [/3'"]7r z1t8a111111en . 

Eine PnHktspecies hcisst !i11ritierbar , w e n n  cine mit ihrcr Abschlies
snng zusaimncnfal lcnde  Punktrneuge existicrt . 

Wir sngen , class d ie l imitierbarc P u n k tspecies Q eine Begrenz1mg 
{3;-ter OrdJZ1wg zuliisst. ,  wenn cine mit q,<0> z usanm1e11fal lernlc. erne 
Abhrechu 1 1 g  {3;-tcr Orduung wlasseude  Puuktmenge existiert. 

Wir sagen , class die gleiclnnii,;sige P u n k  tspecics Q, clerell n-tc 

Quadrate die Scitenltlnge 2 1-1L11 bcsitzen , katalogisiert ist oder eine 
Kata!o,r;isierung 0-ter Ord1llrng whisst, wenn C1'1 , C1'2 , . . . eine solche 
F nrnl amen talreihe von n ich t aim ch men den eml l ichen Znhlcn ist , 
dnss CJ',, ffi r  himeiehend grosses n jede G renze ubcrsteigt und fiir 
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j ellcs n eine solche endliche Menge sn von Quadraten }.'"'" ange
geben werden kann , dass jedes nicht zu sn gehorige Quadrat }.'"'" 
zt 1  keinern Punkte von Q gchfat nnd zu jedern Quadrate von s" 
fiir jcdes 1 1 icht negative m ein Quadrnt J-1_.,. + m von Q existiert , von 

dem es eine E11tfcrnung < _!_ besitzt. 
I 2"n 

Jede katalo.fJisierte P1ml.:t8pecies i8t limitierbar . Um dies zu be
weisen , bezeiclmcn wir d ie Menge der Qnadratc von s,, ganz oder 
teilweise ii.berdeckclJ(len Qua<lrate }.1_., ,  rn it t,. , hestirnmen eine solche 
l1\rndame11tal rcihe n1 , n2 , . . .  , dass l'·"'v+i � µ,,v + 4 und konstru

icren m einem willk ii.rlicl1en Quad rate q von t ,  zwci konzentrische V I V 
Quadrate q 'v u ud q"v , cleren Seitenlange t bzw. �- der Seitenlange 
von  {_fv hetriigt. Alsdnu n  kbn11en wit· nach e inem durch die !T11v und 

[19] die µ11v lie;;timmten Verfahreu mittels Betrachtung von s,, P , wo p 
sich n l;; eine Frmktiou c/)(v) von v fcst legen liisst , rnit Sicherheit 
feststellen , en tlceder dass alle Ptrnkte der Abschl iessung Jl von Q 
ausserhalli q', l iegen , oder class zu R in q"v enthalteue Punkte ge
hi:ire 1 1 . l nde 1 1 1  wir  diejen igen Qundrate q, , fli.r welche der letztere 
Fall vorl iegt , nls Quadrate lv bezeicln1en w1d cler Heihe nach cin 
Qnalli at k1 , ein Qnadrat k2 usw. i n  solcher Weise class jedes von 
ih 1 1e 1 1  i I l l  Jnnern des vorangehenden l iegt , ii.hrigens fl her willkihlieh 
wii b le 11 , erzeugeu wir eine mit R zusammeufollende Punktrne11ge 81J. 

[20] l\il it ll iicksicht auf das weitere sorgen wir ii.berdies dafiir , 

[202] 

dass µ,,, H  � µ11" + G ,  bestimmen p = c/)(v) d urch die Fonlernngen 

µ,, P > µ,,v + 7 und IT,,P 2 µ,," + () , konstrniercu noeh ein drittes 
mit f}v konzeutrisehes Quadrat q1

1
1v , dessen 8eitenla1 1ge -:H der Seiten

Hi1 1ge von qv betriigt u 1 1d  reeh11c 1 1  qv dnnn und 1 1ur  11aun  /m den X·v , 
wem 1 s,,P tei lweise i 1 1 11erhalb q'"v l iegt. 

D iesel be Schlnsswcise l iefort den  Beweis des folgende11 Satzes : 
Wcnn fiir jedes n einc endlichc JJfe11,r;e s,, van Quadraten )..1_.,, dcji

niert i8t in solcher If/ eise , da88 jedes Q1wdrat ro11 s,, + 1 im Imzern 
eine8 Q11adrates vo1t 811 enlhalten i8t wul 11"1 , 11"2 , . . • eiJ1e solche 
Fzoulamen ta!reihe von nicltt abuehmel/{leu end!icheJZ Zah len darstellt, da88 
IT. f"iir lti1treichenrl IJT088e8 ll ;"ede Gre11ze iiber8teir;t wrihremt Zlt ;"edem H • , � • ' 

Q11adrate von s,, fiir jedes po8itice 111 ein Qaadrat z;on 8,, + ,,, etci-

stiert, vo1t dem es ei11e Butjenw 11g < _!_ besitzt,  80 ist die 1:-i"pecies 
2171l 

R der in jedel!l 8,, eJ1 tha!tenen Pun/de mit der Absch l£es811ng eiuer 
l.:rdalo,r;i8ierteJt P1r11ltspecies identisch . 1 ) 

1) Ans 1lem ol>ig·pn SatzL• fa;st sieh , wenn wir e i m·n Li11 1pspnnkt von in tlcr endliehen 
Q11adratme11g-e /; Pnthnl tf'nen 1'unktcn als :1 1  /; y,./11i1•1•11rl hczcidl l lcn , Wl' i ter  folg-ern : 
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vYir sagen, class d ie lrntnlogisierte Punktspecies Q cine Katalogi
sierung erster Ordnun,r; znliisst , wen 1 1 o-'1 , o-' 2 ,  . • • cine solche 
F1mdamentalreihe von u icht abneh rncnclen endlichen Zahlen ist, dass 
o-'n fiir hinreicl iend grosses n jedc G reuze iibersteigt u n d  die Quad rat
menge s,, filr je<les Jt i n  zwei solche Quadratmengen s'11 und 1 sn 
zerlegt i s t ,  <lass zu jeclem Quadratc von s'n cin einen Grenzpm1kt vo11 
Q enthaltendes Quadrat v011 s, , e);.istiert, von dem es eine E1 1 tferm111g 

< _!,_ besitzt , und in kei 1 1cm Quad rnte vou 1 s11 ga11z oder teilweise 
2"' ,, 

iiberdecke1 1de11 Quadrnte ;..1,_11 ein Grenzpunkt von Q en tlwlten sein 
ka1m .  Wenn iiberdies fii.r j edes JI j eder  in ei nern Quadrnte von 1 s,, 
enthaltene Punkt von Q isoliert ist , so sagen wir , ,  <lass Q eine 
isolierende Katalogisienmg erster Ordmrng zulasst. 

II ierbei d l'trfen wir an n ehrnen , z trniich st <lass 0-11 < f'-n - 2 fiir 
jedes n ,  und auf G rnnd davo1 1  wei ter , class o-'n = o-,, fii r jedes n ist. 
Um namlich letztercs zn crreiche1 1 , brauchen wi

"
r fiir o-'n < o-,. u1 1d 

o-'n + "' 2;> µ,,,  nur dieje 1 1 ige1 1  Quad rate ans s'" fortzulassen ,  welche , 
eheusowenig wie die angrenzc 1 1den oder von ihnen teilwcise iiber
deckten Quadra te Ar.1.,. , ei1 1 Quad rnt vo 1 1 s'11 + ,,, i n  i h rem Innern 

en tl1alten . 
Wenn Q eine Katalogisienm,r; eJ'8ter Ordnung zNlii8st, 80 I.mm die 

Ablei'tung QC1 l al8 Abscldie881(llg eider krdalo,r;isierteu Pmdtspecies 
dargestellt werden. Man ti ll(let niimJ ich ci 11e entspl'echende Qnadrat
menge t}1 l i 11 dcr M enge allel' Quadrate von 81n ganz oder teilweise 
iiberd ecken d e n  Quadrnte ;..1,_ • I! 

!fl enn Q eine isolierende Katalogi8ierung erster Ordnnn,r; z1tlrt88t, 
so !asst iiberdies die e;d�prechende Punlctmenge 81J eine Abbrechun.r; 
er8ter Ord11ung z11. Das Verfnhl'en welches d ie i)1l untel' de1 1  q.<1 l 
nud die  k. u ntel' den q. auswah lt , hestimmt 1 1amlich clie l/1> a1 1s
schliesslich unter den k. , Wenn wir weiter zu jedem q. noch ein 
viertes konze11 trisches Qua di  at q.''" konstruieren , clesse11 8eite 11Hinge 
-N B- der Seitenlange \'On qv betragt, u n d  ei1 1e ein kv, u icht aber ein /,_·/' )  
iVenn 1.1.1 1 /'-2 , .  • •  wul <T1 1 cr21 • • •  snldw Funilamcn/11/,.eihe11 von 11ich t a l1n1'/1 1 1 1 ende11 
endlichen Za/ilen si11d 1 dass /'-n w11l "'" (1i1· lii n1'eicliend ur11sses n jede G1'1' 1 1 : e  ii/u_•1·
sleiyen wtd fii1' Jedes n eine endliche Menye i·,, von Qwulrnl1•n ;.1,,11 defi11 :,.,.l i ' l  i n  
solcliei· lVeis1• 1 dass Jed e s  Quadi·at von 1·11+ 1 enlwerle1' Teili1uarl1·al  eiiws Q11rull'afes von 
i·,, orlel' mil einem ()1uufrrile non 1 ·1 1 ide11 l isch isl 1 n•ii li 1·e1ul :u Je11"111 <)nad1·11le von rn 
{tfr jedes µusitive 11i ein f)uatlru.t von rn+m e.ri . .,tiert , von deni es eine l.!..i�nt{eruung 

1 < - - liesi/:11 so isl die Species der :n jl'dem "n r;ehiii·elllll'n Pm1kle m i l  da A /1.,chlil's-2"'" 
.rnoy ei11e1· /;a/11/ouisiaten f'w1 /; ts1wries ii/1•11lisi·h. DieK folgt uumittdbar aus dem ohigcn 
Safae 1 wenn wir jedes i·, ,  <lurch die Mrnge der Quadrate von i·,, gauz oder tl'ilweise iiber
deckentlen Quadrate ;.1,," ersetzen. 

[21] 
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erzeugende Wahl zur zweitcn oder zur dritten Kategorie rcchnen , 
je  nachclem s11P teil weise innerhal b oder n icht teil weise innerhal b des 
beziiglichen qv'"' liegt, so brauchen wir n ur einerseits die auf Wahlen 
zweitcr Kategoric folgenden , li)1) erzeugenden Wahlen , andererseits 
die Wahlen rlrittcr Kategorie als ii berfliissig zu betrachten . 

Sei ll', It, . . . cine solche rn it F zu bezeichnende .Fnndameu 
talreihe von Abschliessnngen von katalogisierten Punktspecies, dass 
j cdes ihrer Elemente im voraugehenden als 'I'eilspecics entlrnlten ist. 
Alsdann diirfen wir annehmen , erstens class fl'tr jedes n die Zahlen 
µ,, und IT,, fiir alle R,(v) gleich sind , zweitens class die zu  R(v + 1) 
geh6rige Quadratmenge s}� + l) fiir jedes n uu d jedes 11 eine 'l'eil
menge dcr zn R,(v) gehorigen Quadratmenge s}v) ist. 1) Die F unda
mentalreihe F wird indazibel genanu t ,  wenn fi.ir jedes n ein solchcs 
11,, angegeben werden kann , dnss s}vn + t'-) flir jedes positive µ rnit 
s}" , , ) identisch ist. Alsdan n ist jedes Quad rat van s,, + 1(v,,+1) im 
Innengebiete eines Qundrates von 8n(v,,) enthalten und der Durch
sc/mitt der induziblen Fundamentalreihe F, welche ja m it der Spycies 
dcr fi'u· jedes n und  jedes 11 in s}v) enthaltenen Punkte identisch 
ist , ist auch ihrerseits mit der Abschliess1tng einer katalogisierten 
Ptwktspecies , 11amlich mit der Species R�(JJ) der fiir j edes n in s}v,,) 
e11thaltenen Pnnkte , identisch. 

Wenn (3 eine wohlgeonlnete Ordinalzahl ist , so sagen wir , dass 
die Punktspecies Q eine Katalogisierung bzw. isoliereude Katalo,r;i
sierung {3-ter Ordnung zuliisst : erstens, wenn {3 = {31 + {32 auf Gnmd 
der e1·sten erzcngenden Operation uncl Q eine Katalogisicrung bzw. 
isolierende Katalogisierung {31-ter Ordnw1g und  Q(13i) cine Katalo
g1sierung bzw. isolicrencle Katalogisierung {32- ter Ordnung zuliisst ; 

00 
zweitens , wenn (3 = 2: f3v auf Grund der zweiten erzeugenden Opera-

v=1 
ti on und q(l31 + 132 + · · · + l3v-1) fii1· jedes 11 eine K atalogisiernng bzw. 
isolierende Katal ( )gisiernng f3v-ter Ordnung zulasst , wahrend die 
Funclamental l'eihe Q'0>, Q(l3i), Q(l3i + !32), . • • indnzi bel ist. 

\Venn Q, eine Katalogisierung bzw. isolieren de Katalogisiernng 
{3"1J-ter Ord n ung znHisst , und Q(p,"IJ) perfekt ist , so sagen wir, dass 
Q eine vollstiiudige Katalogisierung bzw. voll8tii11dige isolierende 
Katalogisiernng zulilsst. 

l 1 Weil namlich R(v +l) eiuerseits mit der Species der fiir jedes n in s,,(v+i) enthal

tencn l'unkte identisch ist , andererseits in der mit der Spedes der fiir jedcs n in s}v) 
enthaltenen Punkte illentischen Species R(v) als Teilspecies enthalten ist , so ist Jl(v +l) 
auch rnit ller Species der for jedes n in :D(·'n(v ) ,  s}v · 1 )) enthaltcnen Punkte idenfoch. 
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Wenn Q eine Katalogisierung {3-ter Ordnung zulasst, so lwnn sowohl 
Q(f3! wie jedes QC'ii) als Absch!iessun,r; ei11er katalogisierten Punkt
species dargestellt werde11 . 

Wenn Q eine isolierellde Katalogisierung {3-ter Ordnung zulasst ,  
so lasst iiberdies die entsprechende Punktmen,r;e 80 eine Abbrechung 

00 
{3-ter Ordnung zu. W enn namlich f3 = L f3v auf Grund  der zweiten 

V=1 
erzeugenden Operation , wahre1 1d jedem n ein solches &n entspricht, 
dass sn(f3i + . . .  + f3;o-,. + 1J fiir jedes positive µ, mit s}f31+ • . .  + f3;o-) ideutisch 
ist und t¥v die grossere der beiden Zahlen &11 und &,, dars.tellt, v q>(v) 
so ist die Menge der Quadrnte k}f31 + · · · + {3,_pv + 1J fiir jedes positive 
µ, mit der Menge der Quadrate ;.)f31 + · · · + f3..p) identisch. 

Es kan n vorkommen , <lass eine katalogisierte Pmiktmenge 7i eine 
vollstandige Abbrechnng zulasst , ohne dass fiir eine mit ihrer Ab
schliessung zusammenfal lende Pu11ktmenge dasselbe zntrifft . Sci z .  B. 
u- eine solche auf cinem Liniensegment l der X-Axe l iegencfe ,  
katalogisierte u ud  abgeschlossene Punktmenge , class keine vollstan
dige A bbrechuug einer mit u- zusam menfa llenden Punktrnenge exi
stiert , und 7i die Menge der Mitten der oberen der X-Axe parallelen 
Seiteu der Quadrate der zu u- gehorigen Quadratmengen s11• Als
dann ist 7i lrntalogisiert und liisst cine vollsfandige Abbrech ung zu ; 
cine mit ihrer Abschliessung el(u- ,  7i) zusammenfalleudc Punktmenge 
lasst aber keine vollstandigc Abbrechung zu . Urngekehrt kann es 
vorkommen ,  dass die zn einer katalogisierten Punktmenge 7i gehorige 
Pnnktmenge 871" cine vollstiiudige Abbrechung zulasst , ohne dass for 
cine mit 7i zusammenfal lende Punktmenge dasselbe zutrifft . Sei z. B.  
u- eine solche auf  einem Linie11segment l der X-A xe liegende J:>unkt
menge , dass keiue vollstandige Abbrechuug eincr mit u- zusnmmeu
fallenden Punktmenge existiert , u nd f die Meuge der Mittel l  der 
oberen der X-Axe paral lelen Seiten derjel ligen Quadrate ;.. , dercn 
Mittelpu n kt auf l liegt. A lsdann fallt el( u-, f) rnit einer sole hen 
katalogisierten Punktrnenge 7i zusamrnen , dass keine mit 7i zusam
menfallende Pun ktmenge eine vollstandige A hhreclnrng zulasst ; die 
zugehorige Punktmenge 871" dagegen liisst cine vollstii11 d ige A bbre
chnng zu . 

§ 1 1  Jede pe1fekte P1tnktspecies Q ,  we/cite wenigstens einen Punkt 
enthalt, ist der Menge C (vgl .  S . D des ersten Teiles) aquiva!ent, 
u nd zwar (ilbrigens analog wie im Fal le <ler S. 1 3  des en;te11 Teiles 
betrachteten Species S) auch dami , wenn wir fiir Punkte den Begriff 
,, verschieden" i m  Sinne von , ,art l ich verschieden" auffassen .  Erstens 

Verband. Kon. Akad. v. Wetensch. (1• Sectie). DI. XII. G 2 
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namlich ist Q eine rreilspecies der die Kardinalzahl c hesitzenden 
Menge der Punkte der Ebene. Zweitens enthalt Q eine rl'eilspecies, 
welche rn it einer mit der Menge G222 . • . (vgl. S. 22 des ersten rl'eiles) 
gleichmachtigen , ortlich in di vidualisierten Punktmenge zusammen
fallt , und die Menge G222 . . • ihrerseits cine mit C gleichmachtige 
rreilmenge , so dass auch j edern Element von C ein Pun kt von Q 
i n  sole her Weise zugeorduet werden kann , dass zwei verschiedenen 
Elernenten von C zwei ortlich verschiedene Punkte von Q entsprechen . 

Diesel be Eigenschaft gilt auch fiir jede Punktspecies , welche 
eine perfekte Punktspecies als Teilspecies enthalt .  

Seien Q' und Q" zwei katalogisierte Punktspecies. Alsdann diirfen § 12 
wir annehmen , dass fiir j edes n die Zahlen µ,n und crn fiir Q' und 
Q" gleich sind. Wenn "i , T2 , .  • • eine solche Fundamentalreihe 
von nicht ahnehmenden endlichen Zahlen ist , dass "n fiir hinreichend 
grosses n jede Grenze ii.bersteigt und die Quadratmenge �(t'm t"n) 1) 
fiir j edes n in zwei solche Quadratmengen tnC3l und tnC4l zerlegt 
ist , class zu jedem Quadrate von t,Pl fiir jedes positive m ein Quadrat 
von tn +mC3l existiert , von elem es eine Entfernung < _l __ besitzt und 

2""n 

fiir geeignetes positives 21 kein Quadrat von tnC4l an ein Quadrat von 
�(t'n + v, t",, + v) grenzt oder von ihm teilweise iiberdeckt wird , so 
diirfen wir annehmen , dass jedes Quadrnt von tn+1C3l in einem Qua
drate von t,,C3l enthalteu ist und nennen Q' und Q" in bezug auf
einander katalogisiert. 

Von zwei in bezug aufeinander katalogisierten Punktspecies ist 
der Durchschnitt der Abschliessungen mit der Abschliessung einer 
katalogisierten Punktspecies identisch. Im Fall e der obigen Punkt
species Q' und Q" ist dieser Durchschnitt narnlich mit der Species 
der Punkte , welche fiir jedes n in t"C3> enthalten sind , identisch. 

Die Abschliessungen zweier in bezug aufeinander latalogisierter 
Punktspecies besitzen r;emeinsame Punkte oder nicht ,  je nachdem die 
entsprechende Quadratmenge t1 C3l ein Element besitzt oder nicht. 

Eine Punktspecies Q heisst zusammenhdngend, wenn zu je zwei 
heliebig vorgegebenen Punkten P1 und P2 von Q fiir beliebiges 
n eine endliche .Folge Pl ' P'1 , P'2 , .  . .  P'k • P2 von Punkten von 
Q bestimmt werden kann , von denen je zwei aufeinauderfolgende 
in einem gemeinsamen Quadrate ).n enthalten ::.;ind. 

1) Diese Quadratmenge braucht nicht jeden Punkt zu ent}.ialten , der sowohl in t'n wie 
in t"n enthalten ist ; sie entbalt aber diejenigen Quadrate >.1,,n , welche sowohl ein Quadrat 
von s',, wie ein Quadrat von s"n ganz oder teilweise iiberdecken. Jedes Quadrat von 
�(t'n + 1 , t''.,, + 1 )  ist im Innern eines Quadrates von �(t'.n i  t"n) enthalten. 
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Eine Species von Quadraten }. heisst zusamrnenhiingend, wenn zu 
je zwei beliebig vorgegebenen Quadraten q1 und q2 der Species eine 
endliche Folge q1 , q'1 , q'2 , . . •  q'h , q2 von Quadraten der Species 
bestimmt werdeu kann , von denen je zwei aufeinanderfolgende 
einander teil weise iiberdecken . 

Zu j edem grossten zusammenhangenden Bestandteile f3 der zu 
einer katalogisicrten Pnnktspecies Q gehOrigen Quadratmenge tn 
Hisst sich entweder ein solches rn angeben , dass lcein Quadrat von 
tn + m in Innern eines Quadrates von t/1! liegt , oder es lasst sich 
feststellen , dass fiir jedes positive rn ein Q.uru1mt von tn + m im 
lnnern eines Quadrates von tn liegt. Im erstere i l  l<'al l e  nennen wir 
f3 einen unwesentliclten , im letzteren einen wesentlichen zusammen
hangenden Be8tandteil von tn. 

Der Zusammenhang einer katalogisierten Punktspecies Q ist der 
Eigenschaft aquivalent , dass filr jedes n die entsprechende Qmtdrat
menge tt! uicht zwei wesentliche zusammenhangende Bestandteile 
aufweist und hieraus folgt unrnittelbar vvei ( e r ,  dass der Zusammen
haug einer lcatalogisierten Pun!.:!8pecies der Eigenschaft iiquivalent 
ist, dass ihre Abscliliessung nicht in zwei je wenigstens einen Punkt 
enthaltende , in bezug aufeinander lcatalogisierte Abscliliessungen van 
lratalogisierten Punldspecies zerlegt werden oder sich aus solchen 
zusammen.�etzen kann .  

Der Durchschnitt R(w) einer induziblen Fttndamentalreihe B', R", . . .  

van zusammenhiingenden .Abschliessunge;i van katalogisierten Punkt
species ist ebenfalls zusammenhangend. \!Venn nami ich irgend ein 
tn (v,,) rnehr als einen wesentlichen zusarnmenhangenden Bestandteil 
enthielte , so konnte R, (vn) nicht zusammenhangend sein . Weil mithin 
tn (vn) fiir jedes n llicht mehr als einen wesentlichen zusammen
hangenden Bestandteil enthalt , so ist die Species R(w) der fiir jecles 
n in t}"1J enthaltenen Punkte zusammenhii11gend. 

Eine Pnnktspecies Q heisst zusammenhiingend zwisclien zwei ihrer 
Punkte P1 und P2 , wenn fiir beliebiges n eine endliche :Folge Pl ' 
P'l ' P12: . . .  P',, , P2 von Punk.ten von Q bestimmt werden kann , 
von denen j e  zwei aufeinanderfolgende in einem gemeinsamen 
Quadrate ).n enthalten sind .  

Eine Species von Quadraten ;.. heisst zusamnienhiingend zwischen 
zwei in ihr entlialtenen Pun/den P1 und P2 , wenn eine solche 
endliche Folge qp q'1 , q'2 , . . .  q'1i , q2 von Quadraten der Species 
bestimmt werden kann , dass P1 in q1 und P2 ip q2 enthalteu ist, 
wiibrend je zwei aufeinanderfolgende Quadrate der Folge einander 
teil weise iiberdecken. 

G- 2* 
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Der Zusammenhang zwischen P1 und P2 einer katalogisierten 
Pun ktspecies Q ist der Eigenschaft �iquivalen t ,  dass flir jedes n die 
entsprechende Quadratrneuge t" eiuen zwischen P1 und P2 zusam
menhangenden Bestandteil aufweist nnd hiern us folgt unmittelbar 
weiter , dass der Zusmmueu!tang zwisc!ten I\ und P 2 einer katalo
r;isierteJZ Punkt.pecies der Bigensc!taft aquivalen t ist ,  dass i!tre Ab
schliessung nicht in zwei in bezug wtf einander lcatalogisierte Ab
schliessungell von katalu,r;isierten Punktspecies , von denen die eine P1 
und die andere P 2 enthalt, zerlegt werden oder sich aus solchen 
zusa1llmensetze1t lmnn .  

Der Durchsclmitt R(w) einer induziblen Fwulame.ntalreihe R', R", . . . 
von zwischen 1\ and P2 zusa/lllllenhiingenden Abschliessungen van 
lcatalogisierten Pwzlct�pecies ist ebenfa!ls zusammen!tangend zwischen 

P1 und P2 • Wem1 n�imlich i rge u d  ein t}vn) keinen zwischen P1 und 

.P2 z usam rnenhan gen den Bestandteil enthielte , so konnte R (vn) nicht 

z usam menhiingend zwischen P1 n n d  P2 sein . Weil mithin t,.Cv,,) fiir 
jedes n ci1 1en zwischen P1 u n d P2 zusammenhiingenden Bestand

teil en thal t ,  so ist die Species R(w) der filr j edes n in t,, Cvn) enthal
teueu Punkte znsamrnenhaugend zwischen P1 un d P2• 

2 .  Bereic!te ttnd innere Grenzspecies. 

D e n  Qnadraten eines nach S .  8 des ersten 'feiles definier ten 
Bereichs (3 fiigen w i r  folgende Qua(lrate ). hinzn : 

1 .  W e n n  �wei Qnaclrate x' nnd x" von (3 eine gemeinsarne Seite 
s der Liinge l besitzen , dasjenige Quad rat. ). d er Seitenlange !, 
dessen M ittelpunkt mit de111 Mittelpunkte von s zusammen fallt. 

2. ·w e n n  eine Seite des Qnadrates x' von (3 eine Seite s der 
Ltinge l des Quad rntes x" von (3 als 'l'ei l enthalt , dasjenige Quadrat 
). der Seitenliinge l, <lessen M ittelpnnkt  mit dem M ittelp nnkte von 
s zusa m menfall t . 

3 .  W enn i n  einem Punkte P d re i  oder vier Qnadrate x von (3 
znsam menstossen , dasjenige Qnadrat ?. ,  dessen M ittelpunkt i n  P 
liegt u ucl desseu Seitenlii 1 1ge der Seitenlange des kleinsten der in 
P zusamme11stossenden Quad.rate gleich ist. 

Die nrspri'1ngl ichen Quadrnte x von (3 zusammen mit den obigen 
neu h inzugefiigteu Qnad rn tc1 1  ). w erden wir als die Ziegelquadrate 
des Bereic!ts (3 bezcichnen . 

Die Species der je zu einer endlichen Menge von Quadraten 
von (3 gehorigen oder , was auf dasselbe h inauskommt , die Species 

§ 13 
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der j e  in einem Ziegelquadrate von {3 enthaltenen Punkte werden 
wir auch kurz als den Bereiclt {3 bezeichnen . 

Jeder Bereich fiillt 11tit einer numerierten Punktmenuqe zusammen. 
Um dies zu beweisen , zerlegen wir die Quad rate von {3 in solcher 
Weise in als Quadrate zweiter Ordnung vou {3 zu bezeichnende, von 
keinem Ziegelquadrate von {3 zerlegte Quadrnte x ,  class die Seiten
langeu der innerhalb eiues wil lkiirlichen Ziegelquadrates z von {3 
liegenden Quadrate zweiter Ordnung von {3 hochstens �· des Massstabes 
vou z ,  d .  h .  des Minimums der Seitenliingen von z und den z tcilweise 
ii berdeckenden Ziegelquadrnteu betragen , im ii'2rigen aber moglichst 
gross sind.  Aus den Qnadraten zweiter Ordnung von {3 leiten wir 
die Zier;elquadrate zweiter Ordmtng van {3 in derselben Weise her , 
wie wir aus den Quaclrnten von {3 <lie Z iegelquadrate von {3 her
geleitet haben .  Sodann leiten wir der Reihe nach fiir j ecles n aus 
den Quadraten und Ziegelquadraten n-ter Ordnung von {3 die 
Quadrate und Ziegelquadrate (n + 1 )-ter Ordnun.r; van {3 in derselben 
Weise her , wie wir ans den Quadraten und Ziegelquadraten von {3 
die Quadrate und Ziegelqnadratc iwciter Ordnuug von {3 hergeleitet 
haben . Indem wir der Reihe nach fiir jedes n ein Ziegelquadrat 
n-ter Ordnuug von {3 in solcher Weise , dass jedes dieser Quad rate 
im Innern des vorangehenden liegt , librigens aber willkiirlich wahlen, 
erzerigen wir eine numeriertc Punktrnenge '7T"f3, welche rnit {3 zusam
menfallt . Sei narnlich die Quadratfolge q1 , q2 , . • .  ei 1 1  Pun kt P von {3. 
Wir bestimmen eine moglichst kleine derartige Zi:ihl n1 , <lass q,,1 ini 
Innern eines Ziegelqnadrates a1 von B liegt und  vom Rande von 
a1 eine wenigstens �- des Massstabes von a1 betragende Entfernuug 
besitzt. Sodann bestirnmen wir eine rnoglichst klei 1 1 e derartige Zahl 
n2 , dass q,, im Inneru eines Ziegelquadrates a2 zweiter Ord11ung 
von {3 1iegt

2 
und vom Rande von a2 efoe wenigstens l des Mass

stabes von a2 betrageude Entfernm1g besitzt. Indem . wir i 1 1  dieser 
Weise fortfahren und iiberdies dcr ei11deutige11 Bestimmtheit wegen 
fiir jedes ll die Kool'dinaten des Mittelp nnktes von av moglichst gross 
wablen ,  erzeugen wir eine Quadratfolge a1 , a2 , . . .  , welche einen mit 
P zusammenfallenden Punkt vou '7T"f3 darstellt. 

Sei E ein willkiirliches Qnadrat x1 . Der Einfachheit halber wollen 
wir im weiteren je zwei Qua<lrate x der gleichen Seitenlange wie 
E, samt den zu ih11en gehorigen Pun kten der Ebene , deren recht
winklige Cartesische Koordinaten endliche Dualbriiche sind , ihrer 
Kongruenz entsprechend ide11tifiziert denken , worin , weil die von 
uns betrachteten Punktspecies als geschrankt vorausgesetzt werden, 
keinerlei Beschrankung l iegt . 

S�ien x' , x'' , x'" , . . . d ie Qnadrnte des Bereichs {3. Sei Iv das 

[209] 
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Minimum der Seitenlangen von x' , x" , . . .  x(v) und Mv die Menge 
derj enigen 'reilquadrate von E der Seitenlange lv , welche von keinem 
der Quadmte x' , x" , . . .  x(v) li.berdeckt werdeu. Die Species der fiir 
j edes v zu M, gehorigen Punkte bildet eine abgeschlossene ganze 
Species· le = K({3) , welche wir das Komplement von {3 nennen 
werden . Ebenso werden wir {3 als das Komplement K(le) von le 
bezeichnen . .  W enn wir die Species der Pun kte der Ebene kurz als E 

[23] bczeichnen , so sind {3 und f Komplementiirspecies voneinander in E. 

[24] 

[210] 

vV enn K({3) mit einer katalogisierten Punktspecies zusammenfiillt, 
so nennen wir {3 �,omplementiir leatalogisiert. Insbesondere ist also 
jedes Gebiet ein komplementar katalogisierter Bereich. 

Die Vereinigun,r; einer endl£chen Menge sowie einer Fundamental
reihe von Bereichen ist wiederum ein BereiCh. 

Die endliche Bereichmenge B heisst durchsichtig , erstens wenn 
ein Quadi·at x angegeben werdeu kann ,  das von jedem Elemente 
von B li.berdeckt wird , zweitens wenn kein Qnadrat x existieren 
kann , das von jedem Elemente von B iiberdeckt wird . 

JJer Durchschnitt einer durchsic!ttigen endl£chen Men,r;e von Be
reichen fiillt entweder fort, oder ist wiedermn ein Bereich. 

Unter einer innern Grenzspecies verstehen wir den Durchschnitt 
I einer Fundamentalreihe {31, {32 , . . . von Bereichen . Wenn I wenig
stens einen Punkt enthalt , so d iirfcn wir annehmen , class jedes 
Quadrat von f3v+1 von {3. uberdeckt wird . 

Jede mit einer lcatalqgisierten Punlctspecies zusammenfallende innere 
Grenzspecies fiillt mit einer Punldmen,r;e zusammen. Um dies zu  
beweise.n , konstruieren wir in  der  oben angegebenen Weise die 
Ziegelquadrate von {31 und zu einem wil lkilrlichen Ziegelquadrate 
q1 von {31 zwei solche konzentrische Quadrate q'1 und q"1 , <lass die 
Entfernung des Randes von q'1 bzw. q"1 vom Rande von q1 , t bzw. -(-6 des Massstabes vou q1 betragt. A lsdann konnen wir nach einem 
bestimmten Verfahren rnit Sicherhcit feststellen , entweder class alle 
Punkte von I ausserhalb q'1 liegen , oder class zu I in q"1 . enthal
tene Punkte gehOren . Im· ersteren J.i'alle bezeichnen wir q1 als un
wesentl£ches , im letzteren Falle als wesentliches Ziegelquadrat von 
{31. Sodann ierlegen wir die Quadrate von {32 in solcher Weise in 
als modifizierte Quadrate van {32 zn bezeichnende , von keinem 
Ziegelquadrate von {31 zerlegte Quadrate x ,  class die Seitenlangen 
der innerhalb eiues willki.irlichen Ziegelquadrates z1 von {31 l iegendcn 
modifizierten Quadrate von {32 hOchstens -(-6 des Massstab�s von z1 
betragen , im ii.brigen aber moglichst gross sind .  Aus den modifi
zierten Quadraten von {32 leiten wir in der oben angegebenen Weise 

§ 14 
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die Z£e.r;elquadrate von {32 her und definieren die wesentNcheu Ziegel
quadrate von {32 in a11aloger W eise , wie fiir {31• 1 n dieser 'i\r eise 
fortfahrend , bcstimmen wir der Reihe nach fii r jedes n zi'rnachst die 
nwdijizierteJt Quadrate u nd sodann die Z£egelquadrate und u;esentlichen 
Ziegelquadrate von {3". Die Menge 7r1 derjenigen Pu nkte , wclche 
erzeugt werde11 , indem der Reihe 1 1ach fiir jedes u ein solches 
wesentliches Ziegelquadrat von (3,, gewahlt wird , dnss jedes dieser 
Quadrate im ln11ern des vorangehenclen liegt , fiillt mit I zusammeu . 
Sei namlich die Quadratfolge q1 , q2 , .  . . eiu Pnnkt P von I, so 
kounen wir eine moglichst kleiue derartige Zahl 1t1 bestirn rnet1 , 
dass q,,1 im lnnern eines wesentlichen Ziegelquadrates a1 von {31 
l iegt und vom Rande von a1 eine wen igstens 1\ des l\fassstabes vo1 1 
a1 betragende E11 tfern ung besitzt. Sodann konnen wir cine m6glichst 
kleine derartige Zahl n2 hestimmen , dass q n, im Iunern eines wesent
lichen Ziegelquadrates a2 von {32 liegt nnd vom R ande vou a2 cine 
wenigste11s i6 des Massstahes vou a2 betrageude Entfernu11g hcsitzt . 
Indem wir in dieser Weise fortfahren und iiberdics cler ein dent igen 
Bestimrntheit wegcn fih jede:-; v (l ie Koonlinateu des �I ittelpn nktes 
von av moglichst gross wahlen , erneugen wir cine Quadratfolge a1, a2 , 
a3 , . . .  , wekhe einen mit P zusa rnmenfallenclen Pu11kt von 7r1 dnrstell t .  

Unter einer iiussern Grenz.c;pecies vcrstehen wir  die Vereinigu 1 1g 
A einer solchen Fu1 1darnentalreihe lr1 , k2 , . . .  von Kornplernenten 
von Bereichen {31 ' {32 , . • .  , wo Irv = �(Mv1, Jlfv2, • • •  ) ist , class jedes 
211v+1,14 ein JYfv,,. als 'feil enthalt. Wenn dabei jedes Irv mit det· Abschliet>-
sung einer katalogisierten Pnukt:,;pecies identisch ist, so heisst A h-onsoli- [25] 
diert. Gleichzeitig mit der aussern Grenzspecies A w ird einc innere 
Grenzspecies I =  �({31 , {32 , . . . . ) definiert , welche wir (las Komple-
ment K(A) von A nennen werclen . Ebenso winl A als das Komple-
ment K(J) von I bezeich11et wenlen .  [26] 

Es existiert kein Grund zu behaupten , dass die Vereinigung 
einer endlichen Menge von i nneren G renzspecies wiederum eiue 
innere Grenzspecies oder die Vereinigung einer endlichen Menge 
von ansseren Grenzspecies wiedenun cine tinsserc Grenzspecies , n icht 
e inmal sogar , dass die Vereinigung einer endlichen l\Je11ge vo11 Be-
reichkomplementen wiedernm ein Bereichkomplement sci . [27] 

Sci. 7r eine vol lstiimlig abhrechhare Punktrnc1 1ge . W ir dii rfen 
annehme n , class 7r uniform ist. D ie Pu ukt menge 7r({3',,,.) bezeichnell 
wfr kurz mit 7r1 , die auf Grnnd vou S. 1 2  Z. 1 9 - 1 7 v. u. 11 1it [(3',,,.];J= bzw. 
[(3'"-y J l;:Cy)J zusammenfallende ziihlbare , ()rtlich i 1 1dividual isierte 
Punktmenge mit 7r2 hzw. y7r2 • Zu jedem l'unkte P eines ({3)7r 
kann nach einem bestimmten Gesetze ein solches n u ,  ein solches 

[28] 
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v" und ei11 sole hes P..e gefunden werden , das jedes von einer 'll p-ten 
Wahl vo11 'ir-((3) erzeugte Quadrat entweder w einem mit P zusam
menfallcndell Pnukte gehort oder eine Entfem ung > 2-1�P vom 
n ,,-ten Quadrate von P besitzt. Die Species der je iu einem np-ten 
bzw. (11 1, + m)-teu Quarlrate 1 q1 bzw. pq,, ,  + 1  eines Punktes P von 
71'"2 c 1 1 t lmlte 11en Punkte bildet einen Bereich {3"1 bzw. {3",,, + 1 · Die 
Species der je  i n  einem Q uad rntc 1,q,,, + 1 eines Punktes P VOil  77r2 
entbal ten en Punkte bildet ei 1 1en Hereich 7(3 'm + 1 . Die Species der 
je in cinem n-ten Qna(lrn tc cincs Punktes von 7r1 e 11thaltenen Punkte 
bildet einen Bereich {3'11 • Den Bcreich �({3'n ,  {3",,) bzw. �({3'n, 7{3"n) 
lwzeichnen wir mit {3'",, bzw. 7(3'",, , die inneren Grenzspecies 
�( (),' ().' ) I'";"( /),'' /)," ) I'";"( 0.'" 0'" ) I'";"( ()." {)," ) ;v I"' t •  I"' 2 ,  · · · , ;v I"' 1 , I"' 2 • · · · , ;v I"' 1 . t-J 2 ,  · · · , ;v 71"' 1 . 71"' 2 , · · . 
u n d �(7(3"'1 , 7(3"'2 , . . . ) der Reihe nach rnit I' , J" , J'" ,  1"7 und 
I'"r Sei P ein Punkt von J "',  desse1 1  Zusammenfallung mit einem 
Pu nkte von [(3'71']7r unmoglich ist. \V cnn P irn Quadrate 1, q,,, eines 
Punktes K VOil (O)i ent halten ware , so kon nte p fiir h inreichend 
grosses u n icht in {3'" u ncl  nm· dann in uqn enthalten sein , wenn 
Ji mit K zusamme11fiele. Dami aber miisste auch P mit K zusam
rnenfalle1 1 ,  was der Vorn11ssetzung widerl'pricht , so class P in keinem 
Qnadrate liq,,, eines Punktes K \'O i l  (O)?r enthalten sein lrnnn. Weil 
rnithin P fiir jedes n in 1(3"'" entlrnlten ist , so ist P ein Punkt 
von 1'"1 . Und analog lasst sich unter Hera.nziehung der incluktiveu 
.Meth ode bewcisen , dass P ein Puukt von T" a' , rl .  h .  von I '  ist. 1"' 71'  

Wenn wir nun den D u rchschnitt von J'" und cler Abschliessung 
von 7r({3 '71') rnit .R ,  �lll,[{3'71']7rj mit 8 und �(ll,,7r) mit T bezeich-
11e1 1 , so kann kein Punkt von I'" existieren , dessen Zusamrnenfal
l ung mit eiuem Punkte von 8 u11 1 11 oglich w�ire. Mithin kann erst 
rec ht kein Pun kt von J '" existieren , <lessen Zusammenfall ung rnit 
einem Punkte VOll J.1 u mnoglich ware ' so class I'" und 11 ortlich, 
!congruent 8ind. Weil andererseits J "' eine rnit 7r ortlich kongruente 
Punktmenge , namlich e(7r1 , 7r2) als 'l_leilspecies enthalt , so konnen 
wir folgenden Satz formulieren : 

Zu jeder voll8t(indig abbrechbaren Punlctmenge 7r exi8tiert eine innere 
Grenz8pecie8 , welche mit der Vereinigung von 7r und einer Teilspecies 
der Abschliessun_r; der jinale1t Koharenz von 7r ortlieh !congruent i8t und 
eiue mit 7r ortlich lcongrue1tte Punlctnzenge al8 J.1eilspecie8 enthalt. 

Uud im besondefen : 
Zit jeder vollstandig abbrechbaren Punlctmenge 71'" , deren finale 

Koharenz for<fallt , existiert eine mit 7r ortlich lcongruente innere 
Grenz8pecies. 

Sei I =  �({31 , (32 , • • .  ) eme wenigstens einen Pun kt enthaltende 
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m sich dichte innere Grenzspecies . Sei q ein Quadrat eines Punktes 
P von I. Alsdann ist innerhalb q ein in {31 enthal tenes Quadrat 
z von P bestimmt, innerhalb z zwei ausserhalb voneinander liegende 
Quadrate q0 urnl q1 von Pnnkten P0 nnd P1 von 1 ,  iunerhalb 
jedes qv (ll = 0 ,  1) ein in {32 enthaltenes Quadrat Zv von Pv , inner
halb jedes Zv z wei ausserhalb voneinander liegende Cltrndrate t}vo 
und qv1 von P unkten Pvo und Pv1 von J, innerhalb jedcs qvv. (11, µ = 0 ,  I )  
ein in (33 enthaltenes Quadrat Zvv. vo11 Pv1L , usw .  Die Menge der 
Qnadrate Zv, • • .  v.,, (ec: cine willkiir liche ganze positive Zahl ,

. 
jedes 

lla- = 0 orler 1) bestimmt eine mit dcr Menge G222 . . . gleicluniiclt
tige , i:irtlich individualisierte 'l'eilspecies von 1. I-l ieraus folgern wir 
in genan derselben Weise wie S .  1 8  fiir die perfekten Punktsp€cies, 
class jede wenigstens einen Punlct enthaltende in 8ich rh"c!tte innere 
Grenzspecies der Menge C iiquivalent ist. ' 

Diesel be Eigenschaft gilt auch fur jede Punktspeeies , welche eine 
wenigstens einen Pnnkt enthaltende in sich dichte innere Grem�
species oder eine mit einer solchen zm;ammenfal lende Punktspecies 
als 'l'eilspecics enthiiJt .  

Eine vollstd1td1�r; abbrechbare , mit e£ner iunern GreJtzspecie8 [ 
:z:usammenf allende Punldmenge i fiillt entu:eder mit eiuer ziihlbaren 
Punktmen,r;e zusammen oder i"st der Menge C iiquivaleJlt. Zuniichst 
durfen wir namlich aunehrnen , dass i uniform ist. Sei wcite r ,  im 
Falle class 1((3';) wenigste11s einen Punkt enthalt ,  1 als dcr Dnrch
schnitt der BeFeiche f3t , {32 , . • • detiniert nnd {3',, for jedcs n der 
rnn der Species der jc in einem u-ten Qnadrate eines Puuktes von 
1((3';) entbal tenen Punkte gebildete Bcreich. Alsdann bildet flir jecl cs 
n der Durchschnitt vou (3,, und f3'n eiuen Bereich f3°n und 13)((3°1, {3°2 , . . •  ) 
eine in 1 als 'l'eilspecies enthaltene innere Grenzspecies 1°,  welchc 
ihrerseits wieder eine leicht detinierbare, mit dcr M enge G222 • . •  gleich
mi1chtige , i.irtlich in di vidualisierte Punktspccies als rreilspecies enthiilt .  

Sci fl die Abschliessung einer katalogisierteu Punktspecie::; , 811 
fiir jedes n eine solche Menge von Quadraten /..1,_1i, dass jedes Quadrnt 
vo11 sn+t im Innern eines Quaclrates von s11 cnthalten nnd die 
Species der in jeclem s,,, m1thaltenen Pnn kte mit R identisch ist , 
'iT" eine zahlbare Pnnktrnengc und  'ir" die M enge der auf Grnnd 
der Ziihlbarkeit von 'iT" den Ziffernkornplexen l , 2 ,  . . . n von !; zuge
ordneten Pnnkte von 'ir. Die Species der vou jedern Pn11ktc vou 'ir.1, 
i.irtlich verschiedenen , in s,, enthaltenen Punkte bildet einen Bereich 
{3,, u n d  der Durchschnitt 13)({31 , (32 , . . •  ) eine innere Grenzspecies 
1, welche mit der Species der van jedem Punkte VfJJt 'iT" ortlich rer
schiedenen Punlcte von R identisch 1"st. 

[21 3] 
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Von diesern Satze gilt einerseits folge11de Spezialisierung : 
Wen1t die Abschliessun,rJ R einer katalor; isierten Punktspecies in 

solclier Weise mil der Verein�r;un;r; zweier ziih lbarer Punlctmen,r;en 
7r' w1d 7r., zusanzmellfiillt , dass jeder Punkt von 7r' von jedenz Punkte 
von i" ortlich verschiedeu ist ,  so fallen 7r' wul 7r" je mit einer 
imwrn Grenzspecies zusammen . 

A ndererseits las;:;t clersel be Satz sich auf Grund der Eigenschaft, 
class der D urchschn itt zweier inncrer Grenzspecies wiederum eine 
iunere Grenzspecies ist , wie folgt vcrnl lgerneinem : 

Die Species derjenigell Punkte eiuer imtent Greuzspecies I, icelche 
VOit jedem Puukte ciner leousohdierten iiussern Grenzspecies A ortlich 
verse Ii ieden siml, ist mit einer i11ueru G reu zspecies I '  ideutisch .  

3 .  Der Inha!t der P1ndrtspecies . 

Sei , flir J. edes ganze positive ;; , iv == a, bestim l l lt ,  wo av eine gauze § 16 ") y  L 
N 

positive �ahl ist . Wir sngcu , class (1 ie mit i zu lwr.eich1 1encle  Fundarnen
talrcihe i1 , i2 , . . . ei1 1e limitierte Fr;(r;e bildet , wenn jedem ganzen 

. . . 
I I I . d [ · · ] l 

pos1tivei1 /L cm so c Jel-i 11 zugeorc net 1st ,  · ass lv + ;.  - iv < 2 1,_ 
for jedes u icht negative J... Die Begriffe , ,gleich" ,  ,,,r;rosser" und  
, , lc!einer" i n  bezug auf limitierte Folgen , sowie de!' Begriff , , limi
tierte Fulge z:o1t limitierlen Ji'u (r;en " , sin cl ohne weiteres klar. 

Wenn der Inhalt der erste11 v Quadrate eines Bereichs {3 rnit 
iv bezeiclrnet wird und i1 , i2 , . • • eine limitiel'te Folge i bilden , so 
heisst {3 messbar und i der In!talt vou (3. 

Sei , fiir jetles gallZe positive ;; , 111, einc endliche Menge von 
Quadraten x. Die Species der Zill' endliche1 1  Quadrntmenge Mv ge
hi'irigen Pnnkte werden wir kmr. als rlie endliche Quadratnzen,r;e 
.1fv hezeichne1 1 . W en n  clairn jedes 11fv + 1 zn Jfv gehort uud die 
Inhalte iv der Mv eine limitierte Folge i bilden , so heisst das Be
l'eichkomplement le = �(1111 , J1'f2, . • .  ) '}}/essbar und  i der InhaJt 

[29] von k .  

[214] 

Zu jedern 111e�wbarell Bereichkom.plemente le vom positiven Jnhalte 
i und jeder ,r;anzell positivell Za!tl p e,i·istiert eine in le al11 Tei/
species enthalte11e messbare Absch liessun,r; einer katalogisierten Puukt-

.pecies , deren Jnhalt gro8ser als i - -1- ist. Wenn wir namlich 2P  
1 mit e ber.eichnen , so  enthalt die Fundamentalreihe JYI1 , M.2, • . .  r.) 4ll+p ii 

"' 
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eiue solche 'l'eilfuudamentalreihe Air1 , Jlfr2 , .  • . (rv+1 > Tv), class 
[irv+.1. - irJ < Ev fiir j edes positive J.. . We1 111  wir JJlrv kurz rnit Lv be
zeichnen und von jedem Lv die Durchschnitte rn it denjen ige11 Inneu
gehieten von Quadraten x2 , dereu Durchschnitte mit L1 eine11 I nhalt 
<. 2e1 besitzen , fortlassen , so bleibt ein H est 1Lv iibrig. Wenn wfr 
von jedem 1Lv die D nrchschnitte ruit denjell igen Innengehieten von 
Quadraten x3 , dereu Durchschuitte rnit 1L2 einen fohalt < 2e2 be
sitzen ' fortlassen , so b leibt ein Rest 2Lv uhrig. Wenn wir VOii 
jedem 2 Lv die Durchscbnitte mit denjenigen lnnengehieten von 
Quadrate1 1  x4 , de re a Dnrchschnitte mit 2L3 einen hi hal t  < 2e3 
besib:e11 ,  fortlasse11 ,  so h leibt eiu Rest 3Lv i1 brig. In <lieser Weise 
fahren w i r  fort .  Alsdan11 ist die Species <ler fi"t r j edes ll Z ll vLv ge
horigen Punkte ein 11 1it der Abschliessm1g einer katalogisierten Puukt
species icleutisches , messbares Bereichkomplement k1 , dessen lnhalt  

in cler Tat grosser ab i - �- i st. u 2P 
Weil fiir i > __!__ leicht eine iu  kt als 'l'eilspecies enthalte1 i e ,  wcnig-2P c 

stern; ei1 1 eu Punkt enthaltende perfekte P1rnktspecics a11gegeben wer
de11 kann , so gilt weiter , dass jedes messbare Bereichkompleme1it 
positiveu fnlialtes eiJ1e we11zr;stens einen P11nkt e11thalte11de pe1:felde 

[30] 

Teilspecies ent!i;dt. [31] 
Q • J..' - '°"(M' 1"{' ) l 7·" - (;"( /If' II 'J" ) oe1en ,, - ,v 1 ,  1r. 2 ,  . . . UJH ,i; - ;v 11 , 1 , .r 2 ,  • • . , wo 

jedes 111 'v+ 1  :r,u M'v n ud  jedes M"v+1 zu 1rf". gchi)t't, zwei Bereich
kornp lernente Wir bezeich ueu  �(1l1 'v .  1lf"v) rnit A1 111v und das Be
reichkomplement k'" = �(JJ!f1111 , JI![" 2 ,  . . . ) als dns verein1;r;e11de Be
reichkomplenzent von k' u u d  k" . Wenn // und  le" beide rnessbar sind ,  
so ist , wie sofort ersichtlich , auch /,;'" rnessbar. Unter dieser Annahrne 
wiihlen wir fiir p eine willkurliche positive ganze Zahl un<l fii r ll1 eine 

1 h "t "  z hl d [ '/ • / J 1 
l [ •II ol/ J so c e IlOSI ive gauze ,a , ass i v +;. - i v < -- u1H i v  +.1. - i v L 1 l 2p+2 , 1 l 

< _!__ flir J
. 
edes positive ).. Sei ll cine solche zu M "v gehOrige 

2p+2 . 1 

nnd 1lf'v, u icht beri"thrende endliche Quadratmenge ,  dass die Diffe-

renz der l nhalte von M'"v und �(M'v , ll) wenie:er als _] _ __ betrii0D"t. ' ' u 2P+1 
"r enn wir �(�M "v . R) mit N"v. �(M'v. N''v) mit Nv und �(N1, N2, • • .  ) 
mit h bezeichnen , so ist h ein sowohl in k"' wie i n  der Vereini
gung von le' und k'' als 'l1eilspecies enthaltenes Bereichkomplement , 

<lessen Inhalt gri)sser als i"' - 1 
ist. .  Weil diesel be Beweisfiihrung [32] 

2P 

[21 5] 
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sich anf eine beliebige endliche Zahl von messbaren Bereichkomple
menteu erweitern lasst , so sind wir m folgendem Satz gelangt : 

Die Verei1zigun,r; einer endlichen Zahl van messbaren Bereichlcomple
menten le' , le" , . . .  le<"•) enthiilt als Teilspecies ein 11lessbares Bereiclt
leamplement, dessen 1nhalt dem Inhalte des vereinz;r;ende1t Berezch
lcomplementes von k' , le" , . . .  le("') beliebzr; nahe leammt. 

W enn fiir eiue �iussere Grenzspecies A = el(k1 , k2 , . • .  ) jedes lev § 17 
messhar ist und die Inhalte iv der lv eine limitierte :Folge i bilden ,  
so heisst A messbar und i der Inhalt von A. 

Sei /i;(v) = ::t)(llf/v), M2(v), . . . ) ein fiir j edes JI bestimmtes messbares 
Bereichkomplement. Wir nehmen an , dass J1{,,,+1(v) fiir j edes m uncl jedes 
JI zu M)v) gehort uncl durfen weiter mmehmen, dass [i,, ,+;.(v) - in,(vl] 

< L fur jedes m ,  jedes JI < m und jecles positive A. Wir bezeichne1 i  zrn . - . 

clas vereinigellCle Bereichkornplement ::t)(L/v) , L2(v) , . . .  ) vo11 // , 
Ir" ,  . . . l(v) rnit h(v) und nehrnen an , class die Inhalte 11 , 12 , • • •  von !/, 
h" , . . . eine limitierte Polge bilden. W eiter verstehen wir unter N,,/v) 
eiu e  nach irgend einem Gesetz fiir jedes m nnd jedes 11 bestimmte 
endliche Quadratrnenge , welche zn  111 m(v) gehort und L,,,(v-- 1 1  l licht 
heriihrt , wrLhrend die Differenz der Inhaltc von L,,,(v) nnd el(L,,,(v-1), 

j\�,,(v)) weniger als '>\, betriigt uncl cler Durchschnitt von lv�,,(v) u 1 1 d  
"' 

JlI111+/v) fiir jedes m und j edes 11 zn l\�n+1(v) gehfot. Wenu wir den 
D nrchschnitt von N,n(v) und k(v) rnit p111(v) und die Vereinigung von 
p';,, , p" ,,. , . . . p11 ,(•1 1 l  mit ,r;<>n) hezeichnen , so siu cl At = el(!/, !/', . . . ) 
und A2 = el(r;', ,r;'', . . . ) zwei inhalts,yleiche iiussere Grenzspecies, v01 1  
denen die erstere , welche die verein1/;ende t:i11ssere Grenzspecies der 
Fundamentalreihe l' , !.:", . . .  genannt wird , die Vereinigung von 
k', k'', . . .  a l s  'l1eilspecies enthalt und die letztere in der Verein.igung 

[33] vo11 J.:' ,  !/, . . . als 'l'eilspecies ent.halten ist. D .  h. wir haben bewiesen : 

[216] 

Die Verein�r;un,r; einer Fundamentalreihe F van messbaren Bereich
kamplenze1tten , we le he die Eigenschaf t besitzt ,  dass die hhalte der 
verein(r;enden Bereichkamplemente ihrer Attfangssegmente eine lim£tierte 
Falge bdden , enthiilt eiue mit der vereinigenden iiussern Grenzspecies 
van F inhalts,r;leiche ii1tssere Grenzspecie8. 

Eine Fundamentalreihe F von iiusseren Grenzspecie::; bestimmt 
eine Doppelfolge von Hereichkomplementen . W enn wir diese Doppel
folge als eine einfache Fundamentalreihe lesen ,  so ist einerseits die 
Definition der verein�r;enden iiussern Grenzspecie8 von F ohne weiteres 
klar, ahdererseits lii.sst der vorstehende Satz sich unmittelbar wie 
folgt erweitern : 
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Die Vereinigun,r; einer Fttndamentalreihe F VOil messbaren iiusseren 
Grenzspecies , welche die Bigenschajt besitzt , dass die ln!talte der 
vereinigende1t iiusseren Grenzspecies i!trer Aufaugssegmente eiue limi
#erte Falge bildeu , ent!tii!t eine mit der vereinigenden iiussern 
Grenzspecies VOil F in!taltsgluic!te iiussere Grenzspecies. [34] 

Sei A =  <ei(k' , k", . . . ) , wo k(v) = �(M1(v), M2(v), . . . ) eine m ess
bare aussere Grenzspecies. Wir dilrfen an nehmen , class Mm(v) fiir 
jedes m und  jedes v zn M)v+1) gehort . Sei i(v) der fohalt von k(v) 
und i der Inhalt von A. Zu j edem k(v) ]asst sich dem obigen ge
mass ein in k(v) als 'l1eilspecies en thal tenes , mit der Abschliessung 
einer katalogisierte11 Pun ktspecies ident isches mcssbares Bereich
komplement fi(v) = �(L/vl, L/v), . . .  ) bestimmen , <lessen lnhalt mehr 

1 
als i(v) - - betr�igt , wohei wir leicht cl afiir sorgen konnen , class 

2" 
Lm(v) fiir j edes m und jedcs v zu L,,.(v+1) gehort , so class die Ver
ei11igu11g von h', !/', . . . eine 111it A inhaltsgleiche aussere Grenz-
species darstel lt .  M ithin gilt der Satz : [35] 

Jede messbare iiussere Grenzspecies entliiilt a!s iuhallsgleiche Tei/-
species eine konsolidierte , also niit einer Punktmen,r;e zusaimnenf allende 
iiussere Grenzspecies. [36] 

§ 18 Eine Punktspecies Q heisst me8sbar ,  wenn fiir jedes ganze posi-

tive ll ein solches mv , zwei solche en dliche Mengen a'v und a''v von 
zur red uzierten Ebene B gehOrigcn Quadraten x,,, v und ein solcher 

messbarer Bereich f3v besti1mut sind , dass ein willkurlicher 
Punkt des Durchschnittes d'v hzw .  d"v von a'v bzw . a", rnit dem 
Komplemente kv von f3v Zll  Q gehOrt bzw. unmoglich Z ll Q 

1 
!:!eMren kann , wahrend der In halt iv von f3v kleiner als -- und die u 

2" 
1 

Summe d er Iuhalte i'v und i"v von a'v und a"v grosser als 1 - - ist . 
2y 

Der Durchschnitt d1,_v von d'1,_ und d"v ist ein messbares Bereich
komplement ,  der  keinen Punkt , also erst recht keine mel:'share Ab
schliessu ng positiven Inhaltes einer  katalogisierten Pun ktspecies ent
halten kan n ,  besitzt mithin fiir j edes µ. und jedes v den Iuhalt N ull. 
Hieraus folgern wir zunachst, dass der D urchschnitt a1,_v von a'1,_ und 

a"v fiir jedes µ. u n d  jedes v ei11en Inhalt < _2-_ + �. besitzt und 
21'" 2"  

sodann erstens , dass die rnit i z n  bezeichnencle Folge i'1, i'2 , . . .  

und die Folge i"1 , i'' 2 ,  . . . limitiert sil l d  und eine Sum me gleioh 1 

besitzen , zweitens , class bei der vorstehenden Definition angen ommen 

[217] 
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werden darf, dass a'v und a"v kein gemeinsames Quadrat "mv enthalten 
und 11usammen das Quadrat E vollstandig iiberdecken , drittens-, 
dass , wenn Q in mehr als einer Weise der Messbarkeitsdefinition 
geniigt , die entsprechenden limitierten Folgen i gleich sind. Wir 
bezeichnen diese l imitierten Folgen als den Inhalt von Q. 

Offen bar werden von dieser allgemeinen Inhaltsdefinition beson
dere Falle geliefert durch die vorausgeschikten Definitionen des 
Inhaltes von messbaren Bereichen , Bereichkomplementen und aus-

[37] seren Grenzspecies. 
Wenn wir die Species derjenigen Punkte , welche unmoglich zu 

Q gehoren konnen , mit C( Q) bezeichnen , so zieht dio Messbarkeit 
van Q die ilf essbarlceit van C( Q) nach sich . r'ii r die umgekehrte 
Aussage liegen keine zureicheu den Grii.nde vor. 

Zu jeder messbaren Punlctspecies Q vam Inhalte i existieren zwei § 19 
derartige 111essbare kansalidierte iiussere Grenzspecies A' 0 und A" 0 der 
Inhalte i und 1--i ,  dass ein willkiirlicher Punlct van A' 0 zu Q 
gehOrt und ein willlciirlicher Punld van A" IJ unmoglic!t zu Q geho-
ren lcann. 

[38] Zurn Beweise <lieses Satzes bezeichnen wir e5(f3v , f3w+1 , • • . ) rnit 

[218] 

f3°v , das Komplement von f3°v mit k0v , �(ct'v , k0v) mit ev , �(a'v , a'v+1• . . .  ) 
mit fv , �(ev , fv) rnit b • . Alsdann ist (3°. ein messbarer Bereich , 
dessen Inhalt i0• kleiner als ____.!_ ist. Weiter ist der Durchschnitt 

2•-1 

von k0v mit einem willkiirlichen Quadrate x ,  das von a'v iiberdeckt 
wird , aber fiir irgend ein positives ).. von �(a'. , a'vH• . . .  a'v+") 
weder ganz noch teilweise iiberdeckt wird , ein messbares Bereich
komplement, das keinen Punkt enthalten kann , mithin den Inhalt 
Null hesitzt.. Hieraus folgt , dass nicht nur e. , sondern auch bv ein 
messbares Bereichkomplement ist , wahrend e. und bv gleiche Inhalte 

1 besitzen , so dass der In halt von b. grosser als i' v - -- ist. Die 
2•-1 

aussere Grenzspecies e5(b1 ' b2 , . • .  ) ist sornit messbar , besitzt den 
Inhalt i und enthalt eine messbare konsolidierte aussere Grenzspecies 
A' 0 vom Inhalt i als r:reilspecies. Genau analog wird A" Q bestimmt. 

Punktspecies der geforderten Art konnen auch w ie folgt herge
stellt werden : Der Durchschnitt eines willk iirlichen Quadrates x ,  
das von a'v weder ganz noch teilweise ilberdeckt wird aber fi:ir 
irgend ein positives ;... von a'• +" iiberdeckt wird , rnit dem Komple
ment vou e5(f3v , f3v+;.) ist ein mess bares Bereichkomplement , das 
keinen Pun kt enthalten kann , mi thin den In halt Null besitzt , so 
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dass die Differenz der Inhalte von a'. und e5(a'. , a'v+1) kleiner als 
1 

und die Differeuz der lnhalte von d'v und dem vereinigenden 
2•-1 

Bereichkornplemente vo11 d'v und d'v+1 kleiner als ___!_ ist. W eil 
2•-2 

mithin die Iuhalte der vereinigenden Bereichkomplernente der An
fangssegmente der Fuudamentalreihe von mcssbaren Bereichkomple
menten d'1 , d'2 , • . .  eine limitierte Folge bilden , so kann eine in 
e5(d'1 , d'� , . . .  ) cutlialtene , rnit der vereinigenden anssern Grenz
species von d'1 , d'2 , • . •  inhaltsgleiche , messbare konsolidierte iiussere 
Grenzspecies A'IJ bestimrnt werde n .  Der Inhalt 0/ von A'u kaun nicht 
< i sein . In analoger Weise konstruieren wir eine in e5(d"1, d"2, • . •  ) 
enthaltene, rnit der vereinigenden iinssern Grenzspecies von d"1 , d"2, • • .  

inhaltsgleiche , messbare kousolidierte aussere Grenzspecies A" Q• deren 
Inhalt 0i" nicht < 1 -i sein kan n .  Wenu nun °i' + 0i" > 1 ware, 
so wiirde ein messbares Bereichkomplement positiven Inhaltes exi
stieren , das sowohl zu A' Q wie zu A" IJ gehorte , von dem mithin ein 
willk iirlicher Pu11kt einerseits zu Q gehOrte , andererseits unmoglich 
zu Q gcb 6ren kfomte. Aus diesem Widerspruche folgt also , dass 
0i' = i u 11d  0i" = 1 -i ist. 

Umgekehrt folgt ans der Definition der Messbarkeit i n  ihrer 
urspriiuglichcn Form unrnittelbar : Weun zu einer Punldspecies Q 
zwei derart�r;e messbare aussere Grenzspecies A' Q und A" Q der Inhalte 
i und 1--1· existiere1t , da11s ein willkiirlicher Punkt von A' 0 zu Q 
gehdrt mul ein willkiirlicher Punkt von A"0 unmoglich zu Q gehOren 
kann , so ist Q nzessbar und bt::sitzt den Inhalt i . 

§ 20 Seien 1 Q und 2 Q zwei mess bare Punktspecies. Sei 3a"v der D urch-
schnitt von 1a"v und 2a". ,  b'v eine solche zu 2a'v gehorige und 1a'. 
nicht berilhrende endliche Quadratmenge , dass die Differenz der 

Inhalte von e5(1a'v , 2a'v) und 3a'v = e>(1a'. , b'v) weniger als J; 
befriigt , 3{3. die Verei11igung von 1{3. und 2{3. , 3kv das Komplement 

von 3{3. .  Alsdann ist der Inhalt 3iv von 3{3. kleiner als _ _!_ und () V-1 "" 
die Summe der Inhalte si'v und 3i". von 3a'v und 3a"v grosser als 

1 1 - -- wtthrend ein willldi.rlicher Punkt des Durchschnittes 3d'v 
2• ' 

bzw. 3d"v von 3a'v bzw. 3rt"v mit 3kv zu e5(1Q ,  2 Q) gehort bzw .  un
mi)glich zu e5(1 Q, 2 Q) gehoren kann .  Hieraus folgt auf Grund der 
Messbarkeitsdefinition i11 ihrer urspriinglichen Form , dass auch 
e5(1 Q ,  2 Q) mess bar ist. M ithin gilt der Satz : 

[39] 
[40] 

[219] 
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Die Vereinigung einer endlichen Zahl von mes8baren Punkl8pecie8 
iBt wiederum eine mes8bare Punkl8pecies. 

In aualoger Weise wird bewiesen : 
JJer Durchschnitt einer endliclien Zahl von nz:·s8baren Punktspecie8 

ist wiederum eine messbare Punktspecie8. 
I m  Falle der Vereinigung zweier elementefremder messbarer Punkt

species 1 Q uud 2 Q kann der In halt des Durchschnittes von 1a'" und 

I • h t  " I 1 
"th" ,, 

. 
ht kl 

. 1 ., -I •f 1 2a " me grosser a s  --- , 1111 111 3i " me erner a s 1i " - 2i." - --2"-1 2Y-2 
sein .  Weil somit 3i'1 , 3i'2 , . . . und ii + i1 , ,/2 + /:2 ,  . • . gleiche 
limiticrte Folgen sind , so besteht der Satz : 

Der Inhalt der Vere£nigung einer endl£chen Zahl von elemente
frcmden me8sbarell Punktspecies Q',  Q" , .  . . QC11l ist gleich der Summe 
der Inhalte vou Q' , Q" , . . . QCn). 

Im Falle des D urchsclinittes von 1 Q und 2 Q  = CcT) , wo T eine 
messbare 'l'eilspecies von 1 Q ist ,  konnen wir dafiir sorgen , class jeder 
Punkt vo11 2d''" zu T gehort. Als dannkann der Inhalt des nicht von 

1a1y iiberdeckten rreiles von ')a"v nicht grosser als _l_ '  mi thin si' y nicht � 2"-1 
grosser als 1 i'" - i'" + -1- und nicht kleiner als i" - 9i\ sein . Hier-

2"-1 M 

aus folgt , dass si'1 ,  si'2 ,  • • •  und 1i'1 - 2i"1 , l 2 - 2i"2 , . . •  gleiche 
limitierte Folgen sind .  Wenn wir mithin die Species derjenigen Punkte 
von 1 Q ,  welche nnmoglich zu 11 gehoreu konnen , als die JJijferenz 
von 1 Q nnd T bezeichnen , so besteht die Eigenschaft : 

Wenn die me8sbare Punktspecies Q" eine Teil8pecie8 der me88baren 
Punktspecies Q' £st ,  so i8t auch die lJifferenz von Q' und Q'' messbar 
und ihr lnhalt gleich der Dijferenz der Inhalte von Q' und Q". 

Sei 1 Q, 2 Q, . . . eine sole he Pundamentalreihe von m essbaren Punkt- § 21 
species ,  dass die Inhalte 1i ,  2i, 

3
i, . . . von 

1 Q = 1  Q, 
2 Q = \f5(1 Q, 2 Q),  3

Q = \f5(1 Q ,  2 Q ,  3 Q) ,  . . . cine limitierte Folge i bilden . Wir be-
zeichnen \f5(1 Q ,  2 Q ,  . . . ) mit "' Q ,  die Vereinigung derjenigen va',, , 
fiir welche v =-= l ,  2 ,  . . .  m und n = p + v, p + v + 1 ,  . . . 
p + v + m - 1 ,  mit '"Pa' , den Durchschnitt derjenigen va,.'' , 
fiir welche v = 1 ,  2, . . .  m und n = p + v, p + v + 1 ,  . . .  
p + v + m - l , mit mi•a" , das vereinigende Bereichkomplement 
derjenigen vd', , , fiir welche v = 1 , 2 ,  . . .  m und n = p + v, . . . 

+ + . d' \i\T 
. . 1 d p v m - 1 , m1t '"P . enn mi > i - -- un 

21 .. +1 

p + m > µ. + 2 ,  so ist der Tnhalt des vereinigenden Bereichkom
plementes von 1d111+11, , 2d'p+m+1 , .  • • 111d1 P+2m_1 , also erst recht der 
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In  halt "' 1'i' von "'Pd' grosser al s i - -�- . Andererseits w iirde fiir 11 1ri' > i 2'' 
in m Q ein messbares Bereichkomplement mit einem Inhalt grosser 
als i entha lten sein , was unmoglich ist . M ithin bilden f iir jedes p 
die In halte 1Pi' , 21'i', . . . eine limitierte Folge , welche gleich i ist. 

Hieram; folgt, dass fiir jedes p auch die Inhalte von 
1
Pa' ,  21 'a', . . .  , 

sowie die Inhalte von 
1Pa", 2Pa", . . .  limitierte Folgen bilden ,  so dass 

zu jedcm p ein solches m1, u n d  ein solcher messbarer Bernicl1 P{3'' 

mit einem In halt kleiner als ;P hestimmt werden kann , dass jeder 

Punkt des Durchschnittes von "' PPa" mit dem Komplement Pie" von 
1'{3'' zu � va,,'' geMrt. 'Venn wir weiter e �f3.1 mit P{3' 

Ul1d eJ(l'{3', P{3") mit 
l 

als -9 --1 , der lnhalt p-f.I 

1'{3 bezeichnen , so ist der lnhalt von 1'{3' kleiner 

von 1'{3 also kleiner als _!-2• 2r-
Weiter kann zu jedem p eine solche zu "'p Pa' gehorige endliche 

Quaclratmenge "'P "r/0 bestimmt werden ,  <lass die Differenz der 
l 

Inhalte von "'P"a' und "'P Pa'0 weniger als 21,_2 betriigt und  ein will-

k iirlicher Punkt des Durchschnittes von "'v1'a'0 mit dem Komplement 
J'k' von P{3' zn "' P Q  gehort. 

N unmehr sind  fiir w Q alle Messbarkeitsbedingungen erfiil l t ,  denn 
fiir jedes p -2 sind ein solches "'P1'a0', ein solches "'P 1'a" und ein solches 
P{3 bestimmt,  dass ein willkiirlicher Pnukt des Durchschnittes von 
"'pPa0' bzw. "'P 1'a'' mit dem Komplemente Pie von 1 '{3 zn wQ gehort 
bzW. lllllllOglich Zll W Q  gehorell kann , Wahrend cler Inhnlt \7011 1'{3 

kleiner uls -1-2 nnd die Surnme der Inbalte Yon "'PPa0' und "'p Pa'' 211-
1 

grosser als 1 - 2µ-2 ist. Wir sind also Zll folgen tl em Resultat gelangt : 

TVenn F eine solche Fundamentalrei!te von messbaren Punldspecies 
ist, dass die ln!talte der Vereinz:rJ7mgeJZ £hrer Anjangs8egmente eine 
limitierte Falge i bi/den , so ist auch die Verein�r;ung von F messbar [ 41] 
und ihr Inhalt gleich i . 

In analoger Weise wird bcwiesen : 
7Venn F eine solche Fundamentalreihe von messbaren Punlctspecie8 

ist ,  dass die Inhalte der Durchschnitte ihrer Anfangsseg111en te eine 
limitierte Falge i bi/den , 80 ist auch der Durchschnitt von F mess-. 
bar und sein Inhalt gleich i. [42] 

[221 ]  
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SIGNIFISCHE SPRACHFORSCHUNG 

(Uebersetzung) 

1. Die Grunder des Institutes sind sich der folgenden 
Tatsache bewusst: die Akademie, welche sie mit dem in den 
Satzungen umschriebenen Ziel stiften wollen, muss volle Freiheit 
behalten betreffs der Weise, wie sie diesem Ziele nachstreben 
soll. Denn nur dann wird es den zu emennenden Mitgliedem 
der Akademie moglich sein, ihre volle Energie der gemein
schaftlichen Arbeit zu widmen, wahrend jeder Versuch, diese 
Arbeit schon van vomherein in bestimmte Bahnen zu lenken, 
nur hemmend wirken kann. Andererseits aber halten die 
Grunder der Akademie sich fiir vollig berechtigt und sogar 
fiir verpflichtet, die Vorstellung, die sie sich auf Grund wech
selseitigen Gedankenaustausches van der Ausarbeitung des in 
den Satzungen zum Ausdruck gebrachten Grundgedankens 
gebildet haben, offentlich auseinanderzusetzen. Ohne eine 
derartige Vorarbeit konnte betreffs der in kurzen Formeln nur 
sehr unvollsllindig ausdrilckbaren Absicht der Begrunder (die ja 
beschlossen haben, keinen van ihnen zum Mitglied der Akademie 
zu emennen) sehr leicht ein Missversllindnis entstehen und durch 
ein solches Missversllindnis konnte der Erf olg der gemeinsamen 
Arbeit der Mitglieder der kilnftigen Akademie in Gefahr 
gebracht werden. Die nachfolgende Darlegung ist eine kurze 
Zusdmmenfassung van dem, was die Grilnder diesbezilglich 
besprochen haben. 

2. Im allgemeinen sind die Grunder der Meinung, dass 
die im Manifest angegebene Aufgabe der Akademie eine teil
weise individuelle und teilweise gemeinschaftliche Arbeit ver
langen wird, namlich 

lo. die Veroffentlichung van Abhandlungen der Mitglieder 
unter ihrer eigenen Verantwortung. 

2o. das Feststellen van Grundwortem fiir die Sprache der 
Rechts- und Interessenbeziehungen innerhalb der Gesellschaft 
und die Ausgabe van (vielsprachigen) Worterbilchem dieser 
Sprache, wobei alle Worter mittelst der Grundworter zu defi
nieren waren. Die Grunder der Akademie stellen sich var, 
dass diese Aufgabe unter ihre Mitglieder oder dazu emannte 
Subkommissionen verteilt werden wird, wonach die einge
laufenen Berichte durch die Akademie untersucht und die 



Resultate verandert oder unverandert unter Verantwortung der 
ganzen Akademie festgestellt werden. Um dieser Verantwort
lichheit die notige Kraft zu geben, wird es ihrer Ansicht nach 
notwendig sein, jede Ueberstimmung einer Minoritat durch 
eine Majoritat von vornherein auszuschliessen. 

Betreffs Zweck und Einrichtung des Worterbuches wurde 
folgendes erwogen: 

3. Ausgehend von dem gegenwartig wohl Gemeingut 
gewordenen Grundgedanken, dass die Sprache niemals im 
Stande ist, irgend einen Teil der Wirklichkeit adaquat abzu
bilden oder wiederzugeben, sondern die sogenannte Bedeutung 
der Worter ausschliesslich durch die Wirkung, die der 
Sprechende davon erwartet oder der Horende davon erfiihrt, 
bestimmt ist - von diesem Grundgedanken ausgehend, muss 
dennoch zugegeben werden, dass die zum W esen der Sprache 
gehorende Veranderlichkeit und Relativitat der Bedeutungen 
sich in sehr verschiedenem Mass und unter sehr verschiedenen 
Formen aussern kann. Im allgemeinen kann man sagen, dass 
in demselben Masse, als die Bediirfnisse der Menschen 
diff erenziertere Handlungen notig machten, auch die Sprache 
diff erenzierter und dementsprechend stabilisierter werden 
musste. Die grossere Stabilitat wurde gefdrdert ausserlich durch 
Schrift und Druck, innerlich durch das, was man die Organisation 
der Sprache nennen konnte, d. h. durch moglichst vollkommene 
Bestimmung der Beziehungen der Bedeutung jedes einzelnen 
Wortes zu den Bedeutungen anderer Worter. Am deutlichsten 
zeigt sich dies in den eigentlichen Definitionen, wie sie in 
ihrer strengsten Form in der Mathematik und in der Rechts
wissenschaft angetroff en werden, ohne indes in irgend einem 
Wissenschaftszweige ganz zu fehlen; zu den Organisationser
scheinungen gehoren aber auch alle syntaktische W ortverbin
dungen, wie sie durch Gewohnheit und Sprachgebrauch von 
dem einen auf den anderen iiberliefert werden, ohne vorher 
durch Obrigkeits- oder Wissenschaftsautoritat ausdriicklich fest
gestellt zu sein. Diese syntaktischen W ortverbindungen spielen 
schon in den ersten Sprachformen des Kindes eine grosse Rolle. 
Sie verursachen, dass in dieser vom sprachphilosophischen 
Standpunkt so besonders interessanten Kindersprache reine 
,,Grundworter", d. h. W orter, deren Kenntnis dem Kinde nicht 
durch Vermittlung anderer Worter, sondern ausschl iesslich 
durch Anweisung und Nachahmung beigebracht worden sind, 
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nur in geringer Anzahl vorkommen. Sehr bald ilben die van 
den Erwachsenen gebrauchten W ortverbindungen (kausale, 
gegensatzliche, zeitliche, usw.) auf das Sprachbild des Kindes 
einen grossen Einfluss aus und mit diesem Einfluss nimmt die 
Stabilitiit seines kleinen Wortschatzes schnell zu, bis sich 
nach wenigen Jahren eine Umgangsprache van scheinbar so 
fester Form entwickelt hat, dass die van uns vorhin als ,,Ver
iinderlichkeit und Relativitiit der Bedeutungen" beschriebene 
Erscheinung spiiter durch Selbstbesinnung und Sprachbeobach
tung gewissermassen aufs neue entdeckt werden muss. Auch 
in der Sprachgeschichte (Phyla- und Ontogenese laufen ja auch 
auf linguistischem Gebiet mehr oder weniger parallel) ist eine 
fortdauemde, wenn auch nicht stets regelmiissige Zunahme der 
W ortstabilitiit zu bemerken in der EntWicklung van den 
dichterischen Sprachen der grauen Vorzeit zu der mehr fest
liegenden Ausdrucksweise der spateren Griechen und Romer, 
den kilnstlichen W ortgeweben der mittelalterlichen Philosophen 
und endlich den festgefiigten Sprachsystemen der neuem Natur
und Rechtswissenschaft Obwohl es der Natur der Sache nach 
unmoglich ist, hier einen endgilltigen Massstab anzulegen, dilrfte 
eine Einteilung folgender Art vorlaufig brauchbar sein: 

a. Gnmdsprache, in der die syntaktischen Beziehungen wenig 
oder keinen Einfluss ansilben und jedes Wort (oder jede 
Wortgruppe) direkt zur Anschauung spricht(erste Kindersprache, 
Sprache bei heftiger oder tiefer Gemiltsbewegung, hypothetische 
Ursprache); 

b. Stimmungssprache, in der syntaktische Beziehungen, 
besonders gegensiitzliche, deutlich wahmehmbar sind, ohne aber 
dauerhaft festgelegt zu sein. Die Worter (W ortgruppen) wirken 
sowohl direkt wie mittels der Erinnerung an (ausgesprochene 
oder nicht ausgesprochene) andere Worter auf das Gemilt des 
Zuhorers. Zu dieser Sprachstufe gehort die in der Subjekt
Pradikatform konstruierte Sprache der modemen westlichen 
Gesellschaft nur insofem sie sich auf die Formulierung person
licher Erfahrungen und Stimmungen beschriinkt (Volkssprache, 
Dichtersprache, orientalische Sprachen mitBilderschrift, Sprache 
der nicht-pasigraphischen, nicht-angewandten Mathematik); 

c. Verkehrssprache, in der die syntaktischen Beziehungen 
die Hauptsache geworden sind, so dass die Worter fast nfomals 
eine selbstiindige Wirkung beabsichtigen und jede Abweichung 
van den traditionellen gegensatzlichen Gruppierungen (wie weiss-



schwarz, gut-schlecht, Freiheit-Zwang, ja-nein) als unangenehm 
und storend empfunden wird (Handels- und Verkehrssprache, 
westeuropaische Schriftsprachen); 

d. Wissenschaft/iche Sprache, in der die syntaktischen Be
ziehungen wenigstens zum grossen Teil auf ausdrticklicher 
Uebereinkunft oder Vorschrift beruhen: die Sprache der Gesetze 
und Verordnungen, der finanziellen Beziehungen, der Technik 
und der Wissenschaft im engem Sinn; 

e. Symbolsprache, von der diejenigen logischen Systeme 
umfasstwerden, welche aussch/iesslich beruhen auf von vomherein 
festgestellten Substitutionsformeln (Axiomen, Postulaten, ,,pro
posizioni primitivi") betreffs der benutzten Symbole (mogen 
diese Substitutionsformeln in Form von Wortem gegeben sein 
oder auch nicht). Hierzu gehoren also die mathematische Logik 
und derjenige Teil der (nicht angewandten) Mathematik, der 
in pasigraphische Form gebracht warden ist oder gebracht 
werden kann. Von ,,Bedeutung" im oben umschriebenen Sinn 
ist auf dieser Sprachstufe wenig Rede mehr, da im allgemeinen 
nur erst durch Einfiigung der symbolischen Sprachbilder in die 
wissenschaftliche oder in die Verkehrssprache eine Wirkung 
auf die Zuhorer beabsichtigt wird. 

4. Wenn die Akademie diese (oder eine analoge) Sprach
einteilung akzeptiert, so wird es nattirlicherweise wtinschenswert 
sein, dass sie derselben bei der lexikologischen Arbeit Rechnung 
tragt, und das Worterbuch aus einer entsprechenden Zahl von 
Unterabteilungen bestehen 13.sst, so zwar dass das Lexikon 
jeder Sprachstufe die Worter der vorhergehenden Sprachstufen, 
aber keine anderen als bekannt voraussetzt, abgesehen vom 
freien Gebrauch der gegebenen Sprache im erlautemden und 
umschreibenden Text. Selbstverstandlich braucht dabei die 
Ausarbeitung des Worterbuchs einer hohem Sprachstufe nicht 
auf die Vollendung derjenigen der vorhergehenden Sprachstufen 
zu warten; es werden im Gegenteil die Bedtirfnisse der 
hoheren Sprachstufen fiir die Wahl der beim Studium der 
niedrigeren Stufen in den Vordergrund zu rtickenden Worter 
massgebend sein. lndessen wtirde nach dem Urteil der 
Grtinder die Ausfiihrung dieses Programms sich als unmoglich 
erweisen, wenn man sich bei jeder Sprachstufe auf die heute 
schon bestehenden W orter zu beschranken hatte. Dies ist sch on 
deshalb ausgeschlossen, weil die vorhin skizzierten ,,Sprachen" 
nicht ganz fiir sich und systematisch bentitzt werden, sondem 
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der sprechende und denkende Mensch immer wieder von der 
einen in die andere Sprachform iibergeht und denselben Laut 
oder dasselbe Zeichen das eine Mal im engem, auf traditionelle 
Regeln bezogenen Sinn, das andre Mal zum emotionellen, auf die 
augenblicklichen U mstiinde gerichteten Ausspruch gebraucht. Um 
mithin eine (ihrer Natur nach einigermassen kiinstliche) Spaltung, 
wie oben angedeutet, durchzufiihren, wird es notig sein, jede 
Sprachstufe durch passende neu einzufiihrende und zu umschrei
bende (oder zu definierende) Worter oder Symbole zu erganzen, 
welche von irrefiihrenden traditionellen syntaktischenBeziehungen 
nicht beeinflusst werden konnen. In diesem Sinne stellen sich 
die Griinder vor, dass die (signifische) Bearbeitung der Sprache 
in ihren verschiedenen Gliederungen aus einem beschreibenden 

und einem synthetischen Teil zu bestehen haben wird. 
5. Hinsichtlich des femeren Ziels, dem nach der Meinung 

der Grunder durch stetige Arbeit in der angegebenen Richtung 
nachgestrebt werden konnte, muss beachtet werden, dass nicht 
das Propagieren bestimmter Denkformen oder Denkbilder be
absichtigt wird. Solche sind ja nichts anderes als gemeinschaft
liche Willensausserungen gewisser Menschengruppen, wurzelnd 
in ihren gesellschaftlichen und geistigen Bediirfnissen und orien
tiert nach ihrem gesellschaftlichen und geistigen Konnen. Als 
Verbindungsglied zwischen diesen Bediirfnissen und diesem 
Konnen ist aber die Sprache von heute vollkommen unge
ni.igend, sowohl wegen zu haufiger Unbestimmtheit und Dop
pelsinnigkeit in der Bezeichnung von bestimmten Realitiiten, 
wie auch wegen einer unphilosophischen Apodiktizitiit und 
Starrheit, wo es sich um die Wiedergabe von psychischen 
Erscheinungen handelt. Um diese Mangel, wenn auch nicht zu 
beseitigen, so doch zu vermindem, ist vor allem eine Reinigung 
der unter c. genannten ,,Verkehrssprache" erforderlich, welche 
indes nicht moglich ist ohne ein vorangegangenes gri.indliches 
Studium der Beziehung dieser Sprachstufe zu den beiden 
vorangehenden und den beiden folgenden, ein Studium, das 
von den blosszulegenden Li.icken auch anzugeben haben wird, wie 
sie ausgefiillt werden konnen. Eine allererste Aufgabe der 
Akademie wird also diese sein, dass sie unter ihrer eigenen 
Verantwortung ein ganz neues Sprachbild skizziert, wenn auch 
unter Benutzung derjenigen Zi.ige der bestehenden Sprachen, 
welche rein gefiihlte Realitiiten und unumwundene Absichten 
ausdrticken. Wenn diese neue Sprache ihrem Zwecke ent-



sprechen soll, so wird sie nicht ein weiteres Zwangmittel 
fiir das Fi.ihlen und Wollen der Menschen darstellen, sondem 
im Gegenteil die Erwagung der divergentesten Auffassungen 
erlauben mi.issen. Denn in der Tat: keine vollstandige und 
kraftige Formulierung einer bestimmten Vorliebe ist moglich, 
die nicht zugleich dem Gedankengang derjenigen, die sie nicht 
teilen, volle Gerechtigkeit widerfahren Iasst. 

Obwohl also die Mitarbeiter an diesem Werke sich stets vor 
der Einseitigkeit werden hi.iten mi.issen, die so leicht aus ihrer 
personlichen Vorliebe und Auffassung entspringen kann, so 
wird doch schon ihre Arbeit an sich zweifellos eine grosse 
soziale Bedeutung besitzen. Denn auch schon ehe noch ein 
einigermassen abgerundetes Arbeitsresultat erhalten sein wird, 
werden emste Denker dreierlei Vorteil davon haben konnen: 
erstens dadurch, dass die Relativitat des W ortwertes stark 
hervortreten und sich klar herausstellen wird, dass beim Ueber
gang van jeder Sprachstufe zur folgenden der Gewinn an 
Sicherheit und Allgemeinverstandlichkeit mit einem Verlust an 
Reichtum und Tiefe zusammengeht, zweitens dadurch dass 
auch diejenigen menschlichen Bediirfnisse, deren wortlicher 
Ausdruck bisher ausserhalb der Wirkungssphare der traditio
nellen syntaktischen Beziehungen geblieben ist, besser zur 
Geltung gekommen sein werden, und schliesslich weil die 
Unterscheidung zwischen dem emotionellen und dem indika
tiven W erte der W orter an sich sch on ein machtiges Hilfsmittel 
ist zur Entwirrung der beinahe auf jedem Gebiet menschlicher 
Geistesarbeit herrschenden Missverstandnisse. 

Eine notwendige Vorbedingung dazu muss allerdings erfiillt 
sein: dass die neue Sprache eine lebendige sei. Jedes erhaltene 
Resultat muss als provisorisch angesehen werden und vom 
Anfang an muss zu fortwahrender Revision, wenigstens der 
emotionellen W ortwerte, die Bereitschaft da sein. 

6. Schliesslich legen die Grunder Wert darauf, ausdri.icklich 
zu erklaren, dass sie sich beim Entwerfen des im obigen 
Arbeitsplan entwickelten Schemas klar dessen bewusst sind, keine 
Spracheinteilung oder Sprachanalyse gegeben zu haben, die 
vollkommen konsequent durchzufiihren und bis ins Detail 
unangreifbar ware. Im Gegenteil: van einer durch die Wirk
lichkeit festgelegten Anzahl van Sprachstufen kann ebenso
wenig die Rede sein wie von einer bestimmten Anzahl histori
scher Epochen oder von einer bestimmten Anzahl menschlicher 
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Charaktertypen. Die hier gegebene Einteilung will denn auch 
nichts anderes sein als ein Versuch, allgemeinen Anschauungen 
betreffs Sprachorganisation und Sprachentwicklung eine kon
krete Form zu geben, die fiir weitere Untersuchungen und 
Betrachtungen von einigem N utzen sein konnte. Diese Betrach
tungen werden naturgemass noch vielerlei im Obigen unberiihrt 
gebliebene Gesichtspunkte umfassen und sich u.a. besonders auf 
die dem sukzessiven Auftreten der obigen ,,Sprachstufen" zu 
Grunde liegende psychische und soziale Kausalitat richten 
miissen. W arum und wodurch kam die Menschheit zu dem 
Bediirfnis nach einer immer weitergehenden Differenzierung, 
Kanonisierung und Stabilisierung der Sprache? Die anscheinend 
auf der Hand liegende Antwort: um immer bessere Mittel zu 
gegenseitigem Verstandnis zu erhalten - diese Antwort kann 
sicher nicht akzeptiert werden von dem, der einmal erkannt 
hat, dass bei den gewohnlich als ,,hoher'' angesehenen Sprach
stufen gerade im selben Masse, als sie reicher werden an Hilfs
mitteln zum Vermeiden von Missverstandnissen und dement
sprechend zur Wiedergabe von komplizierten Argumentationen, 
die emotionelle Kraft und somit die psychische Tragweite sich 
vermindert. Und das ist kein Wunder: die intellektuell hoheren, 
aber geistig niedrigeren Sprachstufen von Verkehr, Wissenschaft 
und Mathematik beruhen auf immer umfangreicheren und 
zwingenderen Voraussetzungen betreffs der Grundworter, welche 
an ,,Lebenselemente" gebundene und demzufolge der weiteren 
Analyse entzogene Begriffe ausdriicken. Ein Gesetzbuch kann 
allerlei Vorschriften betreffs Beweisfiihrung enthalten, aber es 
ist ohnmachtig, vom Ursprung und vom Mass der mensch
lichen Sicherheit direkt Rechenschaft zu geben: die Kraft einer 
Ueberzeugung kann nur in Stimmungssprache zum Ausdruck 
gebracht werden. Oder um unserem eigenen Gegenstand ein 
Beispiel zu entnehmen: W ortverbindung, W ortgeschichte und 
Wortfunktion konnen auf wissenschaftliche, zum Teil sogar auf 
pasigraphische Weise behandelt werden, der Schrei eines Ster
benden aber kann nur durch direktes Mitgefiihl verstanden 
werden. Von ,,hoher'' und ,,niedriger'' im absoluten Sinn wird 
also auf dem Gebiete der Sprache ebensowenig die Rede sein 
konnen, wie auf irgend einem anderen Gebiete. Wohl aber 
kann gesagt werden, dass die menschliche Gesellschaft in jedem 
Stadium ihrer Entwicklung diejenigen Sprachformen schafft 
und zur Vollendung bringt, welche ihren Bediirfnissen an 



gegenseitigem Verstiindnis entsprechen, und dass im heutigen 
Stadium ein derartiges Bediirfnis nach Sprachmitteln deutlich 
wahrnehmbar ist, das nicht durch einen weiter durchgefiihrten 
Spaltungsprozess befriedigt werden kann, vielmehr eine Erfor
schung der Beziehungen der verschiedenen Sprachformen sowohl 
untereinander wie mit den iibrigen menschlichen Lebens
erscheinungen, eine phi/osophische Sprachforschung also, mehr 
und mehr notig macht 

VOM UNTERSCRIED DER SPRACRSTUFEN IN BEZUG 
AUF DIE SOZIALE VERSTANDIGUNG 

(Uebersetzung) 

Die Grundsprache braucht keinerlei dynamisches Willens
verhfiltnis zu anderen Individuen vorauszusetzen, und tut sie 
es doch, so kann das Verhfiltnis sowohl ein feindschaftliches 
wie ein freundschaftliches sein. 

In der Stimmungssprache dagegen wird das gegenseitige 
Lebensrecht von Sprecher und Rorer anerkannt, wenn auch 
nicht naher geregelt, wird demzufolge Einsamkeit verworf en 
und Feindschaft in Formen gebracht 

In der Verkehrssprache wird ein ziemlich jede fundamentale 
Streitsucht ausschliessendes Einverstiindnis bei Sprecher und 
Rorer und eine starke Einschrankung der Moglichkeit des 
Missverstehens dadurch erreicht, dass zur gegenseitigen Ver
stiindigung nur diejenigen Lebenselemente zugelassen werden, 
welche in allgemein anerkannten menschlichen Bediirfnissen 
peripherischer Art zum Ausdruck kommen. 

In der wissenschaftlichen Sprache ist diese Selektion der 
Lebenselemente soweit gegangen, dass nur noch solche zuge
lassen werden, welche der Voraussetzung einer (allen Individuen 
gemeinschaftlichen) objektiven Anschauungswelt inharieren. 

Wahrend in der Symbo/sprache nur noch von Lebensele
menten, welche durch die Voraussetzung (allen Individuen 
gemeinschaftlicher) intellektueller Kategorieen umschlossen 
werden, die Rede ist, wodurch eine fast vollkommene Aus
schliessung des Missverstehens erreicht wird. 
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1 9 1 9 D Mathematics. - " lntuitionistische Mengenlehre" 1) .  Hy Prof. L. E. J. 
BROUWER. 

(Communicated at the meeting of December 18, 1920.) 

Im folgenden gebe ich eine referierende Einleitung zu den 
beide n  Teilen der A bhand lung : , , Begrilndung de1· Mengenlehre un
abhangig vom logischen Satz vorn ausgeschlossenen D1·itten" ,  weir he 
ich i m  November 1 91 7  bzw. Oktober 1918  der Akademie vorgelegt 

[1] habe. 
Seit 1907 habe ich in mehreren Schriften ') d ie beiden folgenden 

Thesen verte idigt : 
I .  dass <las Kompre!tensionsaxiom, auf Grund dessen alle D inge, 

welche eine bestimmte Eigenschaft besitzen , zu einet' Menge vere inigt 
werden (auch in der i h m  spiiter von ZERMELO gegebenen beschrankteren 
Form 8)) zur Begrundung der Mengenlehre unzn lassig bzw. u nbrauch bar 
sei und n ur i n  einer komtruktiven Mengendefi ni t ion eine zuverliissige 
Basis der Mathematik gefunden werden konne ; 

I I .  <lass das von HILBERT 1 900 formul ierte Axiom von de1; Losbar
keit jedes P1·oblerns 4) mit dem logischen Satz 1Jom ausgeschlossenen 
Dritten aquivalent sei , mith in ,  weil for das genannte Axiom k ein  

l )  Unter demselben Titel ist ein i m  wesentlichen gleichlautender Aufsatz im Bd. 28 
(1920) des Jahresberichtes der Deutschen Mathematiker· Vereinigung erschienen. 

2) V gl .  " Over de grondslagen der wiskunde", lnauguraldissertation Amsterdam 
1907 , besonders auch die beigefiigten Thesen ; , De onbetrouwbaarheid der logische 
principes", Tijdschrift voor wijsbegeerte 2 ( 1 908), abgedruckt in • Wiskunde, waar
heid, werkeli(jkheid". Groningen 1919 ; • Over de grondslagen der wiskunde", 
N. Archief v.  Wisk. (2) 8 (1908) ; Besprechung von MANNOURY, . Methodologisches 
und Philosophisches zur Elementarmathematik", N. Archief v. Wisk. (2) 9 (1910); 
.Intuitionisme en formalisme'', Antrittsrede Amsterdam 1 912, abgedruckt in 
• Wiskunde, waarheid, werkelijkheid", obengenannt ; .Intuitionism and forma
lism", Amer. Bull. 20 (1913 ) ; Besprechung von ScHOENFLIES-HAHN, . Die Ent
wickelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen", Jahresber. d. D. M. -V .  23 
( 1914); . Addenda en corrigenda over de grondslagen der wiskunde", Versl. Kon. 

[2] Akad. v. Wetensch. Amsterdam 25 ( 1917) ,  abgedruckt in N. Archief v Wisk. (2) 
12 (1918). 

SJ V gl.  Math. Ann. 65, S. 263 . 
4) V gl. z. B. Archiv d. Math. u. Phys. (3) 1 ,  S. 52. Nach der hier geiiusserten 

Ansicht HILBERTs entspricht das Axiom einer von jedem Mathematiker geteilten 
Ueberzeugung. In seinem neulich in Math. Ann. 78 abgedruckten Vortrag .Axio· 

[3] matisches Denken" stellt er jedoch auf S. 412  die Frage nach der Losbarkeit 
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2 950 
znreiehender Grnnd vorliege u1 1d die Logik auf der Mathematik 
beruhe und nicht  u mgekehrt, der log·ische Satz vom ausgesch lossenen 
Dritten ein unerlaubtes mathematisches Heweismittel sei, dem kein 
andrer als ein scholastischer und heuristischer Wert zugesprochen 
werden konne, so dass Theoreme, bei dere11 Beweis seine Anwendung 
nicht  u mgar;igen werden kann,  jeden mathematischen Inhalt entbehren. 

Von de1· in diesen beiden Thesen kondensierten intuitionistischen 
Autfassung der M athematik babe ich  iibrigens in den in A n m .  ') 
zitierten Schriften bloss fragmentarisrhe Konsequenzen gezogen,  b abe 
auch in meine11 gleichzeitigen phi losophiefreien mathematischen 
A rbei ten regelrniissig die alten Methoden gebrauch t, wobei ich al ler
dings bestrnbt Wat', n n r  solche Resu l tate berzulei ten , von denen ich 
hotfen konn te, Jass s ie nach Ausfiihrung eines systematischen Auf
banes der in tu i t ionistischen Mengen lehre, im neuen Lehrgebaude, 
e\'en tuell  in mod ifizierter Form, einen Platz finden und einen Wert 
behaupten wiirden. 

Mit  einern solchen systematischen Aufbau der intuitionistischen 
Mengenlehre habe ich e rst in der eingangs erwah nten Abhandlnng 
einen Anfang gemacht .  Hier mochte ich kurz h in weisen auf einige 
der am tiefsten einschneidenden, nicht  n n r  formalen ,  sondern auch 
inhaltliche11 Aenderunge1 1 ,  welche die klassiscbe .M engenlehre dabei 
erfah ren h at .  

Die zugrunde gelegte Me11gendefini t.ion ist folgende : 

Eine Menge ist ein Gesetz, auf Grund dessen, wenn immer wieder 

ein wi/lkurlicher Zifjernkomplex der Folge 1 ,  2, 3, 4, 5, . . . .  gewahlt 

wird, jede dieser Wahlen entweder ein bestimmt.es Zeichen oder nichts 

erzeugt oder aber die Hemmung des Prozesses und die definitive 

Vernichtung seines Resultates herheifuhrt, wobei fur jedes n > 1 nach 

jeder ungehemmten Folge von n- 1 TVahlen wenigstens ein Zif!ern

komplex angegeben werden kann, der, wenn er als n-ter Zif!ernkomplex 

eines jeden mathematischen Problems als ein noch zu losendes Problem. Seine 
an diese Problemstellung anschl iessenden Bemerkungen uber die Endlichkeit dt>s 
vollen algebraischen Invariantensystems wiiren in meiner Terminologie so zu for· 
mulieren, dass aus der Unmoglichkeit de1· Unendlichkeit einer Menge keineswegs 
ihre Endlichkeit folgt. 

Meiner Ueberzeugung nach sind das Losbarkeitsaxiom und der Satz vom ausge- [4] 

schlossenen Dritten beide f alsch und isl der Glaube an diese Do gm en historisch 
dadurch verursacht worden, dass man zuniichst aus der Mathematik der Teilmengen 
einer bestimmten endlichen Menge die klassische Logik abstrahiert, sodann dieser 
Logik eine von der Mathematik unabhiingige Existenz a priori zugeschrieben und 
sie schliesslich auf Grund dieser vermeintlichen A priori tat unberechtigterweise auf 
die Mathematik der unendlichen Mengen angewandt hat. 

[23 1] 
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gewiihlt wird, nicht die Hemmung des Prozesses herhetfiihrt. Jede in 

dieser Weise von einer in unhegrenzter Fortsetzung hegri.ffenen Wahlfolge 

erzeugte Zeichenfolge (we le he also im allgemeinen einen wesentlich 

unfertigen Charakter hesitzt) heisst ein Element der Menge. Die ge

meinsame Entstehungsart der Elemente der Menge M wird ehenfalls 

kurz als die Menge M hezeichnet. 
Anf  diesen Mengen begriff w i l'ft soda11 n  die Defin i tion des Begri ffes 

der mathemat£schen Spezies, der den Mengen begriff als Sonderfall 
enthal t, gegrtindet .  

In der Theorie der Kal'dinrilzahlen, welche n u n mehr zunachst 
hehandel t wird, tri t t  vor  al lem die Zerle9ung des Oleic!tmiicht(qkeits
h11,qr�tfes i n  den Vordergrnnd.  Zwei fiir die k lassisehe Mengen leh re 
gleichmacht ig·e Mengen oder Spezies konne11 fft l' d ie i n t n i t ion istische 
Mengenlehre gleichmacht�q, ha!b,q!eichmiicht(q, iiquivalen t, 1,on gleichem 
Urnjan,q, von gleirlze1' Ausdelmung oder von ,qleichem (}ewicht sei n ') .  
Im A nsch ln ss dara11 g iht  es un tel' den for d ie k la.ssisrhe Theorie 
ahzahlbare11 Mengen oder Spezies fii r die i n t u i t ionist ische Mengen
lehre abziiltlbar unendliche, abziihlbare, ziiJdbare, rmsziiltlbare, dmc!t
ziihlbare nnd aufziiltlhal'e Mengen bzw .  Spezies. Die k la�sisel1en 
Kardinalzah len a nnd c blei he11 bestehen, dagegen w i rd das in  der 
klassischen Theorie d urch die Menge al le 1· F1 1nktione11 eine1· V al'ia
blen gel ieferte Beispiel einer Kardinal zah l > c hinfal l ig .  

In de!' Theorie de1· geo1·dnete11 Mengen wird fiir den geordneten 
Charak ter einer Spezies d ie  Existenz der ordnenden Helation n u r  for 
je zwei a!s ve1·schieden erkannte Elemente gefo1·dert. Weiter gestal tet  
sich 1 1 .a .  d i e  Charakterisierung de1· Ordinalzah len 1 'J  und � vie!  ver
wickelter, als in der k lass ischen Theorie ; erstere erha l t  folgende 
Form : 

[5] Jede geordnete Spezies P, welche eine solche ahziihlhar unendliche, 

[232] 

im engern Sinne iiherall dichte Teilspezies M enthiilt, doss zwischen 

je zwei Elementen 6) von P Elemente von M liegen, doss die Spezies 

der vor einem willkiirlichen Elemente p von P liegenden Elemente von 

M eine ahtrennhare Teilspezies von M ist, von der entweder kein 

Element existieren oder wenigstens ein Element hestimmt werden kann, 

und doss zu jeder der Ordnungseigenschaft entsprechenden Funda

mentalreihe von Relationen ,,nach" oder , ,nicht nach" zu den Elementen 

6) Erst diese Begriffszerlegung hat mir ermogl icht, den Maclitigkeitscharakter, 
dP.n ich in friiheren Schriften nur fiir gewisse spezi.elle Mengen zulassen konnte, 
auf alle Spezies auszudehnen und in dieser Weise gewissermassen die Existenzbe
rechtigung der komprehensiven Auffassung der Spezies wiederherzustellen 

ft) d. h. zwischen je zwei als verschieden erkannten Elementen. 
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von Jf7) ein diese Relationen erful/endes Element von P bestimmt 

werden kann, besitzt die Ordinalzahl {)-. 
In der Theorie det· wohZqeo'/'(lneten Mengen miissen al lererst die 

beiden Haupteigeuschaften, dass je zwei wohlgeordnete Mengen ver
gleichbar s ind ,  und dass jede Tei lmenge einer wohlgeordneten Menge 
ein erstes Elemeut besi tzt ,  welche die wichtigsten Beweismittel der 
klassischen Theo1'ie bi Iden, preisgegeben werden ; demznfolge hat 
die bier aufzubanende neue konstrukt ive Theorie mit ihrer Vorgan

gerin fast gat· ke i 1 1e Aehn l ichkeit mehr, weder ausserl ich noch 
innerlich .  An d ie Stel le  der l etztere 1 1  Hanpteigenschaft bringt sie 
folgendes Theorem : 

Ein Gesetz, welches in einer wohlgeordneten Spezies ein Element 

bestimmt und jedem schon hestimmten Elemente entweder die Hemmung 

des Prozesses oder ein ihm vorangehendes Element zuordnet, bestimmt 

sicher ein Element, dem es die Hemmung des Prozesses zuordnet. 

Der Theorie der ebenen Punktrnengen wird die Menge Q derjen i
gen Quadrate zugru1 1de gelegt, von denen ein Eckpunt in bezug auf 
ein recht winkl iges Koordi natensystem die K oordinaten a . 2-11 und  
b . 2-" und  d ie  (den Achsen paral lelen) Seiten d ie Lange 2-n oder 
21-11 besitzen . Sodann wird un ter einem I'unkte de1· Ebene eine  un
begren zt fortgesetzte Folge von Qnadraten von Q, deren jedes im 
Innengebiete des n achstvorangehenden ent hal ten ist ,  verstanden . 

Auf dieset· Grnnd lage kommen aus der k lassischen Theorie der 
Pnnktmengen zahlreiche Theoreme i n  Fortfall .  

Yorn CANTORschen Han pttheorem blei bt z .B .  n nr folgende negative 
Tei laussage i n  Kraft : 

Es kann keine abgeschlossene geordnete Punktmenge existieren, deren [6] 
M iichtigkeit grosser als die abzahlbar unendliche ist und von der jeder 

Punkt einerseits einen niichstfolgenden Punkt aufweist, andrerseits von 

abzahlbarer Ordnung ist bzw. von der Spezies der auf ihn folgenden 

Punkte einen endlichen Abstand besitzt. 
Auch diese Teilaussage muss in<les n ach einer von der ti.blichen , 

auf . dem Satz vom ansgesch lossenen Dritten beruhenden , voll ig ver
schiedenen Methode bewiesen werdell, z .B.  so : 

E ine Pnnk tmenge :1 ,  derell Mach t igkei t grosser als d ie  abzah lbar 
unendliche is t ,  lasst sich nnr so ord nen , dass endl iche Mengen 
i" i, , . . . VOil endl ichen Wahlfolgen ,  welche n ich t A bschn i t te VOil · 
einander s ind,  der Reihe llach geordnet werden , Ulld zwar in  solcher 

7) d. h .  zu jeder der Ordnungseigenschaft entsprechenden unbegrenzten Folge von 
Relationen . nach" oder . nicht nach" zu den einer Abzahlung durch eine Fundamen
talreihe unterzogenen Elementen von M. 

[233] 
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Weise, <lass man for jedes k sicher ist ,. <lass 2 (ik+i ,  ik+2, • • •  ) von 
jedem Reste jeder 111 1begrenzt fortgesetzten W ahlfolge einen Abschn i t t  
enthal t .  lndem wir  n u n  in E (ik+i .  ik+2, . . . ) n u r  diejenigen Wahlfolgen 
behalten, welche keine  vorangehende Wahl folge als Abschni t t  enhalten ,  
bestim men wir  eine zahl bare Menge von  Wah ifo lgen }k· Alsdann 
konnen wir  an der Hand der fortschrei tenden Konstruktion der jv bei 
der Herstelluug eines w i l lkurlichen jv for jede dazt1 gehorige Wahlfolge 
n ur fiir hochstens einen einzigen als Fortsetznng davon e1·zeugten 
Punk t  (namlich fiir denjenigen , der best immt  wird ,  i ndem for µ >  v 

i n  jedem folgenden j1, im mer w ieder die am hochsten geordnete Fort
setzung der schon vorhandenen Wah lfolge zu wahlen ist) sicherstel len , 
<lass er in  der resu l tierenden Ordn ung von :re einen 1 1achstfolgende11 
Pun kt aufweisL Die Kardinalzah l der Spezies der Punkte, for welche 
d iese Sicherkei t zu erlangen ist, kann mi tb in  1 1 n moglich grosser als 
d ie  abzah l ba1· unendl iche sein 8) . 

An die Stelle der positiven A ussage des CAN'l'ORsehe11 Han p l  theorems 
tritt in der intu i tionist ischen Mengenlehre eine  ansfiih rl iche Cliamkte
risterung de1jenigen Punktmengen und  Punktspezies, welche die 
0
betreffende Eigenschaft besi tzen ') .  

8) Dieser Beweis findet sich schon in den beiden letzten der in Arnn. ') zitierten 
Schriften ; die daselbst gebraucMe· Terminologie stimmt aber noch nicht mil der 
in meiner Abhandlung eingefiihrten iiberein, wahrend in meiner Besprechung des 

[7] ScHOENFLIESschen Buches die betreffende Stelle iiberdies einige Schreibfehler ent
halt tS. 81 ist Z. 3 u. 1 9  statt • Teilmenge zweiter Art" . •  nicht-abzahlbare Teil
menge zweiter Art", Z. 10 stall , von Gebieten e0 e2 , • • .  ," . von einander enthal
tenden Gebieten e,q, e"2, . • . . " und Z. 11 statt ,zu i1 , i2, . . . .  ", .zu iz1 , t"�'  . . . " 
zu lesen). 

9) In meinen in Anm.2) zitierten Schriften (die letzte ausgenommen), in denen die 
Konsequenzen des lntuitionismus sich noch weniger dentlich filr mich abgezeichnet 
batten, haften der konstruktiven Mengendefinition noch zwei unnotige beschrankende 
Voraussetzungen an ; in meiner jetzigen Terminologie sind namlich die daselbst 
betrachteten Punktmengen erstens 6rtlich individualisiert, und !assen zweitens eine 
vollstandige innere Abbrechung zu. I:ie Folge davon ist, <lass z. B. in meiner 
Besprechung des ScHOENFLTEsschen Buches das Haupttheorem statt als falsch, als 
selbstverstandlich angefiihrt wird, und dass die daselbst gemachte Unterscheidung 
zwischen wohlkonstruierten Punktmengen und Punktmengen im allgemeinen 
(die gleichzeitig gemachte Zusammensetzung der wohlkonstruierten Punktmengen aus 
solchen erster und solchen zweiter A rt, von denen die ersteren einen besonderen Fall 
der letzteren darstellen, soil als unwesentlich zuriickgenommen werden) sich erst nach 
Fortschaffung der genannlen beschrankenden Voranssetzungen mil der jetzigen 
Unterscheidung zwischen Punktmengen und l'unktspezies im wesentlichen deckt 

Zurn a. a. O. gegebenen Beispiel einer nicht-wohlkonstruierten Punktmenge ist 
zu bemerken, <lass die daselbst zugrunde gelegte ��unktion f (x) nicht das voile 
Kontinuum zum Existenzbereich hat (vgl. meine gleichzeitig vorzulegende Mitteilung 

[8] iiber .die Dezimalbruchentwickelung der reellen Zahlen), dass Z. 12 stall , rational", 

[234] 
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Die inneren Grenzrnengen der klassischen Theorie, d .  h .  d ie  Durch

schnit te vo 1 1  F11ndamentalrei he11 von Bereichen , werden i n  de!' in tu i 
tionistischen Mengenlehre,  wei l s i e  n icht notwendig M engencharakter 
besitzen ,  als innere G1·enzspezies e ingefiihrt .  Dabei bleibt das Theorem 
der k lassischen .Mengenlehre, dass der D n rchschn i t t  zweier i nnerer 
Grenzspezies w iederum eine  i nnere Grenzspezies is l ,  bestehen ; der  
analoge Satz for d ie Verein igung fal l t  aber fort ,  nnd von der Haupt
eigenschaft der i nneren Grenzmengen der k lassischen Theorie, dass 
zu einer wi l lk ii rl ichen Pnnk tmenge Q eine i nnere Grenzspezies existiert, 
welche ausser Q ausschl i esslich Grenzpnnkte der finalen Kohiiren z  
von Q enthalt ,  bleibt n u r  det· folgende Bestandtei l erhal ten : 

Zu jeder vollstiindig ahhrechharen Punktmenge :r: existiert eine innere 

Grenzspezies, welche mit der Vereinigung von :rr und einer Teilspezies 

der Ahschliessung der finalen Kohiirenz von :r: 6rtlich kongruent ist 

und eine mit :1r 6rtlich kongruente Punktmenge als Teilspezies enthiilt. 
Die klassisehe Definition der Messharkeit e l'le idet in der in tn i tio

n istischen Mengen lehre 11 u r  eine get'i nge Aendernng ; d ie  Sicherkei t  
der Messbarkeit versch wind et aber sow oh I fiir die Bereiche wie for 
d ie abgesch lossenen Punktspezies nnd i nneren Grenzspezies, und d ie  
Hau pteigenschaft des klassischen Messbarkei tsbegritfes, dass die Ver
ein igung einer abzah lbaren Menge rnessbarer Mengen ohne gemein 
sarne Pnn kte messhar u nd i h r  Mass gleich der Sumrne der Masse 
ihrer Komponen ten ist ,  w ird in det· i n t u i t io 1 1 istischen Menge1 1 lehre 
folgendermassen form u liert : 

Wenn F eine solche Fundamentalreihe von messharen Punktspezies 

ist, dass die lnhalte der Vereinigungen ihrer Anfangssegmente eine 

limitierte Folge i hilden, so ist auch die Vereinigung von F messhar 

und ihr lnhalt gleich i. 

Selbstvel'stiindl ich erleidet der Hegri tf des Punktes der Ehene eine 
betracht l iche  Ve1·e11gernng, wenn i n  der betretfenden Definition statt 
"unbegrenzt fortgeset zte Folge' ' ,  "Fnndamen tal reihe" gelesen wird .  
Hemerkenswerl i s t  aher, dass das l i neare Analogon dieses eu,qern 
Pun kt.begriffes seinerseits noch erhebl ich rnehr  u m fasst ,  als der 
k lassische J ineal'e Punktbegl'iff, der anf dem Schnitte heru ht, wie i n  
rneiner glei chzei tig vo1·zu l ege1 1den M i t tei l n ng ii be1· d i e  Dezimal brnch-
en twickel nng de1· reel len Zah le1 1  naher eri)rtert wird . [8] 

. <lurch einen endlichen Dualbruch darstellbar" zu lesen isl ,  und dass man in der 
Spezies der endlich definierbaren Punkte der Ebene cin vie! einfacheres Beispiel 
einer nicht-wohlkonstruierten Punktmenge besitzt. 
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1 92 1  :Mathematics. - "Besitzt jede reelle Zahl ewe Dezimalb1'Uch
entwickehmg .?" 1) By Prof. L. E. J .  BROUWER. 

(Communicated at the meeting of December 18, 1920). 

; 1 . 
.bxistenzbereich der unendlichen Dezimalbruchentwickelung 

au/ dem Kontinuum. 

Versteben wu· i n  der Menge der end licben DnnJ briiche 2'.0 und �1 
unter einem Iu tervalle I., ein zwei Dualbriiche �i und 

a t 2 als 

Endelemen te besitzendes geschlossenes In tervall ,  un ter einem Punkte 
des Kontinuums eine  in unbegrnnzter Fortsetzung begriffene Folge 
von ln tervallen I. , deren jedes im lnnern des 1 1achstvorangehenden 
en thal ten ist ') ,  un ter x einen variablen Punkt des Kontinunms, 
un t.er F,, (.v) einen n-ste l ligen Dezimalbrnrh mit der Eigenschaft, 
dass jeder l inks von ihm l iegende Punkt des Kon t inuums l i nks von 
einem ln tervalle vou x J iegt ,  wahrend F,1 (x) + 10-" rechts von 
einem Interval le von x l iegt ,  unter F (.r) die eindeutige unendliche 
Dezimalbruchen twickelung von x� so besi tzt F11 (x) die (iibrigens 

[2] alien unstetige1 1 Funkt ionen gemeinsame) Eigeuschaf't , dass ihr Exi
steuzbereich G\ nicht mit  dem Kontinuum zusarn menfallen 1) kann .  
De1· Existenzbereich (} = 1) (Gl '  G, , . . . ) von  F (x) kann also erst 
recht  n id1 t mit. dem Kontinuum zusammen fitl len, obgleich er sich 
( ebenso wie der Existenzbereich der regel massigen Kettenbruchent
wickelung vou ;l') dem Kon t inuum so eng anschmiegt, dass er mit 

I) Ueber den Inhalt dieser Abhandlung wurde am 22. September 1920 auf der 
Naturforscherversammlung in Bad Nauheim ein referierender Vortrag gehalten . 

') V gl. 1m�ine in Bd. Xll der Verhandelingen der Koninklijke Akademie van 
W etenschappen le Amsterdam (Eerste Sectie) erschienene Abhandlung : , ,Begrundung 

[1] der Mengenlehre imabhangig vom. logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten", 
2. Tei!, S. 3, 4. Wie daselbst S. 4 �,ussnote 1) hervorgehoben und <lurch die 
vor\iegende Arbeit klar ins Licht gestellt wird, sind die heiden S. 9 des 1. Teiles 
benutzten Begriffe der , reellen Zahl" bedeutend enger als der bier definierte Begriff 
des Punktes des Kontinuums. In einem ganz amlem, aus dem Zusammenhang 
ersichtlichen Sinne wi1·d der Ausdruck , reel le Zahl" der Expressivitiit wegen in 
der Ueberschrifl und im Schlussparagraphen der vorliegendeu Arbeit gebraucht. 

s) a. a. 0. ,  2. Tei!, S. 5.  
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demselben einersei ts ort l ich iibereinst i m m t  1) ,  andrersei ts  inhal ts
gleich !) ist 1) .  

Die  Defini tion des Punktes des Kont inuums el'leidet indessen eine 
erhebliche Einschrankung, wenn  wir  in derselben statt , , in unbe-
grenzter Fortsetzung begriffene Folge", , ,Fundamental reihe" 4) lesen . [5] 

Zweck der folgendon Paragrnphen ist ,  k larzustel len, i n wi efern for 
diese Punkte des l<ontinuums im engem Siime, die nnendl iche Dezi
malbmchen t w ickelung existiert. 

� 2 .  

Die E1·giinzungselemente der abzahlbm· untmdliclten, Ubemll 

dicht geordneten Mengen. 

Es sei eine abzi:ihlbar n 11end l iche, i m  engern Sinne iiberall d icht 
geord nete 6) Menge H gegeben . Es seien ,q1 ,  g,, g, , . . . .  d ie nach 
irgend einern,  H als abzahlbar unendliche Menge charakterisieren
deu , Abziih lungsgesetze y 1 1 ume1·ierte1 1  Elemente vou H uud es sei 
S (gl ' g,, . . . .  ,<J,) = s, gesetzt. U n ter einem i, hzw. j, verstehen w ir 
ein ( eventuel l ans e inem ei 1 1zigen Eleme1 1 te  bestehe11des) gesch losse-
11es I nte1·val l 8) von H, dernn Endelemente zu s, gehoren, deren 
l nneres abe1· hochstens e in  bzw .  kei 1 1  einziges Element von s, enthal t .  

U nter einem Ausfilllungselemente 'I' von H ,·erstehen w i r  erstens [7] 

eine jedenfal ls ein Element bes i tzende Spezies von i n  unbeg1·enzter 
Fortsetzu ng begriffenen Fol gen r " ' r"+1 , F "+2, • • • • (a eine fiir r 
bestimmte posi t i ve ganze Zah l), w o  jedes F, ein i, uud  jedes F,++1 
in " "+' enthaJ len is t ,  wahrend F, fi"tr jedes V ZU einer fiir I' best immten 
Spezies S, gehort, von der je zwei Elemen te  ein Element von s, 
gemei 1 1sam haben ; z weitens eine jedenfalls ei11 Element besitzende 
Spezies von in 11 1 1 begrenzte1· Fortsetzung begriffenen Folgen ;1' ;, , ;, , . . . 
vo11 je ein besti mmbareti Element besi tze11den abt rennharen Teil-

I ) a. a. 0., 2.  Teil, S. 6. [3] 1) a. a. 0., 2. Teil, S. 29, 30. 

SJ Natiirlich kann auch der Existenzbet·eich einer mittels emer Funktion der 
unendlichen OP.zimalbruchentwickelung von x erklarten Funktion von x nicht iiber 

G hinausgehen. Z. B. hat die im Jahresber. d. D. M.·V. 23, S. 80 vou mir [4] 
definierte Funktion f (X) genau G zum Existenzbereich. Wahrend aber die Funktion 
P (x) des Textes in der auf dem Kontinuum liberall dichten Punktmenge G 
gleicl1miissig stetig isl und sich auf Grun£l dieser Eigenschaft zu einer auf dem 
vollen Kontinuurn existierenden Funktion cp (x) = x enveitern lasst, ist fiir f (x) 
jede Erweiterung auf das voile Kontinuum ausgeschlossen. 

'4.) Vgl. , ,Begrundung de.r Mengenlehre usw.", 1. Teil, S. 14.  
5 )  a. a. 0., 1 .  Teil, S. 16.  [6] 
6) a. a. 0., 1 .  Teil, S. 1 3. 
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me11gen 1) von H, we111 1  in  jede1· Folge jedes ;+1 in ;, en thalten 
ist und eine Fundamen talreihe nt >  n,, n1, • • .  (n,+1 � n,) von ganzen 
posit iven Zah len l l lld ein Ausfii l l ungselemeut erst.er Art r, \'Oil H 
bestim m t  si nd m i t  der Eigenschaft, <lass zu jedem Elemen te ;, ,  ;2 , ;, , • • •  

VOil r ein Elemen t F rr., F rx+l• r oc+2 • . . .  VOil r, existiert, so <lass ;,,, Zll 
F rx � ,  gehort. 

Unter einem Ergiinzungselemente nullter 01·dnun,q ode1· kurz ei11em 
Ergiinzun,qselemente r von H verstehell w i r  erstens eine Fundamen
talreihe F rx, F rx + i .  r "+2 • . . .  (a eine for 1· bestimmte posi ti ve ganze 
Zahl ) ,  wo jedes 1 ,  ei11 i, und jedes F "++1 i n  F "+' enthalten i8t ; 
zweitens eine jede11 fal ls ein Element besi tzende Spezies von in  unbe
grenzter Fortsetzung begriffenen Folgen ;1 ' ;, , ;, , . . .  vo1 1  je e in  best imm
bares Element besitzenden abtrnnn baren Tei lmengen vo1 1  H, wenn 
in jeder Folge jedes ;+1 in s, en thal ten ist nnd eine Fundamental
rei he  n" n,, n8, • • •  (n+1 � 11,) vo11 ganze11 posit i ven Zahlen nnd ein 
Erganzungselemen t erster Art r <;. , r"+1 , r .. +2, • • •  von H bes l immt  
sind, so  <lass jedes ;,,, \'On 1 ·  zu r "+" gehort. ') 

Wenn , ,. n nd ,r Ausf'iil lnngselemente vo11 H sind 1 1 1 1d jedes 1 1 11 
mit  jedem 1 1 , ein gemeinsames Element besi tzt ,  so sagen w i r, <lass 
,r und 2r in H zusammenfallen. Ein m i t  einem Erganznngselemente 
von H in H znsammenfal lrndes A 11sfii l lungselerne1 1 t  von H wfrd 
,qleichf alls als Ei:qiinzun,qselernent von H bezeiclmet. 

\Venn das Element ,q von H zu jedem r ,  des A 11sfii l lungseleme11-
tes r von H gehort, so sagen wi t', dass r nnd ,q iii H zusammen
fallen. 

Wenn 1 1· nnd , 1· A nsfiil l ungselemen te von H sind nnd man ein 
1 r,,_ ulld ein , F , ohne gemeinsame Elemente angeben kan n ,  so sagen 
w ir, dass 11 · n lld  ,r in H ortlich verschieden sind. 

Wenn man ein r ,  des Ansfii l lungselementes r von H angeben 
kan n ,  zn dem <las Element ,q von H n icht  gehort, so sage11 wir, 
<lass r n nd g in H ortlicli vuscltiede11 sind. 

Das Erganzungselement bzw. Ausfii l lungselement r von H heisst ein 
Erganzun,qse/ement erster Vrdnun,q von H, wenn flir jedes Elemen t g von 

[8] H entweder d ie Relation g � 1· (d . h .  jedes rechts vo11 ,q gelegene Element 
von H liegt rechts von einem best immbaren / , von r), oder die 
Relation g _'S_ r ld . h.  j edes J inks von ,q gelegene Elemen t vo1 1  H liegt l inks 
von einem best immbaren r ,  von 1·) hergeleitet werden kan n �  oder, 
was auf dasselbe h innuskommt, werm 1· rn i t  einem Erganzungsele
mente 1·' von H, von dem jedes /- ', ein j, ist, zusammenfall t .  

[238] 

1) a. a. 0., 1. Tei!, S. 4. 
I) Ob der Begriff des Ausfiillun�selementes sich auf den des Erganzungselementes 

zuriickfiihren !asst, bleibe hier dahingestellt. 
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Die Erganznngselemente e 1·ster Ordn ung von H entsprechen den 
Dedekindschen Schnitten von H. 

Das Erganzungselement erster Ordnung 1· von H heisst ein 
Ergtinzungselernent zweiter Ordnung von H, wenn fiir jedes Element 
g von H die Relation g � 1· entweder hergeleitet, oder ad absurdum 
gefiihrt werden kann ,  oder, was auf dasselbe h inauskommt, wenn r' 
sich so wah len lasst, dass kein µ mit der Eigenschaft, dass die 
rechten Endelemente von " ', und " ',,. fii1· jedes v > µ ident isch sind ,  
existieren kann .  

Das Erganzungselement zweiter Ordnung r von H heisst ein 
Ergiinzungselement driller Ordnung von H, wenn filr jedes Element 
g von H entweder die Relation g > 1· (d . h .  man kann ein l inks 
vo11 g gelegenes 1 ,  von 1· bestimmen), oder die Relation g � r 
hergeleitet werden kann,  oder, was auf dasselbe h innuskommt,  wenn 
1·' sich so wah len !asst, dass zu jedem " ',,. ein solches " ', bestimmt  
werden kann ,  dessen rechtes Endelement l inks vom rechten End
elemen te von / ',,. gelegen ist .  

Ein Erganzungselemen t dri tter Ordnung von H heisst ein Ergiinzunqs
element vierter Ordnun,q von H, werm fur jedes E lement q von H 
entweder <lie Relation g > r, oder d ie  Relation g = r (d . h .  ,q und 
r fal len in H zusammen), oder schliesslich g < 1 ·  (d . h .  man kann 
ein rechts von g gelegenes ,.- , ,·on I '  bestimmen) h�rgeleitet warden 
kann, oder, was auf dassel be hinauskommt, wenn r' sich so wahlen 
lasst, dass zu jedem ,.- ',,.  ein solchas v > µ bestimmt werden kann,  
<lass d ie  beiden Endelemente von F ', von den beiden Endelementen 
von " ',,. verschieden sind. 

Die vorstehenden Defi1 1 i tionen der A usfti l lungseleme1 1 te sowie der 
Erganznngselemente nu l l ter, erster, zweiter, dri l ler und vierter Ord
nung von H sind for gegebene ordnende Relationen in H ottenbar 
unabhangig vom A bzah lu 11gsgesetze y.  

Sei M eine endliche Menge oder eine F undamentalreihe von 
Erganz11 11gseleme11ten v ierter Ordnung von fl, deren je zwei in Hv 
ortl ich ''erschieden siud und deren jedes von jedem Elemente von H, i n  
H, 6rtlich verseh ieden ist .  Die Verninigung von M und H, bildet eine 
abzahlbar unendl iche, im  engern Sinne iiberall dicht geordnete Menge 
Hv+ 1· Jedes Erganzungselemen t von H, ist gleichzei t ig Erganzungs
elemen t von Hv+ 1 und jedes Erganzungselement h-ter Ordnung von 
H, + 1 fallt  in H, + 1 zusammen mit einem Erganzungselemente lt-ter 
Ordnung von Rv. 

Die vorstehende Bezieh nng besteh t sowohl zwischen der geordneten 
Menge der endlichen Dualbruche H, und der geordneten Menge der 

[239] 
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endlichen Dezimalb l'iiche H1 1 wie zwischen H, u 11d del' geordneten 
Menge der rationalen Zahlen H, . 

� 3 . 
Erganzun,qselemente, Dezimalbruchentwickelungen und 

Kettenb1'ucheni'1vickelun.qen. 

Ein Erganznngselemen t erster Ordnung  von H !asst ill H d ie 
Ortsbestimmun,q erste1· Ordnuug zn,  welche sich ,  wenll H nls die 
Menge der end l ichen Dezimalbl'iiche gelesen wird ,  als die mehrde11 tige 
unendliche Dezi111a lb1·uchentwickelung heransste l l t .  lT mgekehrl  ist jedes 
Ausfiil l ungselemen t von H, das in H die Orlshestimm11 1 1g erster 
Ordnung zulaset, ein Erganzungselement erstel' Ordnn llg von H. 

Die Orlsbestimmung e1·ste1· Ord n ung in H kan ll t'ii r in H zusammen
fallende Ergammn gselemen le von H verschieden ausfal len . 

Ein Erganzungselemen t  zwei te1· Ord nung von H !asst in  H die 
Ortsbestirnmun,q zweite'1' Ordnung zn ,  welche sich ,  wenn H als d ie 
Menge der endl ichen Dezimalbriiche gelesen wird, als  die eindentige 
unendliche Dezirnalbmc!umtwickelung (fiir welche d ie  Existenz einer 
letzten von 9 verschiedenen Ziff er ansgesch lossen ist) hern11sstel I t .  
£Jmgekehrt ist jedes Ansfii llnngselemen t Yon H, das i n  H die 
Ortsbestimmung zweiter Ordnn llg zu lasst, e in E1·ga1 1z 1 1ngselemen l 
zwei ter Ordn ung von H. 

Zwei Erganzungselemente von H, fii r  welche die Ortsbest immung 
zweiter Ordnung i n  H verschieden ausfal l t ,  kon nen i n  ll n icht  
zusammenfal len. 

Ein Erg·anzungselement d l'itter Ordnung VOil H lasst in  H die 
Ortsbestimmung dritter Ordmmg zu ,  welche sich ,  werr n H als d ie 
Menge der rationalen Zah len gelesen wird, als die unendliclte 1'eduziert
regelmassige Kettenbrucltentwiclceluny heransstel I t .  U mgekehrt isl j edes 
Ausfit l l nngselement \' Oil H, da.s in H die Ortsbesti mmung dritter 
Ordnung zu lasst, e in Erganznngselement d 1·i tter Ordnung von H. 

Zwei Erganz1 1 11gselemen fe von H, fii r  welche die Ortsbesl i mmnng 
[9] drit teL' Ord n nng i n  H versch ieden ansfal l t ,  sin d  i n  H ort l ich verschieden . 

[240] 

Ein Erganznngselemen t v ierter Ord nung von H lasst i n  H die 
Ortsbestimmung vie1·te1· Ordmmg zn,  welche sich ,  wel ln H als die 
Menge der rationalen Zah len gelesen wird ,  als die eindeut�qe regel
mass�qe Kettenbmchentwiclcelun,q ( welC'he eventnel l  end l ici t  ansfal len 
kann) herausstel l t .  ll mgekehrt isl jedes Ausfii l l ullgselement von H, 
das in H die Ortsbest immung v ierter Ord 1 1 1 1ng zu lass l ,  ein E1·gan
z11ngselement. v ierteL' Ord nung von H. 

Zwei Erganznngselemente von H, for welche die Ortshest immung 
vierter Ord n nng i n  Hversch ieden ansfal l t , s ind in H or·l l ich ve1·schieden . 
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� 4. 
E.vistenz der Dezimalbruchentwickelun.q reellm· 

algebraischer Zaltlen. 

Seien r1 und 1.. beliebige reelle algebraische Zahlen , d .  h .  je 
einer algebraischen Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten 
gentigende Ausfti l l ungselemente der von den rationalen Zahlen 
gebildeten geordneten Menge H2• Alsdann kann man eine algebra
ische Gleichung F (.n) - a, xn + a1xn- l + . . . .  + a11_1x + a11 = 0 
mit ganzen rationalen Koeffizienten und n icht  verschwindender 
Diskriminan te D bestimmen , der sowoh l 1\ wie r, gentigt . Seien 
w1 , w, , . . . .  Wn d ie (mit jedem bel iebigen G rade der Genauigkeit 
approximierbaren) Wurzeln von F (.1�) = 0, so konnen w,. und  w• 
fur r -::/=- s nicht i n  H, znsammenfallen . Sei &! eine rationale Zahl, 
welche die Modu ln all er W urzeln von F (x) = 0 libe1·s teigt, und b =2Q, 
so ist 

Weil aber 

eo ist a.ndrerseits 

I Wr Ws I <  b (r -::/=- a). 

D n (w,.. - w,)' = -- , 
_,t. a 2n-2 µ r v  • 

' D I Wr - w, I > , a02n-2 bn'-n-2 
so dass wir  m ittels hinreichend genauer A pproximierung von r1 
und 1·, enlwede1· Sicherheit erlangen , dass r1 und r, mit derselben 
Wurzel Wa zusamme1 1fallen,  oder ein 1'1 und r, trennendes rationales 
Intervall bestimmen konnen . Tndem wir  dieses Resultat zunachst 
spezialisieren fo1· den Fal l ,  dass r, eine rationale Zahl ist, ersehen 
wir mtihelos, dass r1 in H, entwede1· mit  einem Elemente von H, 
zusammenfal lt  oder von j edem Elemente von H, ortlich verschieden 
ist, so dass 1\ sic!t als Er,qanzungselement viuter 01·dnun,q von H, 
erweist., mi thin sowohl in einen eindeut1:qen unendlichen Dezimalbrucli, 
wie in einen eindeutigen regelmassigen [{ettenbntch entwickelt wel'den kann. 

Setzen wil' n u n  weiter voraus, dass weder r1 norh r, mit einem 
Elemente von H, zusammenfal l t ,  so fallen sie entwede1· in H. m
sarnmen, oder sind in H1 ortlich verschieden. 

Hieraus folgern w ir, dass die Spezies der reel len algebraischen 
Zah len eiue abziih lba1· u nendliche, im engern Sinne iiberall d icht 
geordnete Menge H, bildet ,  welche zu  H1 d ie am Schluss von § 2 
erkliirle Beziehung eines H+1 zu einem entsprechenden IL besi tzt .  

[241] 
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� 5 . 
Exi�tenz der Dezimalbruclientwiclcelun,q von n .  

Seien a und b ganze positive Zahlen und a <  h. Wir verstehen 
unter K0 den unbed ingt konvergenten 1) u nendlichen Ket tenbruch 

[�· - (2v : I )  bl� 
nnd unter Km den unbedingt kon vergen ten unendlichen Kettenbruch 

L2m � l ) b1 -
(2v : l ) bJ:+1

' 

Alsdann gelten die Beziehu ngen 
a a 

tg b = K
, = b - K a' l 

Km = (m � 1)  
(2m + 1 )  b -Km+1 

Seien x0, xi ' .x,, . . . reelle Variablen, welche durch die Beziehungen 
a 

.x
,

= -b - .111 

a' 
t&m = -----(2m + 1 ) b - <1Jm+1 

. <+> 

vel'bunden sind, und x' a eine rationale Zah l  zwischen 0 und 1 ,  also 
< !h. Mittels (t) lei ten wir ans x' a weitere rationale Zahlen 
.x' a- i .  x' a-2 . . . . . x' 1 ' .v' 0 und .v' a+i .  .x' a+2. • . .  . her. Von diesen 
fal len .x'a-i. x'a-2 • . . . . . 'V' 1 •  x'. alle positiv ans, wahl'end x'a - 1 1  
x' a-2• . . .  x' 1 alle < ib und x' .< 

2

b
a 

wird .  Weiter kann man ein 

k leinstes r>a besti m men mit der Eigenschaft , dass xr' � 0 odet· � 1 
wird ') . 

Sei a eine (flir das weitere hinreichend klein gewahlte) positive 
rationale Zahl und 'la ein solches gesch lossenes rationales Wert
intervall von Xa, dass sowoh l  1/a. wie die anf Grund \'On (t) ent· 

sprechenden Wertin terval le 1/a+1 •  ?Ja+2 • . . • lj,. von ma+1 . Xa+2 • . . •  x,. 
rechts vom Werte 0 und links vom We1·te 1 l iegen, wahrend, werm 
wir noch die auf Grund von (t) entsprechenden Wertinterval le von 
-Xa-i. Xa-2 • . . . . •  v0 mit 'la-1• 'la-2, . . . 111 bezeichnen , jedes K. fut· 
0 < v < 1· in 'l• enthal ten ist und eine Entfernung > 2a von den 
Endwerten von 'l• besitzt. A lsdann konnen wit· eine solche ganze 
nichtnegative Zahl s < 1· bestim m en , dass x'0 , x\ , . . . . r.'s-i del' Reihe 
nach in ,,0 ,  ,,1 ' . . . 'ls-1 enthalten sind ,  wahrend .v', eine Entfemung 
> a von K, besitzt . 

l) V gt. PR1Nesu11J1, MOncbener Berichte !8 (18�8), S. 299 fgg. 
') a. a. O., S. 318. 
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Sei fl '  eine solche positive rationale Zahl ,  dass fur jedes zu 11. ge
horige .r., c;lie CT ngleichnng 

dz, > {J' dm1 
gilt, so besitzt x', eine Entfernung > a{J' \'On K0 • 

Sei x." eine solche rationale Zah l ,  d ass die auf Grund von (t) 
entsprechende Zah l  x,i" < 0 oder > 1 ausfal lt .  A lfidann konnen wir  
eine solche ganze n ichtnegative Zahl t < a  bestimmen, dass x"°" . . x"1_1 
der Reihe nach in v,0 ,  • • •  tii-l enthal ten sind ,  wahrend x/' eine 
Entfernung > a von K1 besitzt. 

Sei fl" eine solche positive rationale Zahl ,  dass for jedes zn l/0 
gehorige ;c, <lie U ngleichung 

dx 
_o > fl" 
da:, 

gilt, so hesitzt x " eine Entfernung > ajj" von K • .  

Z u  einer beliebigen positi ven rationalen Zah l  i1 < 1 und eiuer 
beliebigen positiven rationalen Zahl i kan n  man mithin eine solche 
posith·e rationale Zah l i, < 1 besti rnmen, dass 

1 i - tg i1 1 > i,. 
Insbesondere kann man zu einer beliebigen positi ven rationalen 

Zahl i1 < 1  eine solche positive rationale Zahl i, < 1 best immen, dass 

I i - tg i1 I > i,, 

mithin a11ch (weil i m  zwischen den Werte11 0 und 2 enthal tenen 
Wertegebiet von y die U ngleichung 

besteht) 

d arctg y I --- > -dy - 5 

I ,, . I i, 4 - tl > s ·  
so dass die Zalil � sich als E1yanzungselement vie1'te1· Ordnung von 
H, e1'weist 1) , mit!tin sic!t sowo!tl in einen eindeuti,qen unendlichen 
Dezimalbrucli wie in einen eindeutigen 1·e,qelmiissige11 [(ettenb1"ttch 
entwickeln ltisst. 

Die Entwirkelnngen dieses 1 1nd des vorangehenden Paragraphen 
bieten Beispiele der Charak terisierung von Erganzungselementen 
bzw. Ansfii l lungselementen 1· von H als Erganzungselemente vierter 

1) Die gleiche Eigenschafl der Zahl � ist eine unmittelbare folge der regelmis

sigen Kettenbruchentwickelung 

d - 1 [1 1 Joo -2-- = l ' 2  + 4v 1 

[243] 
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Ordnung von H mittels positiver Rationalitiitsbeweise in H (die ein 
Element von H bestimmen , mit dem r zusammenftill t )  oder posi
tiver lrrationalitiitsbeweise in H (d ie  r als von jedem Elemente VOil 
H ort.l ich verschieden erkellnen )assen). Hierzu ist zu beme1·ke11 , 
dass sich ans einem negati1:en Rationalitiits- bzw. frmtionalitiitsbeweise 
in H (der die Annahme, dass r von jedem Elemente vo11 H 61·tlich 
verschieden ware bzw . mil einem Elernente von H zusammenfiele, 
ad absurd um fiihrt) n ic h t  einmal folgern !asst., dass r Erganznngs
element erster Ordnung voll H i s t .  Eben deshalb haben wir in 
d iesem ' den LAl\IBERTschen 11egati \'en In·at ionalitatsbeweis von :r 

einer passenden U marbeitung unterzogen 1 1nd  in  die obige posi t ive 
Form gebrach t .  Die wei teren klassischen Beweise desselben Satzes 
!assen sich iibrigens in  analoger Weise erganzen .  

; 6. 
Reelle Zahlen, welche keine Dezimalb1'uchentwicke1un,q hesitzen. 

Sei c,, die n-te Ziffer der unend lichen Dezimal bruchentwickehrng 
von n. W i r  werden sagen ,  dass n sich im l!rsten .Falle befi 1 1del ,  
wenn Cn , c,,+1 , . . • • c,,+4 al le gleich sind, im zweiten Falle, wenn 
c,., c11+1, • • . • c11+9 al le  \'erschieden s ind,  und  i m  dritten Falle, werm 
weder der erste, noch der zweite Fal l ''orl iegt . 

Wir  defin ieren ein Erga11z 1 1 1lgselernent 1' der geordneten Menge 
de1· end lichen Dezimalbriiche H1 mi t tels der nnend l icben Rei he 

(1> 
:::£ Un • 1 o-n-l 1 n = l 

wo a11 = 0, wenn n sich im e 1·sten Fal le hefindet, a" = 1 0, werm 
n sich i m  zwritell Fal l e  belindet, sonst a,, = 9. 

Dieses Erganznngselement wiirde erst dann ein Erganz11 ngseleme1 1 t  
erster Ord 1 1ung \'On H1 darstel len, m .  a. W. eine nnendliche Dezi mal
b l'llchentwicke lu llg znlassen, wenn man eine Methode besasse, filr 
jedes bel iebige im  d ri tten Falle befind l i <"he n, entwerler die Ex istenz 
eines im zweiten Fal le befindl ichen m > 11 mit. der Eigenschafl , dass 
jede zwische11 n nnd m l iegende ganze Zah l sich i m  d ri tte11 Fal le 
befande, ad absurdum zu fiih ren , oder d ie Existellz ei nes im ersten 
Fal le befind lichen m > n mil  der ��igenschaft ,  dass jede zwiscl1en n 
1 1 11d m l iegende ganze Zahl  sich i m  d ri l ten Fal le befande, ad absurdum 
zu fiihren . 

Wir definieren weite1· ein Erganzungselemen t erster Ordnung ,. 
von H1 mittels der unendlichell Reihe 

.. 
� a,. . 1 0-·n-l , n = l 
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wo jedes an entweder gleich 0 oder gleich 9 ist, wahrend a1 = 9 
nnd a,,+1 dann nnd  nnr  dann von a,. verschieden is l ,  wenn n sich 
im zweiten Fa.lie befindet.  

Dieses Erganzungselement erster Ordn ung wiir<ie erst dann ein 
Erganzungselement  zwei ter 01'dnnng von H1 dal'stellen,  m. a. W. 
die im � 3 definiel'te eindeutige unendl iche Dezimalbruchentwickelung 
znlassen, werrn man eine Methode besasse, for jedes ganze positive 
n mit der Eigenschaft, <lass entweder keine oder eine gerade A nzah l 
von ganzen posi t iven Zah len :::'.'. n sich im zwei ten Falle befindet., 
entwede1· die Existenz oder die A bwesenheit eines im zweiten Fal le 
hefind lichen m > n ad absurdum zn flihren . 

Ein Erganzungselement dritter Ordnung vo11  H1 wii l'de dasselbe 
Erga11zungselemen t erst dann darstel len, wenn man eine Methode 
besasse, for jedes ganze posi tive n mit  der Eigenschaft, dass en tweder 
keine oder eine gerade Anzah l  von ganzen posi tiven Zahlen < n 
sich im zweiten Falle befindet, entwede1· die Existenz eines im zweiten 
Fal le befind lichen m > n ad absurd um zn fti h ren, ode1· ein im 
zweiten Fal le befindl iches m > n anzugeben . 

Wir definieren schliesslich ein Erganzungselement dr i t ter Ordnung 
1 ·  von H1 m ittels der nnendlichen Reihe  

co 
2 a,. . i o-n-1 , 

u = l 
wo a11 = 9, wenn n sich i m  zweiten Fal le befindet, sonst a11 = 0. 

Dieses Erganzungselement dri t ter Ordnung wiil'de erst dann ein 
Erganzungselement vierter Ordn nng von H1 darstel len , wenn man 
eine .Methode besasse, fiil' jedes ganze posi t ive n, entweder die Existenz 
eines im zweiten Falle befindlichen m > n ad absurdum zu flihren , 
oder ein im zweiten Falle befindliches m > n anzugeben . 

Samt l iche Beispiele dieses t fallen iibrigens in  H1 zusammen mi t  
Erganzungselemen ten vierter Ordnung der  geordneten Menge der 
end l ichen Dualbriiche H0 • 

Fur Beispicle reel ler Zahlen ohne Dezimalbrn<'hen twickelung be
steht bei der Weiteren twickel 11 11g der Mathematik stets die Moglich
keit, dass sie einmal hinfallig werden ; dann aber konnen sie i mmer 
durch solche, welche i hre Gultigkeit behal ten haben , ersetzt werden . 

[245] 
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[l] 

BEGRUN DUNG DER FUNKTIONENLEHRE 
UNABHANGIG VOM LOGISCHEN SATZ VOM 

AUSGESCHLOSSENEN DRITTEN. 

ERSTER TEIL. 

STETIGKEIT,  MAXIM A .  

U nter einem Punktke1·ne verstehen w ir eine einen Pun kt  enthal-

[2] tende ganze punktierte Species. Wir bezeichnen im Folgenden in  der 
Cartesischen Ebene die Punktkerne der X-Achse mit x, diejenigen 
de1· Y-Achee mit  y. 

U nter einer 1·eellen Funktion oder kurz mi ter einer _Funktwn ver-
[3] stehen wir  ein Gesetz, das gewissen mi t  !; zu bezeichnenden, den 
[4] , ,Definitionsbereich" der Funk tion hildenden a; je ein mit 11 = / (;) 

zu bezeichnendes y zuordnet ,  und so i n  tiblicher Weise eine ebene 
Punktspecies erzeugt. Wir beschranke11 uns i m  Folgenden auf solche 
reelle Funktione11 f (,v) , deren ; zum geschlossenen Einhei tsintervall 
(0,1) gehoren . 

[246] 

Eine Funktion j (x), deren 11 zum gesch lossenen In terval! (-1 ,+1)  
bzw. zum geschlossenen ln tervall (0,1 ) bzw. zum geschlossenen Inter
vall (-1 ,0) gehoren , soi l als unitiir besclwankt bzw. als positiv 
uni tar beschriinlct bzw. als negativ unitiir bfschriinkt bezeichnet werden . 

Eine Funktion j (x) h eisst stetig /Ur den Wert ;0 oder stet�q in.t 
Punkte (§0, 110), wen1 1  zu jedem E ein solches posi t ives a. (mithin auch 
ein solches posi tives rationales a,) bestim m t  werden kan n ,  <lass fti1· 
l s-s0 I < a. die U ngleichung I/ (�)-/ (�0) 1 < E besteht. 

Eine ftir i edes s stetige F 11 nk tion w ird kurz als eine stetige Funk
tion bczeichnet werden. 

Eine Funktion f (x) h eisst gleic!trniissig stetig, we1111 zn jedem E 

ei1 1 solches posi tives a. (mithin auch ein solches positives rationales 
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a,) best imrn t  werden kan n ,  dass for l �.-;1 ! < a. i mmer d ie  Un
gleichnn!?: \/(§,)-/(§1) \ <  i; besteh t  1 ) . 

Neh rnen wir an ,  dass der Defi n i t ionsbereich der stetigen Funk tion 
f (x) mit einer Pnnktmenge 8 zusarnmenfal l t .  Fii1· beliebig vorge
gebenes i; wird <lann bei der fortschreitenden W ah l  eines Elemen tes 
s von S die entsprecltende Zah l a, (s ) m i t tels einer endl ichen Anzahl  
k von Operatoren lf' 1 . ,  ¢2. , • • •  lf'ke , die  je  eine posi t ive ganze bzw. 
rationale Zah l als Fnnktion einer \'ariablen end lichen Menge von (<las 
Element s <l urch i hre Wahl m i t best im menden) posi t i ve1 1  ganzen Zah len 
berechnen, festgelegt. Setzen wir beispielsweise k = 5, und  bezeich
nen wir mil n1 , n, , n� ,  . . . .  die der Reihe nach gewah l ten ganzen 
posi ti ven Zah len, d 1Hch welche s als Me 11genelement best i rn m t  is l ,  
so haben w1 1· : 

a. (s) = lf'i. nl . . .  n 

I [ 1 (I) 
h. nl . . .  n �3• nl . . .  n ) � I h. n1 . . .  n �5• (n 1 . . . u�) -

Ist insbesoudere S eine .finite Menge (d . h .  besteh t  ein e  solche 
Fnndarnental rnihe von ganzen positi ven Zahlen mp 111 , ,  . . . , <lass ftir 
i edes n" > 111 " de1· Erze ugungsprozess der Element.e von S gehemm t  
wird), so !asst die Gleichnng (I) sich i n  d i e  Form 

a. (a) = <re (n1 • • •  nxJ (II) 
bringen ,  so <lass a, (s) for vorgegebenes i; ein posi ti ves Minimum 
besitzt nnd f (x) sich als gleiclaniiss�q stetig erweist. 

Mithin ist bewiesen : 
S a t z  1 .  Eine stet�qe Fimktion , duen Dejinitionsbe1·eich mit etner [5] 

.Jiniten Punktmen.qe zusamrnenfiillt, ist gleicltJndssig stet�q . 

1) Die Stetigkeitsdefinitionen sind nur der Einfachheit halber in die obige 
metrische Form gebracht, von der sie ihrem Inhalte nach unabhangig sind. 
Um dies einzusehen, greifen wir auf die den Punkten des Einheitsintervalls 
der X-Achse bzw. den Punkten der Y-Achse als Ausfiillungselementen zugrunde [6] 
liegenden abziihlbar unendlichen, iiberall dichten geordneten Mengen µ' und µ" 
der Ordinalzahlen 1 +l'/ + 1 bzw. l7 zuriick, zahlen µ' und µ" <lurch Fundamental-
reihen g1', g2', g8', • • •  bzw. g1", g2'', g3", . • •  ab, bezeichnen 2 (g1', g2', • • •  gv') bzw. 
2 (g{, g2", • • •  g/') mit sv' bzw. s/' und verstehen unter einem iv' bzw. einem i.'' 

ein geschlossenes Intervall von µ' bzw. µ", <lessen Endelemente zu sv' bzw. 
s/' gehoren, <lessen lnneres aber hochstens ein Element von sv' bzw. sv'' 

enthalt. Auf dieser Grundlage ist dann z. B. eine gleichmiisst'g stett'ge Funktt'on 

eine solche beschriinkte Funktion, class fur eine beliebige Abzahlung von 
µ' und eine beliebige Abziihlung von µ" zu jedem m ein solches n bestimmt 
werden kann, class, wenn �1 und �2 zusammen zu einem £,,' gehoren, /(;1) 
und f (;�) zusammen zu einem t'm" gehoren. 
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Wenn der Defin i tionsbereich dar Funktion f (x) mi t  einer Punkt

menge S zusam menfal l t ,  so ist  f (s) fii1· jedes Elemen t s ,·on S <l urch 
eine unbegrenzte Folge von In terval len l', ). ' ' , t", . . . . , deren jedes 
i m  lnnengebiete des nachstvorangehenden entha l te1 1  is t ,  bestim mt, 
und  zwar ist X(v) (s) for jedes v <lurch einen Ausdrnck von der 
Form des rechten G l iedes von (I) bzw . ( I I ) ,  wo 1 1ur  liberall der 
Index E <l urch v zu orsetzen ist, darstel I bar. 

Ist  also insbesondern S eine finite M enge, so gehort z11 jedern v 

ein solches mv, dass ). (v) (s) Tl l l l' von den ersten mv das Elemen t s 
erzeugenden Wahle11 ahhangt. 

Wei l n n n  die Abschliessung einer katalogi sierten Pu 1 1ktspecies mi t  
einer fin i ten  Punktmenge zusammenfal l t , welche d ie  Eigenschaft. 
besitzt, <lass zn jedem n ei 1 1  solehes E bestimmt  werden kann ,  dass 
zu je zwei in einer En t fernung < E voneinan der gelegenen Punkten 
eine Anfangsfolge von  n Wahlen besteht ,  aus der beide Punkte 
hervorgehen 1) , so f'olgt weiter : 

S a t z  2 .  Jede Funktion, de!'en Definitionsbereiclt mit einer abge
sch lossenen, kata lo,qisierten Punktspecies zusamrnenfiillt, ist gleich
miissig stet(q. 

Wenn wir also eine Funktion , d ie das ganze gesch lossene Einhei ts
i n terval l als Definitionsbereich besi tzt, als voll bezeiehnen ,  so gi l t  
i nsbeson dere : 

S a t z  3. Jede volle Funktion ist gleichmassig stet(q. 
Zu einer vollen Fnnk tion f (x) exist iert 1) eine Fundarnen tal reih e  

n1 , n . ,  . . .  (nv+1 � n v  + 4) m i t  der Eigenscbaft., dass jedern ganz ode1· 
tei lweise im Einheits in terval l  en t lialtenen ).,, -In terval le  ).(r) ein ).-v 
In tervall .?t(r) in solcher Weise zugeordnet ist, <lass (iin engern Sinne) 

[7] ineinander enthal tenen ;.Crl (i m engern Sinne) inei 1 1andei· enthaltene 
.rr (r) und libereinander grei fenden ).(r) libereinander greifende .n(r) 
ent sprechen,  wahrend die Brei te VOil .n(r) for un beschrankt  wach
sendes T gegen 0 konvergiert und  die Fnnktion j(x) <lurch die i n  
dieser Weise denjen igen Folgen von ).(r), welche Pun k te darstel len ,  
zugeord1 1eten , gleichfal ls  Pm1kte darstel lenden Folgen von .n(r) be
stirnm t  ist .  Ordnen wir n un einem beliebigen zum Ein heits i 1 1 terval le 

geborigen x-Jnterval J e  x(") dasjen ige rnogJicbst k Jeine i"a) Z ll ,  i n  dem 
es ( im engern Sinne) moglichst wenig excen t ri sch entbal ten ist  und 
das im Fal le der Zweideu tigkei t dieser Bestimmung rnoglichst rechts
l iegend gewahl t  warden soll ,  so ist dadurch jedem x(aJ gleichzeitig 

1) Vgl. meine im XII. Band ( 1918, 1919) dieser Verhandelingen erschienene 
[8] Begriindung der Mengenlehre unabhangig vom logischen Satz vom ausge

schlossenen Dritten, 2. Tei!, S. 14.  
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ein ,,.,.im.l zugeordnet, und zwar in solcher Weise, <lass ineinander 

enthaltenen x(•) ineinander enthaltene n(m.) und aneinder grenzenden 

xC•l tibereinander greifende :r/"'.l entsprechen,  wahrend die Breite 

von ,,.,.(m.) for unbeschrankt  wachsendes <J gegen Null konvergiert .  
U mgekehrt liefert jede Zuordnung der letzteren A rt eine voile Funk
tion, womit wir zu einer neuen Definition der vol len Funktion 1) 
gelangt sind. Bei dieser Defini tion bringt es, wie man leich t einsieht ,  
keinerlei Einschran k ung mit s ich ,  wenn wir  weiter fordern, dass 

die Breite von ,,.,.tma) aussch l iessl ich von der Breite von x(•J abhangt 
und <lass ineinander en thaltenen x(•) im engern Sin ne ineinander 

h I 
(m ) 

ent a tene :rr a entsprechen. 
Den ken wir die voi le Funktion f (x) in letzterer Weise definiert, 

und nehmen wir an, <lass r = f (0) > s = f (1 ). 0 n ter einem Fall
intervall i, der X-Achse verstehen wir  ein solches von aneinander 
grenzenden x,-lntervallen gebildetes l n terval l ,  <lass das dem ersten 
dieser Xy-Interval le x' zugeordnete ).-In terval l l' u nd das dem letzten 
dieser Xy-lnterval le x" zugeordnete A-lntervall A" tibereinander greifen , 
wahrend ).'' tiefer liegt als ).' nnd  jedem rechts von x' bzw. x" 
gelegenen x,-In tervall ein tiefer als ).' bzw .  )." gelegenes l-ln tervall 
zugeordnet ist . Sei nun l \ ,  E , ,  . . . eine gegen 0 kon vergierende Folge 
von positiven rationalen Zahlen , so kanu man der Reihe nach  ein 
iy1 < Ep ein zu iy1 gehoriges i,2 < E . , dessen ).', im engern Sinne in 
l.11 enthalten ist, ein zu iy, gehoriges iy1 < E 8 ,  <lessen l11 im engern 
Sinne in  l12 enthal ten ist, usw .  bestim men . Alsdann konvergiert 
die Folge iv1 , iv,, . . . gegen einen Abszissen wert .r0 mit der Eigen
schaft, dass f (x0) > f (.'r) for x0 < .7J. Offen bar kann man diese Kon
struktion , wenn i ein beliebiges zwischen r und s gelegenes Interval! 
ist, so einr i ch ten,  dass f (x0) i11 i enthal ten ist. Somit. ist bewiesen : 

S a t z  .4 Eine volle Funktion, de1·en Endwert s kleiner ist ala de1' 
Anf angswert 1', besitzt unendlich vie le vorwiil'ts gerichtete Maxima 
(und ebenso unendlich viele l'ilckwiirts qerichtete Minima), deren Ordi
naten im fV ertebe1·eich. der Funktion 'iibemll d£cht lie,qen, 

� 2 .  

MESS BARE FUNKTIONEN. 

Die positiv unitar beschrank te Funktion f sol l  messbm· heissen, 
werm fur j edes ganze n ichtnegative  v i m  Einhei tsin terval l der X-

[10] 

1) Sie stimmt ii herein mit der in Begriindung usw., 1 .  Tei!, S. 12 gegebenen [9] 
Definition einer , ,stetigen Funktion einer zwischen 0 und 1 schwankenden 
V eriinderlichen ". 
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Achse eine solche end l iche Anzahl von sich n ich t  iiberdeckenden 
und zusammen das Einheitsin tervall ausfii l lenden endl ichen Mengen 
a' , a", . . .  a(m,) von x-l nlerval len ,  ein solcher messbarer l inearer y y y 

Bereich (-J, mi t  einem Inhalte < :, , nnd m,-1 solche end l iche Dual-

briiche !,", b"', . . .  b(111) best immt werden konnen ,  dass die Funk tion f y y y 
fiir µ � 2 fiir ein beliebiges .1: des Durchschni ttes d(P.l von a(P.l mi t  y y 
dem Komplemen te k, vo11 (-J, existiert und eine1 1  zw ischen b(P.) und y 

1 
b�l + 2, gelegenen Wert besi tzt ,  und fiir ein bel iebiges .v des Durch-

sch nittes d� von a� mi t  k, , falls sie existie1·t, < 2� ist . 

Die positiv nn i tar beschrank te Funktion f soi l  summie1·bar heissen , 
wenn ihre Inte,qmlspecies S, d .  h .  die von den Punkten (�,y) des 
gesch lossenen Ein hei tsquadrates (0 � x � 1 ,  0 � y � 1 ) , fiir welche y <f@, gebildete ebene Punk tspecies rnessbar 1 ) ist. 

S a  t z 1 .  Jede positiv unitar beschrankte sumrnierhare Funktion ist 
messbar. 

B e w e i s. Sei v eine bel iebige ganze n ich tnegative Zah l und  F=2-Y-2. 
A lsdan n bestehen a u f  Gru nd der Defi n ition der Summierbarkeit fii 1· 
d ie su mm ie1·bare Fnnktion f (x) zwei solche sich n ich t iiberdeckende 
nnd zusammen das Einheitsquadrat ausfii l lende end l iche Mengen 
c' und c" von x-Quadraten und ein solcher messbarer ebener y y 
Bereich /'' mit  einem In hal te < f.1 ,  dass fiir einen beliebigen Punkt  
(.-v, y) des Durchschnittes 1/ von c' rnit  dem Komplemente h,  von y' y y 
die Funktion f (x) existiert  und > y ist, und fii 1· einen beliebigen 
Punkt (x, y) des Durchschnittes 1)� von < rnit h

, 
die Funk tion /(.x) , 

falls sie existiert ,  � y ist .  
Sei y�0l = 0, y�111i fiir  m 2'_ 1 ein solches Anfangssegmen t von y,, 22m -1 

dass 1 (y�"')) 1) 2'_ 22m I (y,), und 8�111) d ie Quadratmenge, durch 

Hinzufiigung von welcher y�n - - t ) in y�m) iibergeht ,  so dass I (.'J-�111l) 
1 

< f.'. Sei C(m) die Species derienigen x, auf deren Ordinate 22 (m-·l) , J 
1) Zur Einfiihrung des Messbarkeitsbegriffs fur Punktspecies des nicht in 

eine ,,reduzierte Ebene" (vgl. Begriindung usw., 2. Tei!, S. 21)  umgewandelten 
[1 1]  geschlossenen Einheitsquadrats sind i n  der i n  Begriindung usw., I .  Tei!, S .  8 

gegebenen Bereichsdefinition die daselbst Z. 13 befindlichen Worte ,,welche 
x' vollstlindig einschliessen" zu ersetzen <lurch ,, we le he zusammen mit dem 
Rande des Einheitsquadrats l<-1 vollstlindig einschliessen". 

1) d. h. der Inhalt von y(m). y 
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1 {}(m) einen J inearen Jn ha.J t > - E uberdeckt, SO i s t  i (C(m)), d .  h .  der 
- 2m v 

, 1 
d x h lineare I n ha l t  von c,m; < -- E so ass man auf der Ac se v ' 2m-2 ' 

einen messbaren Ii nearen Berei<'h 'tl• mit einem In  ha! te < 4E = 2 -• 

best im men ka1 1 1 1 ,  auf  desse1 1  Komplement g, die Fun k t ion f (x) fur 

jedes x, i n  dessen bel ieb iger U mgebung es Ordinaten gibt, von denen [12] 
c' einen lineal'en l nha l t  Q 2'.: E u n d  c" einen l inearen In halt 1-Q • • 
uberdeckt ,  existiert und > c,>-E u n d  < Q + E i st, u 1 1d fur jedes x, 
in dessen bel iebiger U mgebung es Ordinaten gibt, von denen < einen 

l inearen I nhalt a �  E und c" einen l inearen Inhalt 1 -a liberdeckt, • 
fal ls sie existiert, < 2E ist .  

1 
Bestim men wir mith in ,  im Ein hei tsi ntervall der x, p = - = 2•+1 

2 E  
sich nicht  liberdeckende u n d  zusarnmen das Einheitsin terval l  ausflil-
lende endl iche Mengen a' , a", . . . a(pJ von x-In terval len , so dass in  

• • • 

der Ordinate eines beliebigen i 1 1 11ern Punktes von a(P.l, von c' ein y • 
l inearer l nhalt � 2 µE und  � 2 (ll-1) E uberdeckt wird ,  so existiert 
die Fu1 1k tion f (x) for µ � 2 in jedem Punkte des Durchschnittes 
von a�l und g, und besitzt daselbst einen zwischen b�l = (2 µ-3) E 

1 
und (2 ,,,, + 1 )  E = b(Pl + - gelegenen Wert, wahrend i n  einem be-

• 2• 

l iebigen Punkte des Durchschn i t tes von a: und g/ die Funkt ion j(x), 
1 

fal ls  sie existiert, < 4 E = 
2• ist, so <lass f (x) sich in der That als 

messbar erweist. 
S a t  z 2 .  J ede positiv unitiir besclirankte messbare Funktion ist 

summierbar. 
B e w  e i s. Auf Grund der Messbarkeitsdefini tion betrachten wir  im 

gesch lossene11 Einhei tsquadrat for die messbare Funktion f (:r) d ie 
Vereinigu1 1g 1' der Pun k te mit einer zu {I. gehorigen Abszisse, der 

l 
Pnnkte, deren A bszisse zu a'. geho1·t und  deren Ordinate < - ist, 

2• 

und der Punkte, die fli1· irgend ein µ 2'._ 2 eine  zu a�P) gehorige A bs-

zisse und eine zwischen b(P.l und b(P.l + _!___ l iegende Ordinate besitzen , y • 2· 

u11d best imme11 ei11e11 T en thaltenden ebenen rnessbaren Bereich y 
1 

mit ei nem Inhal te < --. Bezeichnen wir dann weiter mit  c' die 
2•-1 

Menge vo11 x-Quadraten, welche vo11 denjenigen Punkten, die fur 
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irgend em µ 2: 2 eine zu a�P. 1 gehorige A bszisse 1 1 1 1d eine 01·dinate 

_'.S b�P.) besi tzen , ausgefi.i l l t  wird und rn i t  c" d ie im E in ltei tsquadrat 

1.u c' komp lemen Htre Menge von x-Q11ad raten , so ist ein bel iebiger 
Punkt des Durchschni ttes von c' und dem Korn plemente h von y ein 
Punkt (g, y) mi t y < J @, waltrend ein bel iebiger P11 11 k t  des Dureh
schn i t tes von c" und It unmogl icb einen Punkt (� .  y) rnit y < J @  
darstel len kan n ,  womit f (x) sich ttls snmmierbar erwiesen bat. 

Die posit iv  uni tar besclt rankte Funk tion f soi l appro'1·imierbar heissen, 
wenn sich fiir jedes ganze nichtnegal i ve v im Ein heitR interval l  der 
X-Achse eine solche end l iche Anzald von messba1·en ansseren Grenz
species A' , A" ,  . . .  A(g,) ohne gemeinsame Punkte, deren lnhal te die v y y 
Summe 1 haben , und gv-1 solche endl iche Dualbri.iehe /", /"', . . . fCq,1 • 'J y y 
bestimmen }assen , dass die Funktion f fiir µ 2: 2 fi.ir ein beliebiges 

x von AtP.l existiert und einen zwischen f'"l nnd ftp.) + _.!._ geleg·enen y y .,, 2\; 
W ert besitzt, und fiir e in beliebiges x von A,', fal l s  sie existiert , 

1 
< - ist .  

2· 
S a t z  3. Jede positiv unitar beschrtinkte messbare Funktion ist 

approxim ie1·bar. 

B e w  e i s. Auf Gru nd del' Messbarkeitsdefin ition existieren fi.ir jedes 
ganze n ichtneg·at ive v i m  Einhei tsin tervall der X-Achse mv = 2v+L-1 
sich n icht i.iberdeckende und zusamrnen das Einhei tsin terval l  aus-

fiil lende endl iche Mengen a'v, a"v, . . . a�m) von x-In tervallen und ein 

solcher messbarer l inearer Bernich {1, m i t  einem lnbal te < ;, , <lass 

die Fun k tion f fi.i1· µ = 1 bzw . fi.ir 1 < 11 < mv bzw. fiir fl = mv 
fiir ein beliebiges x des Durchschn i t tes d\P.) von atP.J mit dem Kom-v y 

1 
p lemen te k, von /1v, fal ls  sie existiert ,  < � i s t ,  bzw. existiert und 

einen 

Wert 

(.t-1 fl + 1 
Wert > 

2v+l aber < 
2+1 besitzt, bzw. existiert und einen 

2·- 1 
> � aber _'.S 1 besi tzt . Wir betrachten n un d ie Funda-

mentalreihe F der messbaren Bereich komplemen te d'v, . . . .  d�mv) • 

di d(mv+l ) d' d(mv+2) d I d '  lb ' •+1 · . . . v+1 ' v+2. . . . "+2 ' . . . un zer egen iese e m mv 
Teilfundamentalreihen F 1 , F- 11, • • •  � (m,J , von denen jedes ,_ (p.J mit d�P.) 

anfangt und  des weiteren nur  solche d<a) en thal t , dass das ln terval l  T 
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(;T+
; , ;�;) i m  lnterval l (;+; , �!�) en t halten ist .  Weil die In-

halte der vereinigen den Bereichkom plemente der A n fangsse¥mente 
von F eine l imit iel'te Folge bilden (welche = 1 ist), so existiert n ac h  
Begriindung usw. ,  2. Tei I ,  S .  28 e i n e  i n  der  Verei n ig11 1 1g von F en thal 
tene messbare (nnd den lnhalt  1 besi tzende) aussere Greuzspecies 
- ' (p. ) ' (mv+1) ' (111,+2) ) • d (a) 1.:=: (e v, . . .  ev v , e ,+1 • . .  _ . e.+1 ' e v+2 • . . .  ev+2 , • . .  ' W O Je es eT 
eine i n  d(a) enthaltene messbare aussere G renzspecies darste l l t . Zerlegen T 
wir n u n  die Fnndamen talrnihe F 0 der messbaren ausseren Grenzspecies 
, (mu) ' (mu +1) , (mu+ 2) . 

I h T · i f  d e . , . . .  e, , e ·+· , . . .  e.+1 , e •+2 • • . .  e,+2 m m, so c e e1 un a-
mental t·eihen F . ' , . •  F;mv) ,  dass e:a) dan n n n d  nur dann zn F�P.) gehort, 
wenn d�·l zu ,. (µ) gehort, und bezeich n en wir die Vereinignng der Fnnda-

1 . h (p.) . A(p.' t I I  A '  A "  AC"' ) b .. 
rnenta re1 e F 0 m1t  , , so s e en ,, , , . . . • v mess are aussere 
Grenzspecies ohne gem einsame P u n k te dar, del'en Inhalte die Sum me 1 
h aben , wah 1·end die Funktion f for µ = 1 bzw. fiir 1 < µ < m. 
bzw. fur µ = m, for ein beliebiges x von ACP. ), falls sie exist iert, v 

1 µ-1 µ+1 
< - ist, bzw. exist iert u n d  einen Wert >. -

2 +
- aber < -+ be-2v v 1 2• 1 

1 
sitzt, bzw. existiert und einen Wert > 1 - 2"  aber � 1 besitzt. 

S a t z  4. Jede positiv unitiir besc!trankte appro:cirniubm·e Funktion 
ist mess bar. 

B e w  e i s . Auf Grund der A pproximierbarkei tsdefini tion existieren 
for jedes ganze n ichtnegati ve v im Ein heitsin terval l der X-Achse 
n, = 2'+1 - 1  mess bare aussere G1·enzspecies A ' , A ", . . .  A�qv l ohne • .., v 'II 

gemeinsame Punkte, deren Inhalte die Su m me 1 haben , so dass 
die Funk tion f fur µ = 1 bzw. for 1 < µ < g, bzw.  fiir µ = gv fiir 

1 
ein bel iebiges .v von A�l, fal ls sie exis tiert,  < 

2v ist, bzw. existiert 

d . w > 
µ

-
i 

d < 
µ+1 

b 
. t b . . d . 

un ernen ert 
2v+t n n  

2.+1 
es1tz , zw. ex1stJert n n  emen 

2• - 1  
Wert > -

2
- und :::; 1 besi tzt. Sei /clP.I for j edes µ ein solches in A(.") v v v 

enthaltenes messbares Bereichkomplemen t,  dass i (kCP.)) > i (A(P.l) -v v 
1 1 

3.qv
. 2v . Es lasst sich betrach ten als  D u rchschnitt einer einen Inhalt  

< i (kCP.)) + _!_ .  � besi tzenden end lichen Menge von x-I nterval len tCP., v 3gv 2v v 
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. 1 1 . 
mit dem Komplemente eines emen Inhalt < 3g� . 2, bes1tzenden 

messbaren Bereichs y�"'· Die Species derjenigen Punkte des Einheits

intervalls, die fur mehr als ein einziges µ zu �") gehoren, bildet 

1 1 
eine Menge von x-lntervallen u, mi t einem ln halte < 3 .  2, .  Durch 

Tilgung von u, geht aus jedem t�P.) eine Menge von x-lu tervallen s�I'-) 
hervor. D iese sCuJ g1·eife11 nich l ubereinander und der In halt der im v 
Einheitsintervall ZU e(s' ' s'', . . .  sC.'lv!) komplementiiren Menge von v v v 

2 1 
x-In tervallen w, besitzt einen l n hal t < 3 .  2, ,  so dass wir einen w, 

. . 2 1 
enthal tenden messbaren Bereich y, rmt emem ln halte < 3 .  2, be-

stimmen konnen . Setzen wir nun e (s' ' Wv ) = a' ;  s" = a" ;  . . .  s(q) = a(g) ; v � ii v v v 
15 (y" y' ,  y", . . .  y('lv)) = Jj" so ist fl, ein mess barer Bereich mit einem v v v 

1 
lnhalte < 2» wahrend fur µ = 1 bzw. for 1 < µ < g, bzw.  fur 

fl = g, fiir ein beliebiges x des Durchsch nittes von a�") mit dem 

Komplemente von i�v (weil dieses x zu k�l, also zu A�!') gehort) die 

1 
Funktion /, falls sie existiert, < 2v ist, bzw. existiert und einen Wert 

µ-1 µ+1 2v-1 
> 2v+i nnd < 2+1 besi tzt, bzw. existie1·t und einen Wert > � 
und � 1 besitzt, worn i t  f (x) sich als messbar e1·wiesen hat. 

Appro:vimierung einer positiv unitar beschrankten approximierbaren 
Funktion. Zu jedem der im obigen Beweise benutzten A�") gehort 

ein (fiir µ = 1 l inks geschlossenes, fur µ = gv rE\chts geschlossenes, 
fiirs Uebrige offenes) i-Intervall .1.(A�I')) , in welchem /(x) for dieses 

AC!') enthalten ist bzw. fal ls  sie existiert, enthalten ist. Jedes i(All'l) v v 
hat mit  hochstens fiinf  u n ter den ).(AC"+) )  gemeinsame Punkte. Die v 1 
hOchstens fiinf  Durchschnit te des en tsprechenden A�!') mit den ent-

sprechenden A"'+'·' stel l en in All') enthaltene messbare aussere Grenz-v 1 v 
species ohne gerneinsame P unkte dar, deren Inhaltssurnme gleich 
i(A<")) ist, u n d  aus denen sich drei in ACIL) enthaltene messbare aussere v v 
Grenzspecies ohne gemeinsame Punkte AC1Ll), A(1'2), AC.u3) herstellen v v y 
!assen ,  deren I n haltssumme gleich i(A�IL)) ist, u n d  for welche /(x) 

der Reihe n ach im l inken , im m ittleren und i m  recb ten ganz in 
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A�µ) liegenden ),+2-lnterval l enthalten ist, bzw.,  fal ls sie existiert, 
enthalten ist. 

In dieser Weis� defi nieren wir der Reihe  nach eine Fundamen tal-
rei he von messbare1 1  ausseren G1·enzspecies A)em ), wo rn eine bel iebige 
ganze positive  Zahl  11 1 1d  e111 eine Reihe  \'On rn Zi ffern 1 ,  2 oder 3 
bedeutet .  Hierbei sind stets A�e,,.l) , A (1e"'2! 1 1nd A�m3) elemen tefremd, 
s ind i n  A\em) enthal ten und besitzen ei 1 1e Inhal tssu mme gleich i (Ale111)). 
Zu jedem A�e111) gehort ein im Einh eitsintervall en thal tenes 1-lntervall 
ie111) = 1(A'�rn1) , das l i nks bzw. rech ts gesch lossen,  wenn sein l inker 
bzw. rechter Endpnn kt mit dem lin ken bzw. rechten Endpunkte des 
Einhei tsin tervalls zusammenfal l t , flirs Uebrige offen ist, und zwar stel len 
).(em1l , ;.(e1112), J..(e,,,3) bzw. ).ll), ).(2) , ).(3) der Reihe nach das l inke,  mittle 1·e 
u nd 1·ech te ganz i n  lem) l iegende ).m+2-ln tenall bzw. g·anz i m  Einheits
interval l I iegende 12-ln terval l dar. Fal ls  em wenigstens eine von 1 

verschiedene Ziffer enthal t ,  exist iert f (x) fu 1· jedes x von A�em) und  
besitzt einen zu  ).(eml gehor igen Wert, wahrend ,  wenn e,,. sich aus
sch l iess l ich aus Zi ffern 1 zusammensetzt, f(x) fiir jedes x von Ale111), 
fal ls  s ie exist iert, einen zu ).(em) gehorigen Wert besitzt .  Die zu einem 
besti m mten rn gehorigen Aieml besi t zen d ie  lnhaltssumme 1.  Bei  un
besch rankter Fortsetzung einer Ziffernreihe e111 braucht  der lnhalt 
von Aleml keineswegs gegen 0 zu konve1·gieren . 

Die unitar besdHankte Funktion .f soil messbar h eissen , wenn 
for jedes ganze n i chtnegati ve l'  im Einhei tsin tervall der X-Achse 
lv = 2v+2 - 1  sich nicht uberdeckende nnd zusam men das Einheits
i n tervall ausfiil lende end l iche Mengen a' , a", . . .  a ( l) von x-ln terval-v y y 
Jen und  ein solcher messbarnr l inearer Bereich flv mit einem Inhalte 

I 
< - bestim m t  werden konnen, dass die Funktion f fiir µ = 1 bzw. 

2y 
ftir µ = lv bzw. fill' 1 < µ < 2v+1 oder 2+1 < µ < lv bzw. flit· 
µ = 2+1 fii1· ein beliebiges x des Durchschnittes d(µ) von a(,u) mit y y 

dem Komplemente kv von �v existiert n n d  einen Wert > 
2v 

- 1 2v 
aber < 1 besitzt, bzw. existiert und einen Wert > -- 1 aber <

- 2v+ 1 - - � 
2v+1 _ µ - 1  

bet:iitzt, bzw. existiert und e inen Wert > aber 
2+1 
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2+1-µ+1 
< besitzt, bzw. fal ls  sie existiert, einen zwischen 

2+1 

1 I 
- -- und -- gelegene11 Wert besi tzt. 

2+1 2•+1 

Die 1 1ni ta1· beschrankte Fnnk tion f soi l  sum mierbar heissen,  wenn 
ihre Jntegralspecies S, d .  h .  d ie  von den Punkten (s, y) des gesch los
senen Einh eitsdoppelquadrates (0 'S x � 1 ,  - 1 � y � 1), fih' welche 
f' m > y• nnd yf (§.) � 0, gebi ldete ebene P u n ktspecies messbar 
ist. Hierzu ist notwendig und  hinreichend ,  dass sowohl die 
Species s+ de1· Punkte (g, y), for welche I m � 0 und 0 � y < I (.;), 
wie <lie Species S-- der Punkte (§, y), fur welche f (s) � 0 und 
0 � y > / @ ,  rnessbar ist. Unte1· dem lntegrril der nn i tar be
sch1·ank ten summierbaren Funktion f verstehen wir die Di fferenz 
de1· I nhalte von S+ und S- . 

S a  t z 5 .  J ede unitar besclirdnkte summierbare Funktion ist mess bar. 

E r s t  e r  B e w e i s . Sei v eine bel iebige ganze n ich tnegati ve Zah l und 
E = 2-•-2• A lsdann bestehen auf Grund der Defi nition der Summier
barkeit  for die surn mierbare Funktion f (.v) zwei solche sich 
n icht  uberdeckende nnd zusammen das Ein heitsdoppelquadrat aus
fiHlende endl iche Mengen c' unrl c" von x-Quadraten nnd ein solcher v v 
messbarer ebene1· Bereich y, mit einem In halte <E', dass for eine1 1  
beliebigen Puukt  (.v, y) des Durchschn i t tes 1/ von c1  mit dem Korn-, v v 
plemente h, von y, die  Funktion f (x) existiert und .f ' (x) > y' und  
y f (.x) � 0 ,  u nd fur einen beliebigen P 1rnkt  (m, y) des Durchschn i ttes 
1J� von < mit h., fal l s  f (x) existiert und y f (.x) � 0, notwendig 
.f• (x) � y• sein m uss. 

Definieren wir {}(m) und ((ml wie im Beweise von Satz 1 ,  so ist v v 
1 

wieder i (C!111 l) < -- E so dass man anf der X-Achse einen mess-" 2m-2  ' 

baren linearen Bereieh 1J, mit einem Inhalte < 4E = 2-• best immen 
kan n ,  auf dessen Komplement g, die Funktion f (x) for jedes x, in 
<lessen bel iebiger U mgebung es Ordinaten gibt ,  von den en c' oberhalb v 
bzw. n n terhalb der X-Achse einen linearen Inhal t (> > E nnd c" ober-- v 
halb bzw .  u n te1·hal b  der X-Achse einen linearen Inhal t  1-Q uber
deckt, existiert und einen zwischen Q -E nnd  Q+E bzw.  zwischen 
-Q-E und -Q+E gelegenen Wert besitzt und flir jedes x, i n  <lessen 
beliebiger U mgebung es Ord inaten gibt, von den en c' oberhalb der v 
X-Achse einen l inearen Inhalt  a1 � E und  u n terhalb der X-Achse 
e inen linearen I n ha l t  a, < E und c" oberhal b der X-Achse einen -- v 

linearen lnhalt  1-a1 und un terhalb der X-Acbse einen l inearen lnhal t  
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1 -a, uberderkt,  fal ls  sie existiert, e inen zwischen - 2E und 2E 
gelegenen Wert besitzt. 

1 
Bestimmen wir  mi th in ,  im Einheitsin terval l  der  J:, p = - -1 =2+2 - 1  

E 
sich nicht iiberdeckende und znsammen das Einheitsin tervall aus
fiillende endliche Mengen a�, a; , . . .  a�P) vo11 x-In ten'al len,  so dass 
fiir µ = 1 bzw. flir µ = p bzw. for 1 < fl <  2+1 bzw. fiir 2+1 < µ <  p 
bzw. fiir µ = 2+1 i n  der Ord inate eines bel iebigen innern Pnnktes 
,·on a(!') von c' oberhalb  der X-Achse ein l i nearer In hal t  > 1 -3i; 

v v �-

bzw .  u nterhalb der X-Achse e in l inearer l n halt � J -3i; bzw . ober
halb der X-Achse ein l inearer lnhalt  � 1 - (2µ+1)E 11n d  � 1 -(2µ-1)i; 
bzw. unterhalb der X-Achse ein linearer In hal t  2'. (2µ-1) E-1 nnd  
S (2µ+1) E-1 bzw.  sowoh l  oberhalb w ie  unterhalb der X-Achse 
ein l inearer In halt S E  uberdeckt wird , so existiert die Funktion /(x) 
fur µ � 2+1 i n  jedem Punkte des Durchschnittes von al_;) und ,q" 
und besi tzt daselbst for µ = 1 bzw. fiir µ = p bzw. for 1 < ft < 2+1 
oder 2"+1 < µ < p einen Wert > t -4E aber S 1 ,  bzw.  � -1 abe1· 
< - t +4E, bzw. > 1-2 (µ +1)E aber < 1 -2 (µ- l )E, Wahrend fiir 
µ = 2•+1 i n  einem beliebigen Punkte des Durchschnittes von a(P.) v 
und g(v) ,  die Funktion f (x), fal l s  sie existiert, einen zwischen -2E 
und 2i; gelegenen Wert besitzt, worn it for die Funktion f (.:v) die 
Messbarkeitsbedingungen erful l t  sind. 

Z w e  i t  e r  B e w  e i s. U nter der oberen bzw .  unteren Nebenfunktion 
fan (x) bzw.  fun (x) einer F nnktion f (x) wollen wit- die Funk tion 
verstehen, die ausschliesl ich for d i ejenigen x existie1·t und = f (x) 
ist, for welche f (x) einen Wert 2'.. 0 bzw . einen Wert � 0 besitzt. 
Alsdann ist S <fa,. (x)) = s+ (j (a:)) und S (J�n (x)) = s- (f (x)), so dass 
die Sum rnierbarkei t  von f (x) die  Summierbarkeit der positi v uni tar 
beschrankten Funktion fan (x) sowie der negativ u nitar beschrankten 
Funktion /m1 (x) nach sich zieht .  Nach Satz 1 sind also die zur 
summierbare11 Funktion f (x) gehorigen Funktionen fori (x) und fu11 (x) 
mess bar. 

Auf Grund der Messbarkeit von j�11 (x) konnen wir fii1· jedes ganze 
nichtnegative v im Einheitsintervall der X-Achse q = 2+1 sich nicht 
uberdeckende und zusammen das Einhei ts in terval l ausf'u l lende end
liche Mengen u' , u" , . . .  u(q) von x-In terval len nnd einen solcheu y y y 

1 
messbaren l i nearen Bereich Yv mit einem Inhal te < 

2+1 
bestimmen , 

dass d ie  Fnnktion j�11 (x) for a =  1 bzw. fii1· 1 < a <  q bzw. fur 
<J = q for ein beliebiges x des Durchsehn ittes von u�a) mit dem 
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2v-1 
Komplemente von y, existiert nnd  einen Wert > � aber ::; 1 

2+1-µ-1 2+1-µ+ 1 
besitzt, bzw. existiel'I und zwischen 

2v+l und 
2+1 

1 
liegt, bzw. falls sie existiert, < 

2v+l ist .  

Ebenso konnen wit' auf Grund der Messbarkeit. von fun (x) im 
Einheitsi 11 te1·vall der X-Achse q sich n icht  iiberdeckende und zusammen 
das Einheitsintervall ausftillende end li<'he Mengen v(g), v(g+1 i ,  . . . v(2g-1l v v v 
von x- Cntervallen und einen sokhen messbaren linearen Bereich llv 

1 
mit einem Inhttlte < 

2v+l bestimme11 ,  dass die Fnnktion fun (x) ftir 

a = 2q-1 bzw. ftir q < o < 2q-1 bzw . ftir a = q ftir ein beliebiges 
.x des Durchschnittes von v�u) rnit dem Komplemente vo11 lJ, existiert 

-2· +1 
nnd einen Wert � -1 aber < 

2v besitzt, bzw. existiert und 

2+1-u-1 2+1-µ+1 zwischen 
2,�1 

un<l 
2v+l l iegt ,  bzw. fal ls sie existiert, 

1 
> - 2+1 

ist. 

Setzen wir n u n  e (Yv ,  't'/v ) = ;Jv , u(u) = a(a) f'iir 1 � o � q-1 und v v 1'(v�a), u�ql) = a�u) ftir q ::;  o ::;  2q-1 , so ist �v ein messbarer l inearer 

1 
Bereich mit einem Inhalte < - , wahrend die Funktion f (x) fiir 

2v 

µ = 1  bzw. for µ = 2q-1 bzw. for 1 < ti < q  oder q < µ < 2q-1 
bzw. ftir µ = q for ein bel iebiges x des D urchschnittes von a(P.) mit v 

2'-1 
dem Komplemente von iJv existiert und ei11en Wert > -- aber 

2• 

::; 1 besitzt, bzw.  existiert und einen Wert > - 1  aber < 
_2v + 1 

-
2· 

2+1-µ-1 2v+1-µ+ 1 
besitzt, bzw. existie1·t und zwischen 

2+1 
und 

2+1 

l iegt, bzw. fal ls  sie existiert , zwischen - 1+ und 
1
+ liegt. Die 

2v 1 2• 1 
Funkt ion f (x) geniigt somit  de1· Messbarkeitsdefini tion . 

S a t z  6 .  Jede unitar beschrankte messbare Funktion ist swnmierba.r. 
B e w  e i s. Analog wie ftir Satz 2 .  

Die unitar besch 1·ankte Funktion f sol! approximierbar heissen, 
wenn fiir jedes ganze n ichtnegative l' i m  Einheitsintervall <ler X-
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. ' " (I ) Achse l" = 2v+2-1 messbar·e aussere Grenzsµec1es A", A " ,  . . .  A" " ohne 
gemeinsame Punktfl mit  der l nhaltssumme 1 best immt  werden 
konnen, dass die Fnnktion f fii 1· tt = 1  bzw. fii1· µ = l" hzw. fiir 
1 < µ < 2"+1 oder 2+1 < p < l" bzw. ftir fl = 2+1 fur ein be liebiges 

2"-1 x von A(µ) existiert und einen W ert  > -
2
- aber -::;. 1 besitzt, bzw. y y 

. . d . 
w > 1 b <

-2" +1 
b ' t  b 

. .  t ex1st1ert nn eme11 ert _ - ·  a er 
2" es1 zt ,  zw.  ex1st10r 

2+1-µ--1 2+1-r,+ 1  
und zwischen 

2+1 
nnd 

2,+1 
l iegt, bzw. falls sie existiert, 

1 1 
zwischen - -+ n n d  -+ l iegt .  

2 "  l 2" 1 
S a t z  7 .  Jede unitar beschrankte messbrire Funktion ist approxz

mim·bar. 
B e w  e i s. 
S a t z  8. 

messbar. 

Analog wie ftir Satz 3. 
Jede unitar besch1·ankte approrcimie1·bare Funktion ist 

B e w  e i s. Analog w1e fur Satz 4. 

Approxirn ierung einer unita1· besc!trankten appro.vimierbaren Funktion. 
A nalog wie oben fiir eine posi t iv u n i tar heschrankte approxi mierbare 
B'unktion konnen w ir jetzt fur eine nnitar beschrank te approximierbare 
Funktion f (x) der Reihe n ach eine Fu11damental t·eihe  von messbaren 
ansseren Grenzspecies A�eml detinieren , wo m eine  beliebige ganze 
positive Zahl nnd e111 eine Reihe  \'On m Ziffern 1 , 2 oder 3 be-

deutet. Hierbei sind stets A'e11111 A(em21 nnd A(e,,.3) elementefremd 0 , . 0 0 , 

sind in A;em) enthal ten und be8itzen eine Inbal tssumme gleich 
i (A�e111\ Zn jedem A�emJ gehort ein im Einheitsdoppel intervall  ent
haltenes l-In tervall ). (em) = ). ( A�e,,.\ das l inks bzw. rechts gesch los-
1<en, wenn sein l inker bzw. rechter Endpunk t  mil dem l inken bzw. 
rechten Endpunkte des Ei1 1 hei tsdoppelin tervalls znsammenfal l t ,  furs 
Uebrige offen ist ,  und zwar stel len ;.Ceml; , ie1112) , ;.<e1113) bzw. ;.'11 , ;.(21, 

l(3) der  Reihe  nach das rechte, m i t tlere und l i nke ganz in Atem) 
liegende }, 111+1-lntervall bzw. ganz i m  Einheitsdoppelin tervall liegende 
A1-Interrnll dar. Fal l s  e111 wenigstens eine von 2 versch iedene Ziffer 
en thalt, existiert f (x) fiir jedes x von A�em) und besitzt  einen zu ).(em) 
gehorigen Wert, wahrend , werm e,11 sicb ausscb l iesslich aus Ziffern 
2 zusarnmensetzt, f(x) for jedes .r von A�em) , fal l s  sie existiert, einen 
zu le111) geho1·ig·en Wert besitzt .  Die zu einem bestimmten m geho-
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rigen A�em) haben die lnhal tssu rn m e  I .  Bei unbeschrankter Fortset
zung einer Ziffernreihe  em brauch t  der l nha l t  von A �em) keineswegs 
gegen Nul l  zu kon vergieren . 

S a t z 9. W1mn fur eine unitii.r beschriinkte approxirnierbare Funk
tion f die in de1· Appro,r:i111ie1·barkeitsde.finit£on auft1·etende aussere 
Grenzspecies A ',. fur ii :qend ein n einen fnlwlt d > 0 besitzt, wenri 
aber /Ur fl > 1 und v > r der lnhalt von A�,v.) jedesmal dann ver-

schwindet, wenn die nach der Approxirnierbarkeitsdefinition zu A'n 
und A�µ) ,qehorigen Wertintervalle von f iibereinander greifen, dann 

ist die Species derjenigen x, fur die f (x) = 1 ,  messbar und besitz 1 
den Inhalt d. 

B e w e i s. Folgt unrn it telbar aus der obigen Approxirnierungskon
st ruk ti on. 

Im allgemeinen braucht for eine nn i tiil' besch l'ankte appro:x imiel'
bare Funktion f die Species de1'jenigen x, for die f (x) einen be
st.irnmten Wert c besi tzt, keineswegs rnessbar zu sein .  

S a t z  'I 0 .  Zu jeder unitar beschrankten ap;mu:imierbm·en Funktion 
f existiert eine unitfir bescltra11kte approrcirnierbare Funktion <f' mit 
derselben lntegralspecies uud demselben lizte,qml, welche auf einer 
messbm·en Punktspecies des lnltaltes 1 dejiriiert ist und Ub!'rall etcistiert, 
wo f existiert. 

B e w  e i s . Bezeichnen wir die Verein igung der bei de1· obigen Ap
prnximiel'nngskonstruktion vo11 f zu ei nem bes t irnmten rn geborigen 
A�em) m i t  B111, so ist B = 1) ( B" B., . . . ) e ine mess bare Punktspecies 
des Inhal t es 1 ,  jedem Pnnkte :1; von welcher eine n n begrenzt fort
gesetzte, gegen einen Pnnkt tp (x) des Einhe i tsdoppelinterval les kon
vergierende Schachte lung von 1.-I n terval len zugeol'dnet ist. Ordne11 
w i r  mithin e inern beliebigen x nic l t t nm· jedes A.-lnterval l zn, das 
ein als existierend bekanntes f (i:) enthalt  (du reh welche Znordnung 
f bestimmt is t ) ,  so11dem aucb jedes den N1 i l l punkt  en tl ialtende In
terval l ,  in  dem f (x) , fal ls s ie existiert, en thal ten ist ,  so ist die i 1 1  
d ieser Weise defin ierte Funktion 'P (x) (d ie  offen bar diesel be I ntegral
species und dasselbe In tegral wie f (x) besi tz t) ,  wei l  sie for jedes x, 
wo tp (x) existiert, ebenfal l s  existiert, auf einer messharen Punkt
species des Inhal tes 1 definiert , und gentigt mithin den vorgeschrie
beneu Hedin gun gen . 

Fur eine reel le Funktion haben w11· im obigen n n r  endl ir.he  reelle 
Werte zugelassen . Lassen wir tiberdie8 die W erte + oo und - oo 
als Funktionswerte zu,  so werden wir von einer in/initiiren Funktion 

[13] oder kurz von einer I-Funktion sprechen . 
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Eine bel iebige Funktion oder l-Funktion soil messbar bzw. ap
pro.ximierbar heissen, wenn sie <lurch die , ,unitar besclirankende 
Transformation" (:l'1 = .1: ; I y '  I = 1 - e- 1 ¥ 1  ; y y '  2'_ 0) i n  eine  mess
bare bzw. approximierbare unitar heschrankte Funktion tibergeht . 

Sat z  1 1 .  Jede messba1'e Funktion odeJ' 1-Funktion ist approximierbar. 
B e w e i s. Folgt unmi ttel bar aus Satz 7 .  
S a t z  1 2 .  Jede approximierbare Funktion oder I-Funktion ist messbar. 
B e w  e i s. Folgt nnmittelbar aus Satz 8.  

Wir werden sagen , dass d i e  F undamen talreihe F von Funktionen 
oder J-Funktionen /l J /, , . . . luckenlos konver,qie1·t gegen die (als 
Grenzfunktion von F zu bezeichnende) Funktion oder J-J:i,unktion /, 
wenn nach Ausftihrung der n ni tar  beschrankenden Transformation 
for einen bel iebigen Punktkern x eine1· gewissen messbaren Punkt
species Q des Inhaltes 1 und fti1· beliebig vorgegebenes posi t ives E 
eine solche positive ganze Zahl rn (E, .?:) best immt werden kan n ,  dass 
/11 (x) -f (.v) for n 2'_ rn (E, .'V) existiert und dem absoluten Werte nach 
< E ist .  

S a t z  13 . .J ede Grenzfunktion f einer Fundamentalreilie F von mess
baren 1-Funktionen /1 , f,, . . .  ist messbar. 

B e w  e i s. Wir d iil'fen Etnneh men , dass Q eine konsolidierte messbare 
aussere Grenzspecies -S (k' ,  k'', . . . ) ist, wo jedes k'") eine mess bare 
Abschliessung einer katalogisierten Punktspecies darstellt, also mit  
einer fin i ten Punktmenge zusammenfal lt .  Auch diirfen  wir anneh
men, dass i (kC") ) > 1 -2--' - 1 . Fur ein bel iebiges v konnen wir n un ein 
solches n, bestimmen , dass nach A u sf'iihrung der un i Uit· beschrankenden 
Transformation /n (.v) -f (.x) fiir n 2'_ n, fiir jedes .x von k'') existiert und 
dem absolu ten Werte nacb < 2 -v-2 ist. Bestimmen wir n un weiter 
ein e  solche endl iche Anzah l von in endl icher En tfern ung voneinande1· 
liegenden messharen Bere ichkom plementen r(, d�' ,  . . . d�mv) mit einer 
Inhaltssumme > 1 - 2 _, __ 1 und m, solche  endliche Dualbriiche 
b�, b� • . . .  b�m), dass /,,, (x) fiir jedes .x von d�·l, wo es existiert., zwischen 
b(I') - 2-v-2 und b(P) + 2 - " 2 l iegt, und setzen wir  1) (k"' d(P.)) = alP.J, 

\I \I \I \I 

so bilden die a�P.) in endl icher Entfernung voneinander liegende 
messbare Bereichkomplemente mit einer Inhal tssumme > 1-2-v, 
und mit der Eigenschaft ,  dass ftir ein beliebiges ;r eines a(P.) sowohl 

y f,,, (x) wie f (a:) ex i s tier t  und  /,," (:c) eineu zwischen b�P.) -2->-2 nnd 

b�P.) + 2-,-2  gelegenen , mi thin f (:1!) einen zwischen b�P.J - 2-v-1 und 
b�P.) + 2-' -1 gelegenen Wert besi tzt , womit die Messbarkeit von f 

bewiesen ist. 
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Wir werden sagen,  dass die Fundamentalreihe  r von I-Funktionen 

fl ' f, , . . .  luckenlos nach oben konvergie1·t gegen die (als obere Grenz
funh:tion von F zu bezeichnende) I-Funktion .f, wenn nach Ausfoh
rung der uni tar besch rankenden Transformation for einen beliebigen 
Punktkern .x einer gewissen messbaren Punktspecies Q des Inhaltes 
1 und fur beliebig vorgegebenes positi ves " eine solche posit ive ganze 
Zah l m (i:, x) , <lass }n (:v) - f {x) for ein beliebiges n � m (E, .x) existiert 
u nd <" ist ,  und for jedes n ein solches p > n, <lass fp (x) > f (x) - "· 
bestimmt  werden konnen.  

S a t z  1 4. J ede obere G1·enzfunktion f einer Fundamenta lrei!te F von 
messbaren I� Funktionen JP f,, . . . ist messbar. 

B e w e i s. W erm wir kC•) und n, analog wie im  Beweise von Satz 
13  definieren u nd for .v 2: n, unter 11, fs (x) eine l-Funktion verstehen , 

die for ein beliebiges x von kC•) den Maxi malwert von /,,, (x) , 

f,1,+1 (x) ,  . . .  fs (x) und for ein beliebiges x von C (kC•> ) den Wert 0 
besitzt, so ist auch jedes nJ� (xi eine mess bare 1-Funktion , und die 

Fu ndarnentalreihe  ,,, f,,, + 1 (x), ,., Jn, + 2  (x) , . . . . kon vergiert l iickenlos 

gegen eine Grenzfunktion <p, (.x), die nach Satz 13 gleichfalls messbar 
ist . Die Fundamentalrei l i e  <p1 (x), rp1 (x), . . .  konvergiert aber ihrerseits 
liicken los gegen J (x), womit wiederurn nach Satz 13 auch von f(x) 

[14] die Messba1·keit erwiesen ist. 
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� 3 .  

VOLLSTANDIG DERIVJERBA RE FUNKTIONEN. 

Eine voile Funktion f heisst rechts oben derivierbar, wenn der 
. f (x + h) -f (x) 

rechte Inkrementquotient D (x, h) = 
h 

-- (h >O) fiir gegen 

0 konvergierendes h eine (als obere rec!tte Derivierte von .f zu be

zeichnende) obe1·e Grenzfunktion D+ (x) besitzt, d .  h. wenn ,  nachdem 

man sowohl die D (x, It) wie D+ C:v) der unitar beschrankenden 
Transformation un terzogen hat, for einen beliebigen Punkt.kern x 
einer gewissen messbaren Punktspecies Q des Inhaltes 1 u nd for 
beliebig vo1·gegebenes positives E ein solches posi t ives 11 (E, x), dass 

D (x, h) - D+ (x) for ein beliebiges h :'S 11 (E, x) existiert und < E ist, 

u nd fiir jedes It ein solc hes t < It, dass D (x, t)- D+(x) existiert und 
> - E ist ,  bestimmt  werden konnen .  

S a t  z 1 .  Die obere 1'ec!tte Derivierte einer recltts oben derivierbm·en 
vollen Funktion f ist messbm·. 
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B e w e i s . Wei l for 0 S x .'.S 1  1 1 n d  O < a < h < b < 1  der rech te 
ln kremen tquotient  D (x, h) e i n e  gleic/imiiss�q stetige F u n ktion von x u n d  
h darste l l t, s o  lasst si l'h z u  e iner bel i ebig vorgegehenen gegen 0 kon
vergierenden F u n damen ta lrei be  von posit i \'en Zah len E i >  ,,, ,  • . •  e i n e  
so lche gegen 0 kon vergierende abnehmende Fu ndamen talreihe v o n  
posi tiven Zahlen hl ' h , ,  . . .  besti m men , dass ID (x, h)  - D (.r, !q i <E11 
fur 0 S x S 1 u n d  ltn � h � h11+i .  so <lass D+ (x) sich als obere G renz
fu u k tion der Fundarnen tal reihe D (x, hi ) ,  D (x, h,), . . . herausstel l t  
u n d  som i t  n ach 9 2 ,  Satz 14  messbar ist .  

In  analoger Weise defini eren wir die untere rechte bzw . obere 
Zinke hzw .  untue lin!ce Derivierte D+ bzw . n- bzw. D_ einer 
1·echts unten bzw . lin!c.� oben bzw .  links unten derivierbaren vol len 
F u n k t i o n .  A l le diese Deriv ierten s ind m essbare F un ktionen . Volle 
Fun ktionen,  d i e  gle ichzei t ig rnchts  oben , rec h t s  un ten , l i n k s  o ben 
und l inks u n ten deriv ierhar s ind,  he issen vollstandig del'ivierbar. 

App1·oximierung de1· De1·ivierten einer vollstand�q derivierbaren 
J?unktion. M i t tels  des schon i m  � 2 bei der Appro x imiernng un i tar 
besch ran kter appro x i mierbarer F 11 1 1 k t. ionen angewand ten Verfahrens 
!assen sich fti r eine vol ls tandig derivierbarn Fu n k  l ion der Rei h e  n ach 
(al s  T-Species zn bezeichnende) l i n eare messbare aussere Grenzspecies 

� :m a)) A cC:m)) besti m men,  wo die m"' bel iebi ge ganze positive Zahl en und m4 m� em ein e  Rei he von 111"' Ziffem 1 ,  2 oder 3 bedeutet.  Bezeichnen wir "' 
li ierhei m i t  "T1 , "T• '  "T ' die Species, die ans der Species T erhal ten 
werden , i n dem w i r  das m"' von T der Rei h e  n ach d u rch m"l , m"2 , 
m"'3 e1·setzen , so s i n d  s t ets "T' , "T' und ,:r, elemen tefremd,  s ind in 
T enthal ten und h aben eine ln h al tssu mme gleich £ (r). Z u  jedem T 

gehore n  v i er i m  Ein hei tsdoppe l i 1 1 terval l  enthal te11 e  l-l nterval le A("1111> , /•m,) , ;.C•ma )  1 1 n d  /•m4 > ,  die  l inks bzw. rech ts gesch l ossen,  werm i lt r  
l in ker bzw . rechter E11d punkt m i t  d e m  l i n ke11  bzw. rech ten End
p u n k t  des E i n heitsdoppel interval l s  zusammenfal l t ,  fors Uebrige offen 

sind ,  u n d  zwar stel len ;_(•m,, l) , ;_(•111" 2l , /"111« 3) bzw.  ;Jll , ).C2), ).(3) der 
Reih e  n ach das rech te, m i t tlei·e u n d  l i n k e  ganz in ;,(•,,.,, ) l iegend e  

).111"'+1-ln terv al l  b z w .  gan z im Ei1 1hei tsdoppel i n tervall l iegende l, -In terval l 

dar. Fiir jedes .:r von T existieren n+ (x) , D+ (x) , ])-- (x) und ])_ (.1�) 

und besitzen nach Ausfohru ng der n nitar besch rankenden Trans
formation der Rei h e  nach einen zu :/"1111 ) ,  einen zn ./•m,) , einen zu 
i"m2l und einen zu }.(e,,,4 ) geho1·igen Wert . Sind m11 rn2 ,  m8 und m4 
vorgegeben , so besi tzen d ie versch i edenen zu d i esen v i er Zahlen ge
horigen T die  I n haltss n m me 1 .  W e n n  w i r d i e Verei1 1 igung de1jenige n  
r ,  fii1· d i e  m1 = rn, = rn, = m. = n ,  mit Xn bezei ch n e n ,  s o  ist anch 
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x = D (x1 . x, , x1 , • • •  ) ei ne messbare P u n k tspecies des ln hal tes 1 .  
S a t z  2 .  Eine auf de1· X-Aclise liegende messbare konsolidierte 

aussere Grenzspecies ,_- , fur welche von der vollstiindig derivierharen 
Funktion f, v+ im bescliriinkten /nte1·vall a, D_ im beschrtinkten 
Interval! � entlw lten ist, besitzt den lnlzr dt 0, wenn das geyc!tlossene 
lntervall cc in seinem ,qanzen rechts vom qesch lossenen Interval! � 
gelegen isl. 

B e w  e i s. Sei h der l inke, s der rech te End p n 11 k t  ''on a, r der l i n ke, 
k der rech te E n d p u n k t  von {:J, sei b ein e  so l<'he posi ti ve Grosse, 
<lass (1 -2E) k + 2E s < (1- 2E) It +  2i :r f'iir l' < b, und neh men wir 
einen Augen b l ic k an , dass der l n h al t. von F posi tiv sei . Dann konnen 
wi r  in F eine solche n i rgends dichte messbare Absch l iessung C einer 

katalogisierten Pun ktspecies bestim men , dass, wen n wir  den Abstand 
zwischen dem l in ken End pnnk te A und dem rechten Endpunk te 

B von C mit  a bezeichnen,  i (l;) = a  Cl -c) , wo c < b, und dass in 
einem be l iebigen P u n k te rnn C der l'echte bzw .  der l i n ke Inkre
mentquotie n t  von f for l nkremente, welche dem absoln ten Werte 
nach .:S ac sind , einen nicht rec b ts von H bzw. einen nicbt  l inks 
von {:J gelegenen Wert besitzt .  Seien C und D zwei solche zwiscben 
A und B gelegene Punkte, <lass die Abstande CB und A D  gleich 
ac sind , und sei '>J e i ne solcbe posi tive Grosse < ac, dass in einem 

bel iebigen P u nk te von l; sowoh l e in  zwischen 11 und ac liegendes 

rechtes I nk rernen t ,  das f'Ur f ein iu H e 1 1 thal tenes I nkrement.verhaltnis 
l iefert, wie ein dem abso luten Werle 1 1aeh zwisehen 11 u n d  ac l iege1 1 -

des l in kes I nkrement, <las for f P-in i n  ;J en thal tenes Inkremen tver
haltnis liefert, hestim m t  werden konnen . 

Wir bestim men n un auf der X-Achse eine von l inks nach rechts 
laufende Punktreihe A l '  A , ,  . . . Am i n  fo lgender Weise : A 1  w i rd 

i n  A gewah l t ; A 2  in e n d l icher E n t fern u ng von l; so dass der A b
stand A 1  A 2  zw i schen '>J u n d  ac l iegt und der zu A 1  A,  geho 1·ige 

rech te In kremen tqnotien t von .f in a en t hal te11 ist ; A ,  im ersten 
rechts von A .  gel egene 1 1  Pun k  t vo1 1 � ;  A 4 in end l irher En t.fer1 1 11ng 
von l; so dass der Abstand A1 A 4  zwischen 11 und ac l iegt und der 
zu A3 A4 gehorige rech te I nk remen t.quot ien t von f i n  a enthalten 
ist ; usw . In d ieser W eise fortfahrend ,  gelangen wir zn einem 
zwischen C und B l iegenden P u n k t  Am 1 ,  worauf A111 in B 
gewah l t wird . M i ttels der zu den verschiedenen A v  A+1 ge
horigen Inkremen tquotienten fin d en w i r  f'iir das zu A 1  A,,. , d . h .  z11 

a (1-2c) li+2ac1· 
AB gehOrige In kremen tverhal tnis  einen W ert > ------a 
= (1 -2c) It + 2c1'. 

Sodann bes t im men wn· auf der X-Aehse eine von rech ts nach 
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l i nks l aufende Punktreihe BP B,, . . .  B1, i n  folgende1· Weise : w1r 
wahlen B1 in  B ;  B, in  end l icher E n f fernnng von C so dass der 
Abstand B1 B, zwiscben 11 und ac l iegt und das zu B1 B, gehorige 
l inke I nkremen tverhal tnis von f in � enthal ten ist ; B1 im ersten 
l inks van B, gelegenen Pun k t  von C ;  B. in endl icher E n tfernung 
\'On C so dass der Abstand B, B4 zvdsclten 11 und ac l iegt nnd d as 
zn B, B4 gehorige l i nke Inkrementverha l tn is von f i n  tl enthalten 
ist ; usw. In dieser Weise fortfahrend ,  gelangen wi r' zu einem zwi
schen D nnd A l iegenden Punk t  B1,� 1 , worauf B1, in A gewah l t  
wird . Mitte l s  der zn den versch iedenen B, B+1 gehorigell I n ki-e
men tquotienten finden w i r  jetzt for das zu B1 Bµ, d .  h. zu BA 

. a (1- 2c) k + 2 ac s 
gehorige I nkremen tverhal f 1 1 i s  e1 11e1 1  Wert < ----··----- = 

a 
= (1 -2c) k + 2c s, was elem Resu l tate des vorige11 Absatzes wider
spricht .  Unsere Annahme beziigl ich F hat sich mith i n  als unslatthaft 
erw iesen ,  und der lnhal t  YOH F muss notwendig = 0 sei n .  

S a  I z 3 .  Eine m�l der X-Aclise lie,qende messbare konsolidierte 
iiussere G1·enzspecies F ,  fiir welche von der vol1stand(q derivierbaren 

Funktion /, D+ = + oo wul D_ irn beschrankten lntervall t'l enthalten 
ist, besitzt den lnluilt 0. 

B e w  e i s. Sei r der linke Endpunk t  von 1'1, und  nehmen wir einen 
Augen bl ick an , dass cler l n halt  von r posit iv  sei. Dann konnen wi1· 
in F eine solche n i l'gends  dichte m essbare Absch l iessung C einer 
katalogisiel'ten Punktspecies bestim rnen , d ass, we 1 1n  w i 1· den Abstand 
zwischen de11 1  l inke11 Endpunkte A 1 1 1 1d dem rech ten Endpunk te  B 

I 
von C mi t  a bezeichnen,  i (C) = a  (1 -c), wo c < -, und d ass in  

2 

eit1em beliebigen P u nkte von C der l i nke Inkremen tquotien t von f 
fiir Inkremente, welche dem abso lu ten  Werte nach :S ac s ind ,  ei ne11 
n icht  l inks von � gelegenen Wert besi tzt. Sei q der In kremen tq uotient 
von f tiber A B  und t e ine solehe Grosse > I ',  d ass (1-2c) t + 2c1· > q. 
Sei C ein solcher zwische1 1  A nnd B gelegener Punkt, dass der 
Abstand CB gleicb ac i s t ,  und sei 11 eine solche posi t ive Grosse < ac, 
dass in einem beliebigen Pnnk te von C ein zwischen 11 unrl ac l i egendes 
rech tes l nkrement, das fi.i r .f ein l nk remen tverhaltnis > t l iefert, 
hes t immt werden kan n .  

Wir bestimmen n u n  anf  d e r  X-Achse eine \'On l i n k s  nach rechts  
laufende Pnnktrei he A P A,,  . . .  A,,. in folgender W eise : A 1 wird in  
A gewah l t ; A, i n  endlicher En tfernung von C so  dass der  Abs tand 
A 1  A, zwischen 11 und  ac l iegt und der 7.U A 1  A ,  gehorige 1·ech te 
lnkrementq uotien t von f grosse1· als t ist ; A ,  i m  ers ten rechts  von 
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A,  gelegenen Punkte von C ;  A4 in  endlicher Entfernung von C so 
dass der A bstand A1  A4 zwischen 't/ und ac l iegt und der zu A1 A4 
gehorige rech te Jnkremen tquotien t von J grosser als t ist ; usw. 
In dieser Weise fortfahre1 1d ,  gelangen wir zn einem zwischen C 11nd 
B liegenden Pun kt A111 _ _  1 ,  woranf A,,, in  B gewahl t  wird. Alsdann 
finden w ir m ittels der zu den versch iedenen A, A+1 gehorigen 
Inkrementq11otienten ffu· das zu A ,  A,," d. h. z11 AB gehorige lnkre-

. . a (1 -2c) t + 2ac 1· 
mentverhaltms ernen Wert > = (1-2c) t + 2c r, 

a 
was der obigen Formel ' (1-2c) t + 2c r > q widersprich t. U nse1·e 
A nnahme bezuglich F hat sich mithin als u nstatthaft erwiesen,  u nd 
der Inhalt von F muss notwendig = 0 sei n .  

S a t z  4 .  Eine auf de1· X-Achse liegende messbare konsolidierte 
iius.�ere Grenzspecies F ,  fiir welclte von der vollstiindig derivierbm·en 

Funktion f, n+ gro·sser ist a ls log 4 und D __ im heschrankten Inter
val/ (:/ entltalten ist, besitzt den lnhalt 0, wenn log 4 recltts v01n 
,qeschlossenen Interval! fJ gelegen ist. 

B e w  e i s . Sei lfJ(x) die  rne8sbare Funktion , die nm fi.ir F existiert 

und daselbst gleich n+ f ist und 1p die mi ttels der unitar beschran
kenden Transformation aus tp he 1·vo1·gehende mess bare Funktion . 

A l8dann existiert <p n n r  fiir F 11nd  hat dasel bst einen Wert > ! . 
Nehmen wir einen Augenblick an , dass F einen Inhalt  d > 0 babe , 
so hat aurh die (nach der Approximierbarkeitsdetin i tion fi.ir uni tar 
beschrankte B'nnktionen) zu rp gehorige a11ssere Grenzspecies A' 1 den 
I nhalt d > 0. Wenn nun  A�) eine andere (nacb der Approximier

barkeitsdefinition fiir un itar beschrankte Funktionen ) zu 'I' gehorige 
aussere Grenzspecies darstel l t ,  deren Wertin te 1·val l das Wertin tervall 
von A', tei lweise uberdeckt, 80 konnen wir  I' so best immen ,  dass 
der I n halt eines A�I') der genann ten Art fi.ir µ > 1 u n d  v > r auf 

Grund von Satz 2 versch wind en m 1188. Hieraus folgern wir  auf Grund 
von � 2 ,  Satz 9 die Existenz einer messbaren Teilspecies :;r von F 

mit  dem In halte d, fiir welche gleichzeitig D- f i n  {j l iegt 11n d  
rp = 1 ,  also n+ = + oo i8 t ,  was dem Satz 3 widersprich t .  Unsere 
Annahme bezuglich F hat sich mith in  als unstatthaft erwiesen , und 
der lnhalt von F mns8 notwendig gleich 0 sein .  

S a t z  5 .  Eine au/ der X-Acltse lie,qende messbm·e konsolidier·te 
ausse1·e Grenzspecies F, JUI' welclie von der voltstand�q der·ivierbaren 
Funktion f, n+ grosser ist als die reelle Zahl x und D_ im be
scltrankten Interval! fJ enthalten ist, besitzt den lnhalt 0, wenn x rec!tts 
vom gescltlossenen lntervall {j gelegen ist. 

file://-/-2cr
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B e w  e i s. Folgt u n mittelbar aus der A n wend ung von Satz 4 auf 
die Funktion f (x) + (log 4-x) ;i: . 

S a t z  6. Eine auf der ..X-Achse liegende rnessbare konsolidierte aussere 
Grenzspecies F ,  fUr 10elc!te von de1· vollstiindig derivie1·baren Jtunktion f, 
n+ = + oo und D_ g1·osser als die 1·eelle Zahl x ist, besitzt den 
ln!talt 0. 

B e  w e  i s. A nalog wie fiir Satz 3 .  

S a t z  7 .  Eine auf du X-Aclzse liegende messbare konsolidierte 
aussere Grenzspecies F ,  filr welc!te von der vollstiindig derivierbaren 

Funktion f, o+ < s und D _  > r ist, besitzt fur s <  r den lnhalt 0 .  

8 e w e i s . Nehmen wir einen A ugenblick an , dass der  Inhalt 
von F posit i v sei .  Dan n konnen wir in F eine solche messbare 
Abschliessung C einer kata logisierten Punktspecies bestimrnen ,  dnss, 
wenn wir den Abstand zwischen dem l inken Endpunkte A und dem 
rechten Endpunkte B vo11  C mit a bezeich11e1 1 ,  i (C) = a  (1-c), wo 
c < 1 ,  und dass in einem bel iebigen Punkte von C der reehte bzw.  
der  linke Inkrementquotient von f flir Inkremen te, welche dem 
absoluten Werte nach ."S ac R ind ,  einen Wert  ."S s bzw. � r besi tzt. 
Hieraus folgt fiir das totale Inkremen t von f fiber AB einerseits 
ein Wert .� s, andererseits ein Wert � r', so dass nnsere Annahme 
beztiglich r- sich a ls  unstatthaft e 1·weist, nnd der Inhal t. von F not
wendig = 0 sein muss. 

S a t z  8. Zu jeder vollstdndig de1·ivie1·baren Funktion f existier·t im 
geschlussenen Ein!teitsintervall der .X.-Aclise eine messba1·e aussere Grenz· 
species des lnhaltes 1 , in jedern Punkte von de1· die vier Derivierten 
von f existieren und e 1' S l e n s  entweder der Gleichung n+ = n_ 
oder den Gleiclmngen n+= + oo  und D_ = - oo, z w e i t e n s  ent

weder der Gleichung D+ = n- oder den Gleichungen D+ = - oo 
und n- = + 00 ,qen il,qen. 

B e w  e i s . A us den Satzen 2, 5 und 7 folgt narnlich, dass die S. 20 

mittels der Approximierung der Derivierten erzeugte Punktspecies 
x die aufgestellten Eigenschafteu besi tzt. 

S a t z  9. Zu jeder vollstand�q de1·i11ierbaren monotonen Funktion f 
existieri im geschlossenen Einheitsintervall der X-Ac!tse eine mes.�bare 
aussere Grenzspecies des lnhaltes 1 ,  in jedern Punkte von der die 
vie1· derivierten von f e:1�istieren und alle gleic!t sind, d.lt. f einen 
gewolmlic!ten D�/ferentialquotienten besitzt. 

B e w  e i s. �'olgt nnmiltelbar mi ttels Spezialisierung von Satz 8. 
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1 923 B Uber die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen 
Dritten in der Mathematik, insbesondere in der 

Funktionentheorie 1). 

[1] Von L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

§ 1 . 

Innerhalb eines bestimmten endlichen , ,Hauptsystems" konnen Eigenschaften 
von Systemen, d. h. Abbildbarkeiten von Systemen auf andere Systeme mit vor-

[2] geschriebenen Elementkorrespondenzen, immer geprilft (d. h. entweder bewiesen 
oder ad absurd um gefiihrt ) werden ; die durch die betreffende Eigenschaft ange
wiesene Abbildung besitzt namlich auf jeden Fall nur eine endliche Anzahl von 
Ausfiihrungsmoglichkeiten, von denen jede fiir sich unternommen und entweder 
bis zur Beendigung oder bis zur Hemmung fortgesetzt werden kann. ( Hierbei 
liefert das Prinzip der mathematischen Induktion oft das Mittel, derartige Prii
fungen ohne individuelle Betrachtung jedes an der Abbildung beteiligten Elementes 
bzw. jeder fiir die Abbildung bestehenden Ausfiihrungsmoglichkeit durchzufiihren ; 
demzufolge kann die Priifung auch fiir Systeme mit sehr groBer Elementenzahl 
mitunter verhaltnismaBig schnell verlaufen. )  

[268] 

Auf Grund der obigen Priifbarkeit gilt fiir innerhalb eines bestimmten end
lichen Hauptsystems konzipierte Eigenschaften der Satz µom ausgeschlossenen 
Dritten, d. h. das Prinzip , daB jede Eigenschaft fiir jedes System entweder richtig 
oder unmoglich ist, und insbesondere der Satz µon der Reziprozitiit der Komple
mentiirspezies, d. h. das Prinzip, daB fiir jedes System aus der Unmoglichkeit der 
Unmoglichkeit einer Eigenschaft die Richtigkeit dieser Eigenschaft folgt. 

Wenn z. B .  die Vereinigung 5(p, q) zweier mathematischer Spezies p und q 
wenigstens 1 1  Elemente enthalt, so folgt hieraus auf Grund des (in diesem Falle 
als , ,Disjunktionsprinzip"  auftretenden) Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, 
daB entweder p oder q wenigstens 6 Elemente enthalt. 

Ebenso : Wenn man in der elementaren Arithmetik bewiesen hat, daB, wenn 
keine der ganzen positiven Zahlen a1, a2, • • •  an durch die Primzahl c teilbar ist , 

1
) Vortrag, in ungefahr gleichlautender Form in niederlandiacher Sprache auf der flamischen 

Naturforscherversammlung vom August Hl23 und in deutscher Sprache auf der Jahresversammlung 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung vom September 1923 gehalten. Fiir den niederlandischen 
Text vgl. Wis- en Natuurkundig Tijdschrift, Bd. II, S. 1 -7. 

J'ournnl !Ur Mathrrnntlk, Bd. 154. Heft 1/2. 1 
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auch das Produkt a1a2a3 • • •  an nicht <lurch c teilbar ist, so folgt hieraus auf 
Grund des Satzes von der Reziprozitat der Komplementarspezies : Wenn das Pro
dukt a1a2a3 • • •  a11 <lurch die Primzahl c teilbar ist , so ist wenigstens einer von 
den Faktoren des Produktes <lurch c teilbar. 

Fur innerhalb eines bestimmten endlichen Hauptsystems mit Hilfe des 
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten hergeleitete Eigenschaften besteht stets 
Sicherheit , daB man bei Verfiigung uber einen hinreichenden Zeitraum zu ihrer 
empirischen Bestatigung gelangen kann. 

Nun haben wir die Naturerscheinung, daB zahlreiche Objekte und Mechanismen 
der Anschauungswelt in bezug auf ausgedehnte Komplexe von Tatsachen und 
Ereignissen beherrscht werden konnen, indem man sie als (eCJentuell teilweise unbe
kannte) endliche diskrete ,  for bestimmte bekannte Teile an bestimmte Gesetze 
zeitlicher Verkettung gebundene Systeme betrachtet. Mithin sind auf diese Ob
jekte und Mechanismen in bezug auf die betreffenden Komplexe von Tatsachen 
und Ereignissen die Gesetze der theoretischen Logik, einschlieBlich des Satzes 
vom ausgeschlossenen Dritten, anwendbar, obwohl eine vollstandige empirische 
Bestatigung der gezogenen Schlusse hier meistens a priori materiell ausgeschlossen 
ist und bei (juristischen und anderen) zeitlichen Ruckschlussen nicht einmal von einer 
partiellen Bestatigung die Rede sein kann. Sowohl dieser unvollstandigen Verifi
zierbarkeit der nichtsdestoweniger als unumstoBlich richtig betrachteten Schlusse 
wie der partiellen Unbekanntheit der reprasentierenden endlichen Systeme und 
dem Umstande, daB die theoretische Logik haufiger und von mehreren auf diese 
materiellen, als auf mathematische Objekte angewandt wurde, ist es wahrscheinlich 
zuzuschreiben, daB man den Gesetzen der theoretischen Logik, einschlieBlich des 
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, einen aprioristischen Charakter zugesprochen 
und die in der Projektion eines endlichen diskreten Systems auf die betreffenden 
Objekte gelegenen Bedingungen ihrer Anwendbarkeit aus den Augen verloren hat, 
so daB man sogar dazu kommen konnte, for die vollig primare und autonome Denk
handlung, welche die Mathematik der endlichen Systeme darstellt, eine tiefere 
Rechtf ertigung in den logischen Gesetzen zu suchen. Dementsprechend fiihrte 
bei der logischen Behandlung der Anschauungswelt das Auftreten eines Wider
spruchs nie zum Zweifel an der Unerschutterlichkeit der logischen Gesetze, sondern 
nur zur Modifizierung und Erganzung der auf die Anschauungswelt projizierten 
mathematischen Fragmente. 

Die Konsequenz des den Gesetzen der theoretischen Logik zugeschriebenen 
aprioristischen Charakters brachte mit sich, daB man bis vor kurzem diese Gesetze, 
einschlieBlich des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, auch in der Mathematik 
der unendlichen Systeme ruckhaltlos angewandt hat und sich dabei nicht von der 
Erwagung hat storen lassen, daB die auf diesem Wege erhaltenen Resultate im allge
meinen weder praktisch noch theoretisch einer empirischen Bestatigung zuganglich 
sind. Auf dieser Grundlage sind, insbesondere im letzten halben J ahrhundert, 
ausgedehnte unrichtige Theorien auf gebaut word en. Die Widerspruche, auf die man 
dabei wiederholt gestoBen ist , haben die formalistische Kritik ins Leben gerufen, 
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eine Kritik, welche in ihrem Wesen darauf hinauskommt, daB die die mathematische 
Denkhandlung begleitende Sprache einer mathematischen Betrachtung unterzogen 
wird. Einer solchen Betrachtung bieten sich die Gesetze der theoretischen Logik 
als auf Grundformeln oder Axiome wirkende Operatoren dar, und man stellt sich 
als Ziel, diese Axiome so umzugestalten, daB die sprachliche Wirkung der genannten 
Operatoren (die selber ungeandert beibehalten werden) nicht mehr <lurch die Er
scheinung der Sprachfigur des Widerspruchs gestort werden kann. An der Erreichung 
dieses Ziels braucht keineswegs verzweifelt zu werden 1 ) ,  aber damit wird kein 
mathematischer Wert gewonnen sein : eine <lurch keinen widerlegenden Widerspruch 
zu hemmende unrichtige Theorie ist darum nicht weniger unrichtig, so wie eine 
durch kein reprimierendes Gericht zu hemmende verbrecherische Politik darum 
nicht weniger verbrecherisch ist. 

§ 2. 
Von fundamentaler Bedeutung fiir diese unrichtige , ,logische", d. h. den Satz 

vom ausgeschlossenen Dritten benutzende Unendlichkeitsmathematik, insbesondere 
ftir die (hauptsachlich aus der Pariser Schule hervorgegangene ) Theorie der reellen 
Funktionen sind die beiden folgenden aus dem Satze vom ausgeschlossenen Dritten 
folgenden Grundeigenschaften gewesen : 

1 . die Punkte des Kontinuums bilden eine geordnete Punktspezies 2 ) .  
2. jede mathematische Spezies ist entweder endlich oder unendlich 3 ) .  
DaB die erste Grundeigenschaft unrichtig ist, zeigt folgendes Beispiel : Sei 

d, die '11-te Ziffer hinter dem Komma der Dezimalbruchentwickelung von n: und 
m = kn, wenn es sich in der fortschreitenden Dezimalbruchentwickelung von n: 
bei dm zum n-ten Male ereignet , daB der Teil dm dm+1  • • •  dm+9 dieser Dezimalbruch-

entwickelung eine Sequenz 0123456789 bildet. Sei weiter c, = ( - �/', wenn 

v > kv sonst c, = (- �)", dann definiert die unendliche Reihe c1, c2, c3, • • •  eine 

reelle Zahl r, fiir welche weder r = 0, noch r > 0, noch r < 0 gilt 4) .  

1)  Unberechtigte Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten auf Eigenschaften wohl
konstruierter mathematischer Systeme kann niimlich nie zu einem Widerspruch fiihren. Vgl. L. E. J. 

[3] B r o u w e r ,  ,,De onbetrouwbaarheid der logische principes" (Ti.idschrift voor wijsbegeerte, 2. Jahr
gang, 1908), auch aufgenommen in ,,Wiskunde, waarheid, werkelijkheid" (Groningen, Noordhoff, 1919). 

2) Wenn niimlich einerseits a < b entweder gilt oder unmoglich ist, andererseits a > b ent
weder gilt oder unmoglich ist, so gilt entweder a < b oder a > b oder a = b. 

[270] 

3) Nach dem Satze vom ausgeschlossenen Dritten ist niimlich eine Spezies s entweder endlich, 
oder sie kann unmoglich endlich sein. Im letzteren Falle besitzt s ein Element ei : denn sonst 
wiirde auf Grund des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten s unmoglich ein Element besitzen konnen, 
wiirde mithin endlich sein, was ausgeschlossen ist ; weiter besitzt s ein von ei verschiedenes Ele
ment e2 : denn sonst wiirde s unmoglich ein von ei verschiedenes Element besitzen kiinnen, wiirde 
mithin endlich sein, was ausgeschlossen ist ; in dieser Weise fortfahrend, zeigen wir, dal3 s eine 
Fundamentalreihe von verschiedenen Elementen e1, e2, . . . besitzt. 

4) Selbstverstiindlich kann man r auch definieren mittels einer beliebigen anderen Eigen
schaft a:, von der fiir jede bestimmte gauze positive Zahl entweder die Existenz oder die Unmog
lichkeit hergeleitet werden kann, wiihrend man aber weder eine ganze positive Zahl, die a: besitzt, 
bestimmen noch die Unmoglichkeit von z fiir alle ganzen positiven Zahlen beweisen kann. 

1• 
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Mit der ersten Grundeigenschaft kommt gleichzeitig die Brauchbarkeit des 
Integralbegriffes der Pariser Schule, des sogenannten L-Integralbegriffes ,  in Fort
fall, weil dieser Integralbegriff an den Begriff der , ,meBbaren Funktion" gebunden 
ist, und nach dem obigen nicht einmal eine konstante Funktion den Bedingungen 
der , ,MeBbarkeit" geniigt. Denn fiir die Funktion f (x) = r, wo r die oben definierte 
reelle Zahl vorstellt, bilden die x-Werte, fiir welche f (x) > 0, keine meBbare Punkt
spezies 1 ) .  

DaB die zweite Grundeigenschaft unrichtig ist, ersieht man aus dem von der 
Spezies der oben definierten ganzen positiven Zahlen kn gelieferten Beispiel. 

Mit der zweiten Grundeigenschaft kommt gleichzeitig das , ,erweiterte Dis
junktionsprinzi p" in Fortfall, nach welchem, wenn in der Vereinigung IS(p, q)  
zweier mathematischer Spezies p und q eine Fundamentalreihe von Elementen 
enthalten ist, entweder p oder q eine Fundamentalreihe von Elementen enthalt, 
und mit dem erweiterten Disjunktionsprinzip der auf demselben beruhende Bolzano
Weierstra,8sche Satz, .nach welchem jede beschrankte unendliche Punktspezies 
einen Grenzpunkt besitzt. 

Weniger prinzipiell und einfach als die genannten Grundeigenschaften, 
jedoch ebenso unentbehrlich wie diese fiir den Aufbau der , ,logischen" Funktionen
theorie, sind die beiden folgenden Theoreme : 

1 .  J ede in einem geschlossenen Inter1,Jall i iiberall bestimmte stetige Funktion 
/ (x) besitzt ein Maximum, d. h. einen solchen Abszissenwert x1 mit einer solchen Um
gebung a, da,8 f (x1) > f (x )  fiir jedes zum Durchschnitte 1,Jon a und i gehOrige x. 

Die Unrichtigkeit dieses Satzes geht aus dem folgenden Beispiel hervor : 
Zahl en wir die zwischen 0 und 1 gelegenen irreduziblen Dualbriiche ( ausschlieBlich 
0 und 1 )  in iiblicher Weise, d. h. so, daB jeder groBere Nenner dem kleineren Nenner 
folgt, und daB die Briiche von gleichem Nenner nach der GroBe des Zahlers geordnet 
sind, <lurch eine Fundamentalreihe o1, J2, • • •  ab, geben wir k1 dieselbe Bedeutung 
wie oben, verstehen wir unter /n (x) die Funktion, welche fiir x = On den Wert 
2-n besitzt, fiir x = 0 sowie fiir x = 1 verschwindet, wahrend sie sowohl zwischen 
x = 0 und x = Jn wie zwischen x = On und x = 1 linear verlauft, und setzen wir 
gn (x) = fn(X) fiir n = k1 , sonst gn (X ) = 0, so besitzt die im geschlossenen Einheits-

"° 
intervall iiberall bestimmte stetige Funktion g(x) = I' gn(x) kein Maximum. 

n-1 
2. (Heine-Borelscher Uberdeckungssatz. )  1st jedem Punktkerne der 1,JOn [4] 

den Punkten und Grenzpunkten einer beschriinkten ganzen Punktspezies B gebil-
deten Punktspezies A eine Umgebung zugeordnet, so kann man die ganze Punkt
spezies A mit einer endlichen Anzahl dieser Umgebungen iiberdecken. 

Die Unrichtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus dem folgenden Beispiel : Wenn 
fiir B die oben definierte Zahlenreihe c1 , c2, c3, • • • gewahlt wird, wahrend 
der Zahl c" fiir 'V > k1 das Intervall (c" - 2-k,-2, c" + 2-11·-2) ,  sonst das 
Intervall (c" - 2---2, c" + 2->-2 ) ,  und emem eventuellen Grenzpunkte e 

1
) Dagegen findet der R-Integralbegriff, d. h. der Riemannsche Integralbegriff, ohne weiteres 

auf f(x) Anwendung. 
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der Reihe das Intervall (e - t. e + t) zugeordnet ist, so kann A nicht durch eine 
endliche Anzahl von diesen Umgebungen uberdeckt werden 1 ) . 

Wo von der logischen Funktionentheorie nach dem obigen die Grundlagen 
unhaltbar sind, braucht man sich nicht zu wundern, dal3 ein grol3er Teil ihrer 
Resultate im Lichte einer genaueren Kritik hinfallig wird. Als Beispiel werden wir 
eines der bekanntesten klassischen Theorema auf diesem Gebiete, namlich den Satz,  
dal3 eine monotone, uberall bestimmte stetige Funktion , , fast uberall" differen
zierbar ist, widerlegen, indem wir eine im geschlossenen Einheitsintervall uberall 
bestimmte monotone stetige, nirgends differenzierbare Funktion konstruieren. 

Es sei 0 < x1 < x2 < 1 . Unter der zum Intervall (x1, x2) gehOrigen Elementar
f unktion werden wir die im geschlossenen Einheitsintervall uh er all bestimmte ste
tige Funktion verstehen, welche ftir x1 < x < x2 gleich 

X2 - X1 • 2 X - X1 ---- sm n ---2n X2 - X1 
und sowohl fiir 0 < x < x1 wie ftir x2 < x < 1 gleich 0 ist, unter ).', ).", ),'" , . . .  
die in ublicher Weise abgezahlten, zum geschlossenen Einheitsintervall gehorigen 

Intervalle c;. a t _3.), WO a und n ganze positive Zahlen bedeuten, und unter 

f n (x) die zu }..(n) gehOrige Elementarfunktion. Weiter geben wir k1 die ob en definierte 
Bedeutung, setzen g1 (x) = x und (ftir n > 2 )  gn (x) = fn(x) ftir n = kv sonst 

gn (x) = 0. Alsdann ist die Funktion g = 1: gn eine im geschlossenen Einheits-n=l 
[5] intervall liberal! bestimmte monotone stetige, nirgends differenzierbare Funktion. 

§ 3. 

Als Beispiel zur Erlauterung, dal3 auch altere, fester konsolidierte Theorien 
auf dem Gebiete der Unendlichkeitsmathematik durch die Verwerfung des Satzes 

[6] vom ausgeschlossenen Dritten und demzufolge des Bolzano-WeierstraPschen Satzes 
beeinflul3t werden, wenn auch in viel geringerem Malle als die Theorie der reellen 
Funktionen, wahlen wir den Begriff der Konvergenz unendlicher Reihen. 

[272] 

Nennen wir eine unendliche Reihe u1 + u2 + u3 + · · · mit reellen Gliedern, 
fiir welche die Summe der ersten n Glieder mit Sn bezeichnet wird, non-oszillierend, 
wenn fiir jedes e > 0 die Unmoglichkeit des gleichzeitigen Bestehens feststeht von 
einer unendlichen Reihe unbeschrankt wachsender positiver ganzer Zahlen 
n1, n2, n3, • • •  und einer unendlichen Reihe positiver ganzer Zahlen m1, m2, m3, • • •  , 
so dal3 

I Sn,+ m, - Sn. J > E ftir j edes v, 
so ist eine solche non-oszillierende Reihe nach der klassischen Theorie auf Grund des 
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten : 

1) Auch fiir abgeschlossene beschrankte ganze Punktspezies A trifft dcr Satz nicht zu. 
Gegenbeispiel : Man wahle fiir A eine solche Spezies von Abszissen (- 2)-•, daB eine Abszissc 
(- 2r• dann und nur dann zu A gehOrt, wenn eine der obigen Charakterisierung geniigende na
tiirliche Zahl k1 bekannt und v eine natiirliche Zahl < k1 ist. Sodann ordne man jeder eventuell 
zu A gehOrigen Abszisse dasselbe Intervall zu, wie oben im Text. 
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1 .  negativ-konvergent, d. h .  es existiert eine reelle Zahl s mit der Eigenschaft, 

daB fiir jedes e > 0 die Unmoglichkeit des Bestehens feststeht von einer unend
lichen Reihe unbeschrankt wachsender positiver ganzer Zahlen nv n2, n3, • • •  , so daB 

\ s - Sn,, J > e fiir j edes v ;  
2. beschrankt, d .  h.  e s  existieren zwei solche reelle Zahlen g1 und g2, daB 

g1 < Sn < g2 fiir jedes n ;  
3 .  positifJ-konfJergent, d .  h .  es existiert eine reelle Zahl s mit der Eigenschaft, 

daB fiir j edes e > 0 eine solche ganze positive Zahl n, besteht, daB 

I s  - Sn I < e hir jedes n > ne. 
Betrachten wir nun aber die folgenden fiinf non-oszillierenden Reihen 

(wobei k1 wieder die oben definierte Bedeutung besitzt ) :  

) 
1 r ·· · d a Un = 
2n ur Je es n, 

b) 2 
1 

f u" r k 2 
1 

f k 1 t 
1 

Un = + 2n n = 1 ;  Un = - -r 2n Ur n = 1 + ; sons Un = 
2n, 

c )  Un = n +  �n for n = k1 ; U11 = - n +  �11 fiir n = k1 + 1 ; sonst un = i11, 
d )  Un =  1 fiir n = k1 ; sonst U11 = �11, 

1 
e )  Un = n  fiir n = k1 ; sonst Un = 

2n, 

dann stellt sich die Reihe a )  als positiv-konvergent, mithin auch negativ-konvergent 
und beschrankt 1heraus ; die Reihe b )  als negativ-konvergent und beschrankt, aber 
nicht positiv-konvergent ; die Reihe c )  als negativ-konvergent, aber nicht beschrankt, 
mithin auch nicht positiv-konvergent ; die Reihe d )  als beschrankt, aber nicht 
negativ-konvergent, mi thin auch nicht positiv-konvergent ; die Reihe e )  endlich 
als weder beschrankt, noch negativ-konvergent, noch positiv-konvergent. 

Zur Erlauterung der Konsequenzen der obigen Unterscheidung wollen wir 
das Kummersche Konvergenzkriterium betrachten, das wie folgt lautet : , ,Wenn 
B1, B2, • • •  positive Zahlen sind, und wenn fiir die unendliche Reihe mit positiven 
Gliedern r = u1 + u2 + u3 + · · · 

lim {Bn 
Un 

u;1 - Bn+1} > 0 

ist, dann ist r positiv-konvergent" .  
Der Beweis dieses Konvergenzkriteriums wird gewohnlich wie folgt gefiihrt : 
Man wahlt auf Grund des Vorausgesetzten M und k so, daB fiir n > M 

Bn 
Un�� - B11 1 > k, 

Bn Un - Bn+l  Un+l  > kun+i. 
B,. Un - Bn+'P Un+'P > k (u.,+I  + · · · + Un+p) , 

, Bn Un n,._f-l + · · · -,- Un+p < -k-' 
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woraus fiir die Reihe r n = Un+1 + Un+2 + · · · (n > M),  mithin auch fiir die Reihe 
r = u1 + u2 + · · · die Beschriinktheit folgt. Auf Grund dieser Beschriinktheit wird 
dann die Reihe r nicht nur non-oszillierend, was fiir eine Reihe mit positiven Glie
dern erlaubt ist, sondern auch positiv-konvergent erklart. 

Der letztere SchluB beruht aber auf dem Bolzano-W eierstra/Jschen Satz und 
muB zusammen mit diesem verworf en werden. 

Einen ganz anderen, lehrreicheren Beweis bringt Pringsheim in seinen V or
lesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre I ,  2, S. 378. Nachdem dort sowohl 
fur den Fall der positiven Konvergenz wie fiir den Fall der positiven Divergenz 

b 
1 1 

d. . . K b . d . . d von = 
B 

+ 
B 

+ · · · ie positive onvergenz von r ewiesen wor en 1st, w1r 
1 2 

angenommen, daB die Reihe b entweder positiv-konvergent oder positiv-divergent 
sein muB , und aus diesem Grunde das allgemeine Kriterium bewiesen erklart. 

Die genannte Annahme ist aber unzulassig; denn auch ihr liegt der Bolzano
Weierstra/Jsche Satz zu Grunde. 

Bemerkenswert ist nun, daB Kummer selbst sein Kriterium nur mit der Neben
bedingung lim Bn Un = 0 ausgesprochen hat 1 ) , und daB unter dieser Nebenbe
dingung, wie aus dem obigen Beweise unmittelbar hervorgeht, die positive Konver
genz der Reihe r <lurch das Kriterium auch tatsachlich gesichert ist. 

DaB nicht nur die Herleitungen des keiner Nebenbedingung unterliegenden 
Kummerschen Konvergenzkriteriums unzulanglich sind 2 ) , sondern auch das Kri
terium selbst unrichtig ist, zeigt die obige weder positiv-konvergente noch negativ
konvergente Reihe d ) .  Bestimmen wir namlich zu dieser Reihe die sukzessiven Bn 
aus den Relationen : 

B Un B 1 r ·· . d n --1 - n+1 = ur Je es n, 
Un + 

so fallen alle Bn positiv aus, so daB hier das erweiterte Konvergenzkriterium erfullt 
ist , ohne daB positive Konvergenz besteht. Die nach Kummer im AnschluB an 
Dini stattgefundene Fortlassung der K u m m erschen Nebenbedingung hat somit 
die Tragweite des betreffenden Konvergenzkriteriums erheblich beeintrachtigt. 

[7] 1) VgJ. dicscs Journal 13 (1835), S. 171 . 
2) Die Unzuliinglichkeit dieser Herleitungen, im Gegcnsatz zur Korrektheit des ursprilnglich 

von J(mnmer selbst fiir das engere Kriterium gefilhrten Beweises, wurde mir als Beispiel der Be
deutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten fiir die Theorie der nnendlichen Reihen von 

[8] meinem Schiller Herrn M. J. Belinfante angegeben. 
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Intuitionistische Zerlegung mathematischer Grundbegri:ffe. 1) 
Von L. E. J. BROUWER in Amsterdam. 

Wir behandeln im folgenden einige Konsequenzen der intuitioni
stischen These, die aussagt, da.B die unbeschrankte Giiltigkeit des logi
schen Satzes vom ausgeschlossenen Dritten nur fiir solche Teile der 
Mathematik besteht , die sich innerhalb eines bestimmten endlichen 
mathematischen Systems abspielen, mithin auch nur fiir solche Teile 
der Naturwissenschaften, auf die sich ein bestimmtes endliches mathe
matisches System projizieren lii.Bt. 2) 

1) Der Inhalt dieses Aufsatzes wurde in der Sitzung der Amsterdamer Aka
demie der Wiss. am 24. November 1923 vorgetra.gen. 

2) Der Glauben an die unbeechril.nkte Anwendbarkeit des Satzes vom a.us
geschlossenen Dritten beim 8tudium der Naturgesetze impliziert mithin den Glau-

17 * 

1 923 C 
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252 L. K J. BROUWER : 

Wir erlliutern zunlichst die Ungiiltigkeit des Satzes vom ausge
schlossenen Dritten in der Unendlichkeitsmathematik an einem Beispiel: 
Nennen wir eine reelle Zahl g rational, wenn zwei solche ganze Zahlen 

p und q bestimmt werden konnen, daB g = .!!__ , und irrational, wenn q 
die Annahme der Hationalitlit von g ad absurdum gefiihrt werden kann, 
so miiBte nacb dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten jede reelle Zahl 
entweder rational oder irrational sein. 

Definieren wir nun aber eine reelle Zahl r in folgender Weise: 
Sei d,, die v-te Ziffer hinter dem Komma der unendlichen Dezimalbruch
entwickelung von n und m = k,. , wenn es sich in der fortschreitenden 
Dezimalbruchentwickelung von n bei dm zum n-ten Male ereignet, da.B 
der Teil dm dm + i  . . .  dm +9  dieser Dezimalbruchentwickelung eine Sequenz 
012345G789 bildet. Sei weiter c, = (- -i)k1, wenn v � k11  sonst c,. = (- t)", 
und wahlen wir . fiir r die Limeszahl der unendlichen Reihe c11 c2, c3 , • • • 

[1] Diese Zahl r ist weder rational, noch irrational.8) 

[2] 

[276] 

§ 1. Richtigkeitsprii.dikate. 

Das eben konstruierte Beispiel zeigt gleichzeitig die Ungiiltigkeit 
des Prinzips der Reziprozitat der Komplementarspezies, d. h. desjenigen 
Korollars des Satzes vom ausgescblossenen Dritten, welches fiir ein 
beliebiges mathematisches System aus der Absurditat der Absurditat 
einer Eigenschaft (also insbesondere aus der Moglichkeit, die Eigen
schaft aus ihrer Absurditlit herzuleiten) die Richtigkeit dieeer Eigen
schaft folgert. 4) Denn die Zahl r ist nicht rational, trotzdem ihre Ir
rationalitlit absurd ist. 6) 
ben an die Endlichkeit und an den atomistischen Bau der Welt. Dies heiBt aber 

nicht, daB fiir den Physiker, der den letzteren Glauben besitzt, die intuitionistische 
Kritik bedeutungslos ware , denn die Rechenmethoden, deren er sich bedient , be
ruhen auch beim Studium einer als endlich und atomistisch gedachten Natur auf 

Kontinuitatsmathematik, mithin auf Unendlichkeitsmathematik. 
3) Nennen wir eine reelle Zahl g mit (J vergleichbar, wenn entweder g > 0 

oder g � U gilt , und mit 0 unvergleichbm· , wenn die Annahme , daB g mit O ver
gleichbar ware, ad absurdum gefiihrt werden kann, so ist die Zahl 1· weder mit 0 
vergleichbar, noch mit O unvergleichbar. 

4) (Zu s a t z  b e i  d e r  K orrektur.) Andererseits wiirde auch der Satz vom 
ausgeschlossenen Dritten aus dem Prinzip der Reziprozitat der Komplementii.r

spezies folgen. Um dies einzusehen , geniigt es , auf eine beliebige Eigenschaft 
eines beliebigen mathematischen Systems zunachst meinen Satz von der Absurditiit 

der Absurditat des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten (Tijdschr. v. Wijsbeg. 2 
<1908) ; vgl. auch Journ. f. Math. 154 (1924), 8. 3) und sodann das Prinzip der 
Reziprozitii.t der Komplementarspezies anzuwenden. Diese Bemerkung riihrt von 
Herrn P. Bernays  her. 

5) Auch ist sie nicht mit O vergleichbar, trotzdem ihre Unvergleichbarkeit 
mit 0 absurd ist. 
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Das Postulat der Alternative von Absnrditiit oder Absurditiit der Ab

surditiit einer beliebigen Eigenschaft fiir ein beliebiges mathematisches 
System sagt mithin weniger aus als der Satz vom ausgeschlossenen Dritten ; 
indes wird auch das erstere Postulat vom Intuitionisten nicht anerkannt. So 
laBt sich von der Existenzeigenschaft der oben eingefiihrten positiven ganzen 
Zahl k1 weder die Absurditat noch die Absurditat der Absurditat behaupten. 

Eine Sequenz von n Absurditatspradikaten: ,,Absurditat der Ab
surditat der . . .  Absurditat" kann nach der klassischen Auff'assung, in
dem man auf Grund des Prinzips der Reziprozitat der Komplementar
spezies hinreichend oft zwei aufeinanderfolgende Pradikate der Sequenz 
streicht, entweder auf Absurditat, oder auf Richtigkeit zuriickgefiihrt 
werden. Man konnte nun einen Augenblick meinen, daB dieser Strei
chungsprozeB fiir die intuitionistische Auffassung vollig ausgeschlossen 
ware, und daB demzufolge verschiedenzahlige Sequenzen von Absurdi
tatspradikaten fiir diese Auffassung immer ungleichwertig sein miiBten. 
Dies ist jedoch nicht der Fall: im Gegenteil ist der beziigliche Streichungs
prozeB auch vom intuitionistiscben Standpunkte zuliissig unter der Be

dingung, da{J das letzte Absurditiitspriidikat der Sequenz davon ausge
scJilossen bleibe. Es gilt namlich das 

Theo  rem. Absurditiit der Absurditiit der Absu-rditiit ist iiquivalent 
mit Absurditiit. 

B e we i s. a) Wenn die Eigenschaft y aus der Eigenschaft x folgt, 
so folgt aus der Absurditat von y die Absurditat von x. Mithin muB, 
weil aus Richtigkeit Absurditat der Absurditat folgt, aus Absurditiit der 

Absurditiit der Absurditiit, Absurditiit f olgen. 

b) Weil aus der Richtigkeit einer beliebigen Eigenschaft die Ab
surditat der Absurditat dieser Eigenschaft folgt, so muB insbesondere 
aus Richtigkeit der Absurditat, d. h. aus Absurditiit, Absurditiit der Ab

surditiit der Absurditiit f olgen. 
Auf Grund des hiermit bewiesenen Theorems ist in der intuitio

nistischen Mathematik eine endliche, nicht verschwindende Sequenz von 

Absurditiitspriidikaten entweder mit Absurditiit der Absurditiit oder mit 
Absurditiit iiquivalent. 

§ 2. Ebene Versohmelzungsbeziehungen von zwei Pnnkten.6) 

Als Grundbeziehungen bieten sich hier dar das Zusammenfallen 

und die Entfernung. 
Zwei Punkte P1 und P2 fallen zusammen, wenn in jedem Quadrate 

6) Fiir die Definition eines Punktes der Ebene vgl. Verhandelingen der Amster-
da.mer Aka.demie, 1. Sektion, XII, 7, S. 8, wo auch zusammenfallende und ortlich [3] 
verschiedene Punkte definiert werdeD. 

[277] 
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von P1 ein Quadrat von P2 und in jedem Quadrate von P2 ein Quadrat 
von P1 enthalten ist. 6) 

Zwei Punkte P1 und P2 liegen voneinander entfernt (oder sind ort
lich vcrschieden) , wenn ein Quadrat von P1 und ein Quadrat von P2 
angegeben werden konnen, die auBerhalb voneinander liegen.6) 

Lassen wir auf die Zusammenfallbeziehung die Pradikate der Ab
surditat und der Absurditat der Absurditat wirken, so entsteht nur 
im ersten Falle eine neue Beziehung, welche wir die Abweichungs
beziehung nennen ; im zweiten Falle finden wir die Zusammenfallbeziehung 
zuriick. 

Lassen wir auf die Entfernungsbeziehung die Pradikate der Ab
surditat und der Absurditat der Absurditat wirken, so finden wir 1m 
ersten Falle die Zusammenfallbeziehung, im zweiten FaUe die Abwei
chungsbeziehung zuriick. 

N ach Einfiibrung der Zeichen a +-+ b ( d. h. a und b widersprechen 
sich gegenseitig) und a ---+ b ( d. h. b fol gt aus a) ( fiir welche die Eigen
schaften bestehen, daB aus a ---+ b und b +-+ c folgt a +-+ c und aus a ---+ b 
und b ---> c folgt a ---+ c) kann der logische Zusammenbang zwischen den 
hier gewonnenen drei ebenen Verschmelzungsbeziehungen von zwei Punk
ten wie folgt ausgedriickt werden: 

Zusammenfallung --t-------- -� .Abweichung --t - ----- - - - -- Entf ernung 

§ 3. Ebene Einhiillungsbeziehungen von einem Punkte und einer Punkt
spezies. 

Als Grundbeziehungen bieten sich hier dar die Einhullung und die 
Entf'ernung. 7) 

Ein Punkt P wird von einer Punktspezies Q eingehullt, wenn er 
mit einem Punkte von Q zusammenfiillt. 

Ein Punkt P liegt von einer Punktspezies Q entfernt, wenn er von 
jedem Punkte von Q entfernt liegt. 

Lassen wir auf die Einhiillungsbeziehung die Pradikate der Ab
surditat und der Absurditat der .A bsurditat wirken , so kommen zwei 
neue Beziehungen, die wir der Reihe nach die Abweichungsbeziehung 
und die Anschlu{3beziehung nennen wollen. 

Lassen wir auf die Entfernungsbeziehung die Pradikate der Ab · 
surditat und der Absurditat der Absurditat wirken, so kommen zwei 
neue Beziehungen, die wir der Reihe nach die Anlehnungsbeziehung und 
die Abtrennungsbeziehung n6nnen wollen. 

7) Die Abweichungsbeziehung, welche dann besteht, wenn P von jedem Punkte 
von Q abweicht , kommt als Grundbeziehung deshalb nicht in Betracht , weil sie 
mit der Absurditat der Einhiillung8beziehung aquivalent ist. 
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Der logische Zusammenhang zwischen den in dieser Weise ge

wonnenen sechs Einhiillungsbeziehungen von einem Punkte und einer 
Punktspezies kann wie folgt ausgedriickt werden : 

Rinhiillimg -- -- -- -----------+ Anschlie(Jung �-------� Abweichung 

�"- ,,//>" 
,..,,>.--�-

/'/// ----� 
Entfernung � Abtrennung �- � Anlehnung 

Dem obigen gemaB kann eine reelle Zahl in drei 'Veisen ,,rational" 
sein, je nachdem sie von der Menge der rationalen Zahlen eingehiillt 
wird oder an dieselbe anschlieBt oder sich daran anlehnt8); und in 
drei W eisen ,,irrational", je nachdem sie von der Menge der rationalen 
Zahlen entfernt oder abgetrennt liegt oder von derselben abweicht. 

§ 4. Ebene Verschmelzungsbeziehungen von zwei Punktspezies. 

Als Grundbeziehungen bieten sich hier dar <las Zusammenfallen, 
die Abweichung und die Entfernung. 

Zwei Punktspezies Q und R fallen zusammen, wenn jeder Punkt 
von Q mit einem Punkte von R und jeder Punkt von R mit einem 
Punkte von Q zusammenfiillt. 

Zwei Punktspezies Q und R weichen voneinander ab, wenn eine 
von ihnen einen Punkt enthiilt, der von der anderen abweicht. 

Zwei Punktspezies Q und R liegen voneinander entfernt, wenn eine 
von ihnen einen Punkt enthalt, der von der anderen entfernt liegt. 

Lassen wir auf die Zusammenfallbeziehung die Pradikate der Ab
surditat und der Absurditat der Absurditiit wirken, so kommen zwei 
neue Beziehungen , die wir der Reihe nach die Loswindungsbesiehung 
und die Verflechtungsbeziehung nennen wollen. 

Lassen wir auf die Abweichungsbeziehung die Priidikate der Ab
surditat und der Absurditiit der Absurditat wirken, so kommen zwei 
neue Beziehungen, die wir der Reihe nach die (ortliche) Kongruenz
beziehung 9) und die Loslosungsbeziehung nennen wollen. 

8) lnsbesondere schlieBt die oben definierte reelle Zahl r an die Menge der 
rationalen Zahlen an, ohne von derselben eingehiillt zu werden. 

9) Vgl. a. a. 0. S. 6. Sci A die Menge der rationalen Zahlen ; B die Menge [3] 
der reellen Zahl en r + .s ,  wo r diesel be Bedeutung wie oben hat und s eine 
variabele rationale Zahl vorstellt ; G die Spezies der reellen Zahl en ; D die Spe-
zies der negativ-irrationalen (d. h.  von A abweichenden) Zahlen ; E die Speziee 
der positiv-irrationalen (d. h. von A entfernt liegenden) Zahlen ; F die Vereinigung 

[279] 
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Lassen wir auf die Entfernungsbeziehung die Pradikate der Ab
surditiit und der Absurditat der Absurditiit wirken, so kommen zwei 
neue Beziehungen , die wir der Reihe nach die (ortliche) Ubereinstim
mungsbeziehung 9) und die Absonderungsbeziehung 10) nennen wollen. 

Der logische Zusammenhang zwischen den in dieser Weise ge
wonnenen neun ebenen Verschmelzungsbeziehungen von zwei Punkt
spezies kann wie folgt ausgedriickt werden : 

Entfernung Absonderung tlbereinstimmwig 

l l 1 
Abweichwng LoslOsiing Kongruenz 

von A und D ;  G die Vereinigung von A und E. Alsdann sind A und B ver
flochten, ohne zuaammenzufallen ; C und F aind kongruent, a.her auch voneine.nder 
losgewunden, mith.in nicht verflochten ;  C und G stimmen iiberein, ohne kongruent 

[4] zu sein. 

[280] 

10) Sei U die Menge der ganzen positiven Ze.hlen ; V riie Menge der Zahlen 
t" tt, t1, • .  . ,  wo t;,, = (n - k1 + 1) 2 fiir n � k1 , sonst t;,, = 2n - 1. Alsdann besteht 
zwischen U und V die Absonderungsbeziehung , aber nicht die Abweichungs-
beziehung. 

(Eingegangen am 6. 2. 24'.) 



Mathematics. - , ,  Ueber die Zulassun,q unendliclier We1·te fur dfm 
.F'unktionsbegrijf." By Prof. L.  E.  J .  BROUWER. 

(Communicated at the meeting of January 26, 1 924). 
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U n ter einer endliclten Funktion versteh t man ein Gesetz, das jeder [1] 
reel len Zahl x einer gewissen Spezies eine ree l le  Zah l  y = f (x) 
zuordnet ; 1 rn ter einer unitiir hescll1 "ankten Funktion eine  endl iche 
Funktion , for welche - 1 _<::_ .'I � 1  i s t ; nn ter einer reduziert unitaren 
Funktion ein Gesetz, das jede r  ree l len Zah l x einer gewissen Spezies 
einen Punk!  y = f (;i:) des Zirku larkon ti nuums zuordnet ,  das ans 
dern Kontin uum der reel len Zahlen y mi ttels ldentifizienrng von 
y nnd y + 1 hervor·geh t ; un ter e iner vol/en Funktion eine Fnnkt ion,  
bei  welcher d ie  Zuordn ung fur jede beliebige ree l le  Zahl  .v stattfindet .  

Um nun au ch elementaren Relat ionen wie  y = .!_ den Charak ter . x 
einer vol len Funkt ion ertei len zu konnen ,  w i rd m an zu den Begri ffen 
der infinitaren Funktion nnd der 1'eduziert injinita1·en Funktion 
gefiihrt,  hei denen for f (x) aueh unend liehe Werte wgelassen s ind . 

Diese Begriffe konnen aber n ich t  e iufach defi niert werden als 
Gesetze, die j eder reel len Zahl :v e i ner gewissen Spezies ein y = f (:v) 
znord uen , das i m  ers teren Fall e  en t  wede1· den Wert + oo ,  oder 
den Wert - oo, oder eine reel l e  Zah l ,  i m  le tzteren Fal le entweder 
den Wert oo, oder eine ree l le  Zah l darste l l t .  So nam l ich wu1·de die 

1 
Relation 11 = - noch immer keine voi le (redu ziert i n fi n i tare) Funk-. x 
t ion l ie fern, wei l  sie der ree l len Zah l  r (vgl . Journal f. d .  reine  u.  
angewandte Mathemat ik 1 54, S. 3 )  weder den Wert oo, noch eine [2] 
ree l l e  Zahl zuordne t .  

Urn dieser Sch wierigkeit zu en tgehen ,  muss m an seine Zufl u ch t  
neh men z u  ei 1 1er Definition folgende1· A rt (die auc h  in  Bd . X I I I  
N ° .  2 d e r  Verhandel ingen dieser A kademie ,  Eerste Sec t ie ,  im  letzten 
Absatz von S. 17 zu lesen ist) : [3] 

U n  ter ei1 1er injiniti.iren bz w .  reduziert infinitaren Fnnktion wi  rd 
das Resu l tat  verstanden ,  das herauskom mt ,  wenn eine u n i tar he
srhrankte  bzw. red uziert uni tarn Funktion der , ,infin i tar ausdeh nenden 
Transfo1·mation" 

x' = x ; I.ii i = - log 11 - fy l l ; yy' � 0 
unterzogen wird. 

[281] 
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Mathematics. - "Perfect sets of points witlt positively-irrational 
distances" . By P l'Of. L. E. J .  BROUWER . 

(Communicated at the meeting of February 23, 1924). 
The fol lowing construction of a set of points of t he  k ind mentioned 

in the t i t le  is perhaps somewhat sim pler than that  w hich was 
developed by Prof. W 01.FJ<' 1 11 t hese Proceedings Vol . XX VII, 

p .  95- 96. 
In  the  closed u nity i n terval we determ ine a fundamen tal �eries 

of sets of poin ts s1 ' s, , s, , . . . . , in w h ich each sv consists of 2, closed 
in tervals h aving dis tances greater than zero from each o t her, w hi lst  
within each i n terval of  s,_1 t wo in tervals of s, are s i tuated , and 
t he distance of two posi tively -d i fferen t  poin ts of .�" d iffers posi t ive ly 

a 
from each fract ional n um ber - (n -::; 1'). The grnatest common d iv i sor 

n 
l:l ls1 '  s, , .  . . ) forms a perfect set of poin ts two  arbi trary posi tively
d i fferen t poin ts  of w hich  possess a posi t ive ly-irrational d is tan ce .  

I n  the  above fundamental se1·ies the possi bi l i ty of determ in ing 
.�" when dispos ing of sv -l fol lows from the property that in t he  
c losed unity in terval for each posi t ive  in teger 1 •  and for each posi t ive 
E a fini te set  of  c losed i n tervals can be defined approaching each 
poin t  of the  closed u n i ty in terval at a distance < 1:,  and two 
arbitrary posi t i vely-d ifferen t  poin ts of wh ich have a dis tance posi t i vely 

a 
d i ffering from each fractional n u m ber - . 

v 
This defin i t ion can be given as fol lows : Let m be a posi t ive  in teger 

such that the greatest common d iv i sor of m and 1' be un ity ,  wh i lst  
1 - � E, t hen the d istance of two adii tra1·y poin ts of  t he finite set of 
m 

1 2 m -1 
po in ts :tm consisting of the points -, - , . . . . d iffers at least rn m m 

1 . a 
an amoun t  of - from each non-van ishing fractioniil n u m ber 

mv v 
So, i f  on each poin t  of �111 as centre we lay a closed in terval of 

1 
length -2-, a finite set of c losed in tervals arises approaching each 

mv 
poi n t  of the c losed u n i ty in terval at a distance < E,  whi lst two 
arbitrary pos i t i vely-diffe l'en t  points of i t  have a dista11ce differing at 

I 
1 · 1 ·  f . 

I b 
a 

east an amoun t  of - from each non-varns nng rac t10na n 1 1 m  er -. 2nw v 



Mathematics. - " Intuitionistischer Beweis des Fimdamentatsatzes 
der A (qebra". By Prof. L.  E. J. B ROUWER and B .  DE LooR.  

(Communicated a t  the meeting of February 23, 1924). 

Sei tf' (x) _ xn + a 1  xn-1 + . . .  a11 = 0 eine algebraische G leichung 
mit mtional komp lexen Koeflizien te11 . Hiermit meinen w i r, <lass jedes 
av = bv -j- icv ist, wo bv und Cv reell e  rationale  Zah len vorstel len . 
Diese Gleichung ]asst sich derweise i n  eine end liche Anzah l von 
algebraische11 Gleichn ngen zerlegen ,  d ass jede dieser Faktorglei
chungen ebenfalls rationalkorn plexe Koeffiz.ien ten besitzt, wahrend 
iiberdies i h r  l inkes Glied nnd <lessen Deriv ierte relat iv prim sind .  
Sei rp (x) - xP + e 1  xP-1 + . . . .  ep = 0 e ine  dieser Faktorgleiclrnngen. 
A lsdann konnen zwei solche ganze rationale Funkt.ionen h (.1:) und 
g (x) mit rationalkom plexen Koeffizienten bestimmt werden,  <lass 
h (x) <p (x) + g(x)<f''(:i:)= 1 ist, so <lass m an zwei sole he posi t ive Grossen 
a nnd b angeben k ann ,  <lass l rp' (x) I > b gi l t  for l rl'(.x) I < a . Wi 1· 
stel len uns zum Ziel ,  von p (x) = 0 eine Wurzel zn besti mme11  1 1 11d 
werden dabei voraussetzen , <lass I P  (O) I > 0 ist (worin keine Be
schrank ung gelegen ist) .  

Sei I P !  - Jrp-xP I >  le > 0 fiir ! x i � 1' und l <JJ' I < q fiir I.x i -::; r .  
Sei E eine beliebige posi t ive Grosse. Im  I nnengebiete des in  der 
x-Ebene mit dem Radius 1 '  u m  den Nnllpunkt  gesch lagenen Kreises 
C (r) bestimmen wir eine sole he endl iche Anzahl  von Punk ten 
P1 ' P, , . . .  Pm, <lass jeder bel iebige innerhalb oder auf C (r) gelegene 

E 
Punkt einen Abstand < - von der Menge der Pv besitzt .  A lsdann 

q 
besitzt in der rp-Ebene jeder Bild punkt  ei11es innerhalb oder auf C (r) 
gelegenen Punktes der .x-Ebene einen A bstand < E von der Menge 
der Bildpunkte Qv der Pv . Neh men wir  einen A ngenbl ick an , <lass 
d iese Bildpnnkte Qv a\ le  einen Modu lus  > E besassen . Dann konn te 
eine solche posi ti \'e Grosse 't/ bestimmt werden,  <lass von al ien i n  
der .x-Ebene m i t  Radian f! :::;.r um den Nul lpunkt geschlagenen K reisen 
C (Q) die Bi lder in der rp-Ebene in einer Entfernung � 'tj vom Nul l 
punkte blieben . Dies aber ist  ungereirnt,  denn das B i ld  von C (f!) 
u mkreist bei  einem vol len U mlaufe den Nul l punkt  der rr-Ebene 
p-mal for f! = 1· und 0-mal , wenn (J hinreichend k lein gewah l t  wird .  
M i  thin kann in der qi-Ebene ein Punkt Q., <lessen Modu lus -::; E ist ,  

1 924 C 
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angegeben werden . Sei .c = x1 i rn  en tsprechenden P 11 1 1 k te P. der· 
:l:-Ebene. 

Wir  setzen n u n  vornus, dass die irn vorigen A bsatze au ftretende  
posi t ive Grosse E dergesta l t  gewahl t  is t, <lass erstens E sowo l t l  < k 
w ie < a i s t ,  u nd  zweitens i n nerha lb  ei nes um einen i 1 1 nerl1al b oder 

auf C (r) ge legenen Punkt, wo J rf'' I >  b is t ,  

gesch lagenen Kre i ses d ie Ungle ich 1 1 1 1g 

E 
m i t dem Radius b 

m K raft i s t .  Set zen w 1 r  

rp (.x,) 
,1'1 = .v. -- -- ' u sw . ,  rp' (x,) 

. rf'(x , )  
u n ter dieser Vorausse tzung ;1:2 = .c1 -- -, -. - ,  rr (.c,) 

1 
so wird der Rei h e  naeh J rr1 (.:r,) J < 4 E, 

l I 11 (:1:1) I < 1 6 E, nsw . ,  wah rend <l ie 1 1 1 1e 1 1d l iche Rei h e  ·'' � 1 , x, ,  :Vz ,  . . . . 
gegen einen best i m m baren e inzigen Grenzw ert x' kon vergi ert. Dann 
aber g i l r notwendig rp (a:') = 0, nnd wir haben <f \.:!') - (.u-.i:') x (.:r) , 
WO x (x) - ,i;P-1  + !t,x11- 2  + . . . . .  /i}'_l · 

Fiir d ie G le ic lnrn g x (:r) = 0 (d ie im  allgemei nen n i ch t  rnehr  rat io
nalkomplexe Koeflizienten bes i tzt ) konnen w ir  zwei  sokhe posi t ive  

1 G rossen c und a <  2 b best i m men , <lass ans ! x i  < a  folgt J rr l  < a  

nnd J .r--;c' I < c.  Dan n abe1· folgt wegen r1l =: (:c -x') x '+z a1 1s J x l < a  
1 h 

wei ter  J (x-x') x' I > 2 b ,  mi th i n ,  wen n w i r  2c = 11 setzen ,  l x' I  > p. 
Weil  m i t h i n  a 1 1 1 1d  j1 fiir "J d i eselbe Rol l e  spielen , w ie a nnd  b for 
rr, so kon nen w i r  in dersel berr Weise, wie w i r for rp = O eine Wurzel 
x' besti m m t  l raben , for z = 0 eine Wurzel tc" berecl 1 1 1 e 1 1 .  Indem w i r  
i n  d ieser Weise fortfahren ,  zedegen w fr znn achst rp(x) i n  7J Fak toren 
und soda1m tp (x) in n Fak toren der Form x-.x(v) .  

[2] Sei nun tp, (x) .:1:11 + a,1.1:11 - 1 + . . . . llv,,_ for jedes ganze positi ve r, 
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wahre11d a l le  a,r ratio1 1a lkom plexe Zalt len s ind  und d ie  u nendliche 
Fun k  tio1 1e 1 1folge tjJ1 (:t) , 11'. (x), . . . .  geg·en e ine e inzige ganze rationale 
F 11 n k t io 1 1  f (;t) - .x" + b1x"--1 + . . . . b11 konvergiert. W i r  werden 

ze igen , <lass auch von der  Gleich ung  /(xJ = 0 eine Wmzel ermi t 
te l t  werden kan n ,  wom i t  der  F11 ndamentalsatz der Algebra bewiese1 1  
sein w ird. 

Wenn w i r' d ie W n rzel n von lJ'v (x) = 0 m i t .r' , . . . . x(n) beze ichnen ,  • v ' 
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dau n  konneu w 1 1· for ern beliebiges pos1 t 1  ves E111 ein sole hes v,,. be

sti mmen , dass fii1· e i n  heliebiges x�) 
und for eine beliebige natiir-m 

l iche Zahl A die U ngleichung 

gi l t ,  so dass for eiue i rgend wie ausgewahl te  W nrzel x� von t11, (x) = O  m m 
n n d  for e i n e  bel iebige n atiirliche Zah l  A d as Prod nkt 

< E;� und somit wenigstens e iner  sein er Fak toren < E111 i st. 
Es konverg· iere i:1  + E, + .  . . . gegen E. W i r bestim men in der 

im vorigen A bsatz angegebenen W eise zn j ed e m  E,,, ein passeudes vm, 

wobei w i r  dafor sorgen,  <lass st ets 1•m+i > vm ist .  I m  Anschl nss 
' damn wah len w i r  fo r :r0 eine be l iebige W n rzel v o11 l/',, (:c) = 0 nnd "1 

sodau n 1 1 ach  d e m  vorigen A bsatz t'iir x0 jed esmal eine deral'l ige "1n+1 
Wurzel vo1 1  tJ•, + (;1•) = 0, dass I J�0 -:1:0 I <  Em i s l .  A lsdan n kon-m 1 vm+l vm 
vergiert die  unend l icbe Folge .£0 , .�:0 , • • • • gegeu e i 1 1en einzigen 

yl Y2 
Limeswert ::c'' nnd d i ese1· Limes wert ist  eine W u rzel v o n  /(.'!:) = 0. "' 
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1 924 D Mathematics. - "Beweis, dass Jede volle .F'U1ilction ,qleichmiissig 
stetig ist" . By Prof. L .  E. J .  BRovw�:R. 

(Communicated at the meeting of March 29, 1924.). 

' 1 . 

[1]! Sei M eine beliebige Menge, µ die ihr  zu  Grunde liegende zahl-
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bare ( ii brigens auch abzahl bar unend l iche) Menge der endliche11 
(gehem m ten und  u1 1gehemmte11) Wah l folgen Fs,, 1 . . · ",.' wo s und die n" 
natiid iche Zahlen vorstel len, und sei j edem Elemente von M eine 
nat iirl iche Zah l  (J zugeordnet .  A lsdann ist in µ eine solche abtrenn
bare zab l bare Tei l menge /L1 von u ngehemmten end l icben Wahlfolgen 
ausgezeich net, dass einem bel iebigen Elemen te von f'• fiir al le  ans 
i h m  hervorgehenden E lemen te von M eine n atiirliche Zahl {:J znge
ordnet ist, wah rend weiter eine Bewe isfli b rung h vorliegt ,  mittels 
welcher sich fiir ein beliebiges u ngehem mtes Elemen t  von µ h eraus
stell t, dass jede aus i hm hervorgehende ungehemmte unend liche 
Wahlfolge einen zu  fl 1 geho 1·igen Abschnitt besitzt. (Ein nngehemmtes 
E lement von µ so il nam l ic h  dann und n ur dann zn µ1 gerechnet 
werden , wenn bei ih m - aber bei keinem seiner echten Abschnitte -

nach dem Algorit!tmus des Zuo1·dn ungsgesetzes d ie Entscheidung 
h insich tlich {:J nicht bis auf wei tere Wahlen 1wfgeschoben wird ; dabei 
ist es selbstverstandlich keineswegs ausgesch lossen, dass m an hin
terher auch weder zu  µ1 gehorige noch einen zu µ1 gehorigen Ab
schnitt uesi tzende E lemente von µ angeben kann m i t  der Eigenschaft, 
<lass al ien aus einem solchen Elemen te von µ hervorgehendeu Ele
menten von M d iesel be na tiirliche Zahl z ugeordnet  i

"
st) . 

Nenneu wir ein E lemen t von µ versichert, wenu es entweder ge
hemmt is t  oder einen zu µ1 gehorigen (echte11 oder n i c h t  ech te n 
A bschni t t  besitzt, so ist µ i n eine zah l bare Menge r vo1 1  versicherten 
und eine zah l bare Menge <J von nic h t  versicherlen end licheu Wahl 
folgen zerlegt, und die Beweisfiih rnng !t zeigt fiir ein beliebiges 
Ele111ent von <J, dass es versicherbar ist , d .  h .  <lass j ede ans i h m  her
vorgehende fiir M u ngehemm te u nendl iche Wah lfolge eineu zu µ1 
gehor igeu Abschnitt  besi tzt . Sei Ii.,, 1 . .  · ",. d ie Spezia l i si erung von It 
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welche d ie  Versicherharkei t  des Elemen tes Frn1 . . n,. von a herleitet, 

so bern h t  d iese Beweisfiib rn ng ausschl i essl ieh auf  den zwischen den 
E lemen ten von 1i bestehenden Bezieh 11 1 1ge1 1  b. Diese Bezieh u ngen aber 
s ind  a l l e  i n  Eleme11 tarbezielmngen e zerlegbar von der A rt ,  wie s ie  

zwischen je  ei 1 1em einziqen Elementepaar F,,.,"1 m und },m111 1 . . m 111 +i • . . . 9 . 9 9 
best ehe1 1 , \'Oi l  denen das ei ne e ine  n n m i t t e l bare Verla11gerung des 

a 1 1deren i sL Weil 1 1 1rn eine hel iebige Beweisfoh rnng, wen n die i n  
dersel l >en be 1 1 1 1 tzte11 Bez ie l 1 1 1 1 1ge11 i 1 1  G r u n d bezi elnrngen zerleg bar s ind ,  

s ich  i m mer ( wenn anch  auf  Kosten d er Kurze) derart "kanon is ieren" 
!asst, dass in i h rer  kano1 1 i sierte 11 Form n n r  1 1och d i e  G rn 11 d bezi eh ung·e11 

hen 1 1  tzt werde1 1 , so ka11 n bei der ka11011 i s ierten Form le.,,. 1 . . . n,. der 

Be weisfuhnrng lt811 1 . . •  , ,  d i e  Versi< 'herbarke i t  von Fm 1  . . . 11 i n  l e tzter r r 
I 1 1 s tanz ausscli l i ess l ich ans den E l eme 1 1 tarbezieln1 1 1ge 1 1  e gefolgert 

werden ,  wele he F."' i · · · ",. rn i t  }l,.,, 1 • . .  111• _ _ 1 1 1 1 1 d  m i t  den F'.rn 1 . • •  11,
.v 

verbi 1 1 de1 1 . Z 1 1m  Scldussgl ied von k"" i · · · " ,. branch !  m an also d ie vor

herige Fests te lhrng der Vers ich erlmrke i t  entweder  vo1 1  F,,. 1 • . • n,. _ 1  

oder vo1 1  alien ]i's,. 1 . . . ,,1_ , . 
Nen ne1 1  wir  e i 1 1 e1 1  Elemen tarsch l uss, der  d i e  Vers i <'h erbarkei t  ein es 

F111,11 1 . .  111
•11 

an s  d e rj en ige 1 1  von Ji'1111,. 1 . • •  m.11_1 folgert ,  e ine1 1  ;-Schluss, 

ei 1 1e 1 1  1£leme n tarsc li l 11 ss ,  der  d ie Versicherbarke i t  e ines F'11111, 1 . . .  m.q ans 

derjen igen vo1 1  alien F1m,,
1 

. . · "'ri ' fo lgert, e inen  r-Scltl11ss, 11 1 1 d bezeich-

1 1e 1 1  wir d ie woh lgeord nete Spezies von E lemen ten  vo1 1  <J, \'On de1 1en 
bei  dei· Be weisfii h rn r1g  ks,, 1 . . .  n,. der  Rei he n ach  d i e  Versicherbarkei t  

fes tgeste l l t  w i rd ,  rn i t  fs11 1 . . .  ",. • so kan1 1  vom ersten Elemente von [2] 

fm 1 . . . 111• d i e  V ers icherbarkei t un moglich mitte l s  e ines ;-Sehl usses 

hergele i te t  werden , so <lass s i e  also m i t te l s  ei nes r -Sc h l nsses gefol-

gert werden  m uss . A 1 1 f G rn n d  trn1 1s fi 1 1  i I.er Ind  u k tion Ian  gs  J�n1 . . . n 1• 
e rsehen w i r  wei ter, dass i11 jedem Stadium der BeweisfUltrun_q 
k von al ien schon als  vers ich erbar erkan n ten E lementen von  'S11 I , , .  u,. 

!L d i e  V er la1 1gernnge11 eben fal l s  schon a ls  ver8ic b erbar erkann t  worden 

si nd ,  so dass bei  k"' i · · "'•· \'On jedern Elemen te von .f,.11 1 . . .  ,,,
. d i e  Ver

sicherbarke i t  rn i t te l s  e i  1 1 es / -Seh I usses gefolgert wird. 
W en1 1  w i r  n n n  ( in Uebere i 1 1 st i m rn u 1 1 g  m i t  den zwisc hen den en t

spreclie11den Tei l me11ge 1 1  Yon .M ues tehende1 1  Verei n ig1 1ngsbez ieh 11nge11) 

jedesmnl , wen n bei k.m1 . . . 11 1• von e inem E lemen te F,,,m1 . · "'g von 6 
d ie  Vers icherbarkeit  fes tges te l l t  w ird,  d i eses E lem en t als nach d em 
I n dex r geord nete Sn 1 1 1 1 1 1e der F,,1111 1 • • "",/ ( und  dabei jedes gehemmte 
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Fmm1 • • •  ml als elementlose Urspezies) auffassen , so ergibt s ich auf Grund 

transfini ter Induktion langs /.,,1 . . · "r ' dass <l urch d i ese t ransfin i te  

Reih e  von Summen bi ldungen F,111 • .  • ",. als  eine wohlgeord nete Spezies 

p.,.1 . . . ,,,. el'Zeugt wird, von welcher d ie  Urspezies ei nkehrenden (d . h .  

versicherten , abe1· keinen versicberten ech ten A bschn i  t t  besi tzenden)  
E lemen te11 vo1 1  T und die sonst igen kons trnkti ven Un terspezies E le
menten von a entsprnchen . U rngekehrt entsprich t i n  d ieser Weise 
ein Element von <i oder e in e in kehrendes Element von T da1 1 1 1 nnd 
nur dann einer konstrnkt iven Un terspez ies oder Urspezies von 

<Psn1 . . . ,, ,., wenn es eine  Indexreihe .m 1 • • •  n,. p1 • • •  />u bes i tzt, nnd 

z.war hat in d iesern Fal l e  d i e  bet reffende konstrnktive U n terspezies 
oder U rspezies als solche d ie  I ndexreihe p1 • • •  p ... 

Das Ergebnis dieses � lasst s ich wie folgt znsammenfassen : 
[3] T h e o r e m  1 :  Wen n  jedelll Elemente einel' Menge M eine natiirliclte 
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Zahl tl zugeordnet ist, so ist M dnrclt diese Znordnun,q in eine woltl
georduete Spezies S von 1'eilmengen M" zerlegt, deren jede dnrclt eiu 
endliches Anfangsseg111ent von Wahlen bestimm t  ist. Jedem Elemente 
desselben M r1. ist diesel be natildiche Zah l  {1"' zuyeordnet. Die Spezies 
S kann rnittels e1·zeugender Operationen zweiter Art w konstruiert werdeu , 
dtJl'en jed11 de1 ·  Fortsetznn,q eines bestim mten fiir Af ungeltemmten end
liclten Anf angssegmen tes von Wah len ntit ei'.ne,. .freien 11euen Wald 
en tsrwicht. Mit eine1' fii1 · Af geltemm ten neuen Walt! kurrespondiert 
dabei fur die entsprec!tende 011eration w eine elementlose Urspezies. 

� 2 .  

I m  Fal le, dass JI e11 1e fin i te Menge ist, ist d ie  woh lgeord nete 
Spezies rp8111 . . .  "r e ine1· woh lgeord neten Spezies tJ1.,11 . • · "r ahn l ich, we le h e  

ohne Ren n tzung von e lementlosen Urspezies u n d  zwa1· in solrher 
Weise der oben erwahn ten Kons trnkt ion von 'f'•n1 . . . "•· para l l el kon-

stru iert werden kann ,  dass jeder fii r die K onstru k tion von <J'81,1 . · "r 
angewandten Operation w bei der Konstrnktion von lf's11 1 . . . "•· eine 

endl iche Anzah l von erzeugenden O perationen ersler Art  x ent spric l i t. 
Die wohlgeordnete Spezies lf's,,1 . .  · "r i s t  a lso miter ausseh l iess l icher  

Anwendung von erzengenden Operat ionen erster Art konstrnierbar. 
Hieraus folgt aber, dass sowoh l tf'sn1 . • · "r wie 'f'.,, 1 . . . "•·  mdlic!t s ind,  

und dass insbesondere for jede natiir l icbe Zah l  s d ie woh lgeordnete 
Spezies rp5 endl ieh i s t. M i t h i n  kann eine solc l ie natiirl i<'he Zah l z 
best immt werden,  dass ein beliebiges e inkehrendes E lement von µ 
hochstens z Ind izes besi tzt ,  so dass d ie  e inem uel i eb ige1 1  E lemente e 
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von M z1 1ge01·d 11ete 1 1 a t ii r l i c h e  Zah l  1'1e d 1 1 rch die e 1·st e 11 z erzeuge1 1den 
Wah l e n  vo 1 1  e vol l s tan d i g  best i m rn t  i s t .  

So mit haben wir  be wiese1 1 : 
T h e o ,. e m  2 .  Wmn jedem Elemente e einer .finiten Menpe 1H eine [4] 

natii l 'liclte Zah l  tie zu,qeol 'duet ist ,  so kann eine solc!w natii 1 ' liclrn Zahl 
z besti11111i t wrrden, dass fle dnl'ch die ersten z von den e ei·zeu,qenden 
IYa!tl11n vollstiindi,q be8timmt ist .  1 )  

� 3 .  

W i r  besti mmen 1 1 1 1 1 1  a1 1 f der  X-Achse fiir j ede n atti rl iche  Zah l 1, 
die k,- l 1 1 tenal l e  k',, k",, . . . lc�s) ,  d .  I i .  d i e  von l i n k s  11ach recl t ts ge
ord 1 1ete1 1  vom E i n h e i t s i 11 t er val l d er X-Ach se ganz oder t e i l w eise 
iiberdeek ten ).4+r l n terval le. A l sdan n :,; t e l l t  die fi n i te Menge I der 

I 1 1 t e rval l schac l t te l n 1 1gen lc�1'1 1, k�/l.') , k;fl.3), • • •  (wo jedes folgende I n ter
val  I i m  vorh ergehende1 1  i m  engern S i n n e  en t ha l te n  is t)  e ine  m i t  dem 
gescli l osse1 1 e n  E i 1 1 he i t s i 1 1 t e r v a l l  de1· X-Achse,  d .  h .  m i t  d e r  Spezies 
der z 1 1 m  geHch l osse1 1e 1 1  E i 1 1 l ie i ts i 11 t e 1·vall  der X-A chse gehorigen P1 1 n k te 
z 1 1sa11 1 1 1 1eufal le11 d e  P n  n k  lme11ge dar. 

Bei einer vollen (d . h .  fil 1· j eden P1 1 n k t  des gesc h lossen e n  Ein he i t s
i 1 1 t el'\'a l l s  defi n ierte1 1)  Fwzktion y = f (.r) i s t  j eder  I n terval lscha<' hte-

l 1 1 n g  lc;·"1 l ,  k�·u•l , . . . e i n e  Schac h t el n n g  von J.-l n t e 1·val len  der Y-Aehse 

1) Dieses Theorem � ist implizite in der in Bd. XIII Nr. 2 der Verhandelingen [5] 
dieser Akademie ( 1 .  Sektionl auf S. 4 befindlichen Form el (II) enthalten .  Zur der 

dortigen summarischen Eriirterung zu Grunde l iegenden Formel (1) isl zu bemerken, 

class der durch diese Formel (f) gegebene A usdruck fiir a,(s) sich weiter kompliziert, 
wenn die Zahl le keine Konstan te isl, sondern ihrerseits wiederum durch einen 
Ausdruck der Gestalt des rechten Gliedes von (I) gegeben wird, und <lass diese 

Komplikation sich dem lnhalte des obi gen § 1 entsprechend in mannigfacher Weise 
ausdehnen liisst, olme <lass dadurch die endliche Darstel lbarkeit von a,(B) beein-

trachtigt wird. Die Form von (TT)  wird von derartigen weiteren Komplikationen 

von ( l )  nicht beeinflusst. 
fch benutze diese Gelegenheit, um darauf hinzuweisen, <lass in Z. 4 der auf der 

hier zitierten Seite befindl ichen Fussnote stall von Ausfi'illungselementen, von 
Lokalisierungselementen gespruchen werden muss. Dabei ist ein Lokalisierungs- [6] 
element r von µ" eine jedenfalls ein Element besitzende Spezies von in unbe-

grenzter l<'ortsetzung begriffenen Fol gen / "' / :x+1, / "+2 . . . . (:x eine fiir r bestimmte 

natiirliche Zahl), wo jedes 1 ,  ein ( um! jedes / ,+1 in r , enthalten ist, wahrend 

1 , fiir jedes v zu einer Species S, gehiirt, von der je zwei Elemente ein Element 

von s "  gemeinsam haben > 

Weiter sind auf S. 6 der zit ierten Abhandlung in Z. 10 nach dem Worte "<lass" 

die W orte : • f(ir eine bcstimmte gegen Null konvergierende Fundamentalreihe von 
Breiten der x .01" einzufiigen . 
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.I.', ).",  .I.''', . • .  zngeordnet,  n nd zwar bes teht  auf Grnnd des Theorems 2 
fii 1· jede natiirl iche Zahl 1' eine solche  natiir l iche Zah l  m, (vo11 der 
w i r  voraussetzen diirfen , <lass sie mit  wachsendem 1' nich t abni m m t), 

dass ).(Y) <lurch  d ie Wahl vo1 1  k;/l.il, k:/l.•l , . . .  k(.u ,,.) best immt ist .  Fiir 4 lily 
jedes v kann mi th in  n m· eine  e1 1d l iche Anzah l  lv von .1.-I n terva l len 
der Y-Achse als ).(Y) anftreten,  u nd es besteh t  fiir dieselben e111e 
maximale Brei te b,, die fiir unbesch rankt  wachsendes 1' gegen Nu l l  
konvergiert. 

Bezeichnen w i r  m i t  t�p) das zu k�P! konzen trisch l iegende lntervall 

der· X-Achse, dessen Brei te � der 1:3reite von k�p) betragt, und seien 

P1 und P, zwei beliebige Punkte des gesch lossenen Ein hei tsin ter-
1 

va l ls der X-Achse, deren A bstand < 2-4Y-3, d . h .  < 4 der Brei te 

de1· ky· I n terval le ist .  A l sdann kann ein t�I',) best imm t  werden, i n  dem 

P1 und P, beide enthalten s i ud ,  und mittels dieses t�/I.) eine mit  P1 
f. 1 1  d I 1 1  I I l k(l'l) k(/I.) k( ai ) k(o,) zusammen a en e n terva sc iac l ie ung  ·1 , • • •  , ·v , 'y+1 . ·v+2 . . . . 

und  e i ne rnit  P, zusammen fal lende ln terval l schach te lnng k:/1.1), • • • , 

k (/I.,) k( Tl ) k( T.) 
v , v+l• v+2• • • • 

Sei i; eine beliebige positive Grosse. Wah len wir v, so gn>ss, <lass 
bv, < E und  setzen wir 2--4111ye-3 = a,, so geho1·e11 nach dem zwei ten 

Absatze d ieses � zu zwei  bel iebigen Elementen von I, fiir welche µ" 
11, ,  . . · 1-'m gleieh s ind ,  zwei  Werle von /, deren Di fferenz wen iger v, 

als hY,• mi th i n  weniger als E hetragt. Nach dem d 1· i t t e 1 1  A bsatze 

d ieses � geliornn also anch  zu zwei beliebigen P 1 1 1 1k ten P1 und  J>1 
des geseh lossenen Einhe i ts interval ls de1· X-Arhse, deren A bstand 
< a, ist, zwei Werle von f, deren Di fferenz wen iger als E bet ragt, 
so <lass J s ich als gleic!tmiissig stetig hernusst el l t  und w i r  bewiesen 
haben : 

T Ii e o r e  m 3 . .Jede volle Funktion ist gleiclondssig stetiy. ' )  

[7] 'l Theorem 3 sowie eine Skizze seines Beweises befinden sich schon auf S. 5 

der in Fussnote 1) zitierten Abhandlung . 
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Mathematics. - " /ntuitionisti'.sche Erganzu11g des Fundanumtalsatzes 
der A�qebra" .  By Prof. L. E. .J . BHOUWEH .  

(Communicated at the meeting o f  May 31 ,  1924). 

' 1 .  
U nter ein er r-normalen Glefrh1m.17 n-ten Grades verstehen wir  

e ine algehraisrhe Gleic h n ng n- ten (hades .f  (:c) - a 0  x" + a 1  .c"-1 + 
+ . . . a,, = 0, dernn Koefiizien t a,. \' Oil 0 posit iv-verschieden ist . Ei 1 1e  
0-nonnale Gle ic lr n n g  11-tei 1 Grades werde1 1  w i r  k u rz nomial n ermen . 

A1 1 f  Gr1 1 1 1d  des (besc!triinlcten) Fmu!amentolsntzes der A lgebra 1 ) ist  
dann bekan 1 1 t ,  d ass das l i n ke Gl i ed e iner  nonrr alen Gleich 1 1 1 1g n-te 1 1  
Grndes in ei 1 1  Prnd 11k t  a0 (a:-) 1 )  (.r-A,) . . .  (.x- i,,) , wo .J. 1 , )., , • • . A11 

Zah Jen vor·stel len , en t wickel t we rd en ka1 1 1 1 .  U n te 1· Verwend n ng d ieser· 
Eigenschaft werden w i r  jetzt vo1 1  e iner r-normalen Gleic h u ng (r -::::; n-- 1 )  

j (.x) a0 .v" + a1 .vn-1 + . . . a11 0 
e ine  Wurzel n1 besti m men . Wfr werden d i ese Wurzel erzeugen a.ls 

Limes · einer posi t i v-konvergen te 1 1  Rei he  (>p Q, ,  Q 8 ,  • • •  , in welcher 
.fiir jedes l' 

(' - (' � 2--v , 
v+l v 

wa.h rend i1 berdies sogar, ausgenommen fiil' hoc/is tens " Werte von u ,  

(l,+ ; -Q, = 0. 
Dabei w i rd jedesrnal !!m+i fo lge1 1dermassen a.us Q,,, hergele i te t : 

We1 1 1 1 w i 1· for e ine  gewisse 1 1atti l " lil' he  Zah l rn 2 1 iiber ('"' v erfogen 

als Wurzel der n ormalen Gleich ung 
n-a n--7 -�1 /,11 (.x) = a. .v "' + a, +i :v "' +- . . . an = 0 (am � n - 1 ), m m 

deren l i nkes G l ied ein E1 1dsegm e n t  vo1 1  .f (x) darstel I t ,  
0 -::;_ T < a,,. derartige posi t i ve  Gri)ssen mg-r: hekan n t  

l a-r: I  < mP-r: (0 -::::; T < <Im) 1 1nd jede nomiale Gleichung 
n� o +i 

b0 .x" t . . . b, -l :v "' + f,11 (.v) = 0, Ill 

wahrend for 
s ind ,  dass 

i n  welcher I b-r: \ < mg-r: (0 -::::; T < <1,,.) ,  ein e  u m  hochstens 2-m von (>m 
versch iedene W u rzel hes i t zt ,  so hesti m men wi r Qm+i als W u rzel 
emer n ormalen G leic h u ng 

.f.11+1 (.x) - a"m+l .v" · -•m+t t · · · a,, = 0 (<1m+1 � Om ), 

1\ Vgl.  die in diesem Jahre erschienenen Beweise von H. WEYL, Math. 

1 924 E 

Zeitsohr. 20, S. 142-146, und von L. E. J. BROiJWER und B. DE LooR, diese , [ 1] 
Proceedings 27 ,  S .  186--188. 
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wobei  fo r· 0 <::'. T < 6111+1 derartige posi ti ve Grossen 111+1,qT bekan n t  
sind ,  <lass f aT I < 111+19T (0 <::'. T < <1111+1) und jede normale Gleichung 

ti-• + 1  b0 m "  + . . . b. 
+ 

- 1  m 111+1 t f.,.+1 (x) - 0, • 111 I 

i 1 1 welcher l bT ! < 111+1,qT (0 <::'. T < 6,,+1) eine n m  hochstens 2 --m- 1 
von !!m+1 vel'seh iedene W n rzel besi tzt .  

Diese Best im 11 1 11 1 1g  �esch i eh t  wie fo lgt : Wir schlagen in der .1·-Ebe11e 
u m  (!111 rn i t  einem Rad ius  <::'. 2-111-1 einen K rnis, der  von alien W n r
ze l 1 1  vo1 1  f,,, (.'V) = 0 e i 1 1en vo 1 1  0 posi t iv -ve 1·seh iede1 1en Abstand besi tz t .  
Sei !..·111 das vom ahsoluten W erre von j;11 a1 1f  d i esem K reise ange-
1 10 1 1 1 1 1 1 e 1 1 e  Min imum und  11,/tT for 0 <::'. T < 1J711 eine  solche posi t ive 
Grosse, dasi; anf dem genann ten K reise 

I 11-0 +1 1 b0 ,r," --l- • • . b. - -1 ,r, m 1 < k111 

f'iir l bT : < 11.ltT (0<::'.T< 6111)· A l sdann besi tzt j ede normale Gleicl 1 1 1ng 
!I -- · +i . 

b0 ;i;" +- . . . b. _ 1 .v 111 + t m (.v) = o, m . 

fii 1 · welehe l bT I <  ,,Jh (OST< 6111) , i nnerhalb des genann ten K reises 
e i 1 1 e  W 1 1 rzel .  

Je tz t  ko1 1 1 1en wir entwed1'1 ' die U 11g le ichunge11 l aT I <  ,,/1T (0 <::'. T < 1J111·) 
herl ei ten ,  i n  welchem Fal le  w i r, n m  unser Ziel zu erreichen , ll lll' 
l'm+1 = (!111 und  /;11+1 (.r,) =fm (:r) zn setzen brauchen ,  oder eine  norm ale 
G leie h u ng 

deren  I i  1 1  kes G l ied w ieden1 1n  ei 1 1  E 1 1dsegmen t von J (:v) darst el I t, 
bi lden ,  nnd vo1 1  derselbe 1 1  ei 1 1e  11 1 1 1  hocbstens 2-m von Q111 versch ie
de 1 1e  W 11 l'Zel {11111 angeben . 

I m  letzteren Fal le  v erfahren w i r  m i t  f'm und ()1711 genau so, wie 
vorh i 1 1  rni t  /,,. und (l11, , sch lagen al so i 1 1  der ;J:-Ebene nm (l1m mit  einem 
Rad i us <::'. 2 - 111 _ ,  e ine1 1  K re is ,  der vo 1 1  a l ien W 1 1 rzeln vou f',,. (x) = 0 
e ine1 1  von 0 posi t i v-versch i edenen A hsttwd  besi tzt. Sei k',,. das vorn 
abso ln te 1 1  Wert.e Yon /',,. a1 1f  d iesem K reise a1 1g-enom me11e Min imum 
und mh'T for 0 <::'. T < o',,. erne soll' he  positi ve Grosse, <lass auf dern 
ge1 1a1 1 1 1 t e1 1 K reise 

I ti-- o' +t '  I , b0 Mn -f- • • •  bo'111- J il1 "' i < k m 

fiir i hT J <  mh'-r (0 <::'. T < 61,,.). Alsdan n  besi tz t  j ede  nonnale Gleichung 
7 )  __ ,, ,  +i I bo Ai" + _ . .  ba' -1 Ai 111 + j m (111) = 0, m 

for welche  l bT j  < ,,.J1 'T (0 <::'. T < o',.. ) ,  i r1 1 1erhalb des genannten Kreisei;i 
ei ne \V 1 1 rzel . 
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Jetzt konnen w 1 r  w i ed er entweder die U ngle irhungen i rh i  < ,,J1'T 
(0 � T < d,,,) hede i ten, in welchem Fal le w i r, um 1 1 1 1 se1 · Z ie l  zu 
el 're ichen, 1 1 1 1 1' ()11.+1 = (!1m und  /111+1 (.v) f'm (.v) zn selzen brnnchen , 
oder ei ne normale Glei <· h u 11g  

11 - rr11 

j,;; (.v) a,,, .v 111 + . a,, = 0 (a;;, < <J,;, ) , 111 
del 'en l i n kes G l ied wiedern1 1 1  e i 1 1  Endsegment  vo1 1  f (.x) darstel l t , 
bi lden ,  und \' Oi l  derse l ben e ine u m  hod1 stens 2-111 von Q111 versc h iedene 
W n rzel u"m angeben . 

I m  letzteren Fal le  vel 'fahre 1 1  w i r  m i t  /'',,, und  (/111 gen an so, wie 
vorhin m i t  /111 1 1 1 1 d  Q,11 n nd m i t /',,, und l/m, n n d  finden da11 1 1 ,  dass 
wfr ent1cede1', nm n 11 Rer Ziel z 1 1  erreichen , n ur {1111+1 = (J11m nnd  
/m+l (.1·) -� f'1111 l :c )  z 1 1  8e l zen  bra uchen , oder eine normale G le ichung 

1/-'1111 ,,, , ( ·) - Ill + - 0 ( "'"' < " " ) f m  .1,. === af]111 ,r, - - • •  au - "m "nt , m 

bi lden nnd von dersel hen e ine  n m  h ikhste 1 1 s  2-m von Q111 ver8<' h iedene 
'V 1 1  rzel Q'"111 angehe 1 1  konnen . 

I ndem wir  i n  d i esel' Weise fortfah rnn , gelangen w i r  fii r e in  ge-

wisses 11 111 :::: n -1 z11 ei ner solehen normalen G leie h u 11g  f,�':111) (.x) m i t  
e iner so lchen 1 1  rn h tlc l r stens 2-111 von Q,,. versch ied enen W n rzel 

,)(µ,,.) dass wfr, u rn  11 1 1ser Ziel  z1 1  erreil'hen,  nu1· (pm) 
'm ' C?m+l ::=: Vm 

,! I' ) fm+1 (x) - /m "' (.:r) zn setze1 1  bra11l'hen . 

und  

Znr  Vervol ls tan d igung de1· Rernl'h n n ngsmethode fii 1 · d ie  W u rzel 
n1 von f (:v) = 0 h rnul' h t  n nn rneh 1· 1 1 u r  noch ei n Q 1  und /, (x) l ieferndes 
Vel'fahren angegeben z 1 1  werd e n .  Daz 1 1  geh e n  w ir ans vo1 1  eine1· auf 
j edem Fall bestehenden normalen Glei rhnng  

0 (00 � n- 1 ), 
de 1·e1 1  l i nk  es G lied ei 11 Endsegmen t von .f (x) d arstel I t , 1 1 nd  von e iner 
be l iebigen W u l'zel (10 von /0 (.r) . A mi  C!o u n d  .f0 (x) le i te1 1  w i r  da1 1 11 

() 1 = (!�Po) 11 11d /1 (.x) ==f0C"o) (:c) i n  analogel' Weise her ,  w i e  w i r  ohen , 

d f, ( ) _ (I'm) aus Qm n n  , "' .x , Qm+1 ·- C!in 
habe11 . 

u n d  f,,,+ 1  (.:c) f�1:,,,) (.1:) li ergele i te t 

; 2 .  

A n f  Grnnd des obigen ste l len w 1 r  n n s  z n m  Zie l ,  eine r-normale 
(r <:'.'.. n) Glei c h u n g  n- ten Grades 

J (.v) = a, .1!11 + a1 .vn-l + . . .  an = 0 
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i n  n Faktoren ersten Grades zu zerlegen . Hierbei durfen w i r  an
nehmen 1· � n- I ,  weil fiir r = n die Zerlegn n g  schon auf Grund 
des (beschrdnkten) Fnndamentalsatzes dm· A Zqebra, und zwar in der 
Form j (:i:) = (1 -{�1 x) ( l-;i, x) . . .  p-rl11.r) a,. , bewerkste l l igt  werden 
kann .  Wen n aber 1· � n- 1 ,  so kon1 1e 11 wir 1 1acb § 1 eine W u rzel i:r 1  

von J (x) = 0 beree h nen,  und weiter ein solches a., (0 � s � r) an
geben , <lass 

s-1 
wobei � ! av I = 0 fii r s = 0 gerechn e t  w i rd .  I n  der mit tels des ,=O 
Divis ionsalgori t h m us gefu ndenen Zerleg1 1 11 g  f (.1') = (.x-cci) (c0x11-1 + 
+ cl'v11-2 -f- . . . Cn - - i ) s te l l t  n un c0.r11-1 + . . . c11 1 = 0 e i n e  s-n ormale 
(s � 1·) G leich n n g  d ar. Fiit· die let ztere G leich u n g  kon1 1e1 1  w i r  ent
weder· (for s = n -1 )  a n f  Grund d es ( beschra1 1k ten) Fu 11 damen tal
sat:1,es der A lgebra eine Zerlegu ng in n - 1 L i n earfaktore n ,  oder (for 
s <; n-2) eine Wu rzel t12 best. i m me n ,  wora u f  w i r  i m  let.zteren Fal l e  
m i t  i h r  genau s o  weiter verfa h ren kon n e n ,  wie vor b i n  rn i t./ (�·) = 0 
geschehe11 ist .  

l n d em w i t· 1 1 1 d i eser Weise for t fahren ,  gelangen wir seh l iessli l 'h 
zn eine1· Zel' legu ng in Fak toren folgender Form : 

f(.i:) :-- (.'11-a1 )  (.x-a2) • • •  (x- -ap) ( 1 -tl1+1 .v) . . . ( 1 -p,. .x) c, (1 )  

w o  c posi tiv-versc h ieden von 0 u n d  /> > n-r is t .  Daneben gibt es, 
w i e  s ich  in derse l ben Weise herausstel l t ,  e i n e  Zer l egung gleirher 
Gesta l t ,  fru· welche aber· /I < n-r is t .  M i t h i n  k an n ,  w i e  eine k urze 
U e berlegung zeigt ,  d ie  Zerleg 1 1 1 1g in dei· Form ( I )  anch so be w erk
s te l l igt  werd e n ,  dass 71 = n-r ist .  
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Zur intuitionistischen Zerlegung mathematischer Grund
begriffe. 1) 

Von L. E. J. BROUWER in Amsterdam. 

Im § 3 meines Aufsatzes ,,Intuitionistische Zerlegung mathema
tischer Grundbegriffe" 2) wurden als ebene Einhiillungsbeziehun_qen von 
einem Punkt zu einer Punktspezies eingeflihrt die zwischen einem Punkt P 
und einer Punktspezies Q moglichen Relationen, die aus der Einbiillungs
und der Entfernungsbeziehung als Grundrelationen durch Einwirkung 
der Absurditiitsprii.dikate ableitbar sind. Lassen wir allgemeiner als 
Grundrelatinnen zu: erstens die Beziehung, welche darin besteht, da.B P 

zu einem Punkte von Q die positive Verschmelzungsbeziehung besitzt, 
zweitens eine beliebige Beziehung, welche darin besteht, daB P zu alien 
Punkten von Q die gleiche negative Verschmelzungsbeziehung (also 
entweder die AbweichuTigs- oder die Entfernungsbeziehung) besitzt, so 
kommen keine neuen EiTihiillnngsbeziehungen zustande, denn sowohl die 
genannten Grundrelationen wie die aus denselben durch Einwirkung der 
Absurditatspriidikate hervorgehenden Relationen, fallen, wie sofort er
sichtlich, unter <las im zitierten § 3 aufgestellte Relationenschema. 

Im § 4 des zitierten Aufsatzes wurden als ebene Verschmelzungs

besiehungen su·eier Punktspesies eingefiihrt die zwischen zwei Punkt
spezies Q und R moglichen Relationen, die aus der Zusammenfallung, 
der Abweichung und der Entfernung als Grundrelationen durch Ein
wirkung der Absurditiitspradikate ableitbar sind. Lassen wir allgemeiner 
als Grundrelationen zu : erstens eine beliebige Beziehung, welche darin 
besteht, daB alle Punkte von Q eine bestimmte positive Einhiillungs
beziehung (EinhiiUuug, AnschlieBung oder Anlehnung) zu R und alle 
Punkte von R dieselbe Einhiillungsbeziehung zu Q haben, sweitens eine 
beliebige Beziehung,  welche darin besteht, daB ein Punkt der einen 
Punktspezies eine bestimmte negative Einhiillungsbeziehung (Entfernung, 
Abtrennung oder Abweichung) zur anderen Punktspezies hat, so fallen 
wieder alle die genannten Grundrelationen sowie die aus denselben 
durch Einwirkung der Absurditatspriidikate hervorgehenden ReJationen, 
bis auf eine einzige A.usnahme, unter das im zitierten § 4 aufgestellte 
Relationenschema. Die einzige Ausnahme wird gebildet von der Weg-
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1) Der lnhalt dieses Aufsatzes wurde der Amsterdamer Akademie der Wiss. [1] 
am 28. Juni 1924 vorgelegt . . 

2) fahresber. der Deutschen Ma.th.-Ver. 33 (1925), S. 251-256. [2] 
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schiebungsbeziehung, welche darin besteht, daB eine der Punktspezies einen 
von der anderen Punktspezies abgetrennt liegenden Punkt enthii.lt, und 
welche weder mit einer dem betreffenden Relationenschema angehorigen 
Beziehung noch mit einer Kombination mehrerer solcher Beziehungen 
aquivalent ist. Fur die W egschiebungsbeziehung bestehen namlich fol
gende logische Zusammenhange: 

1. Es folgt einerseits aus der Entfernungsbeziehung die W egschie
bungsbeziehung, andererseits aus der Wegschiebungsbeziehung sowohl 
die Absonderungsbeziehung, wie die Abweichungsbeziehung. 

2. Aus der W egschiebungsbeziehung kann nicht auf die Entfernungs
beziehung geschlossen werden. 

3. Aus der Kombination der Absonderungsbeziehung und der Ab
weichungsbeziehung kann nicht auf die W egschiebungsbeziehung ge
schlossen werden. 

Die Aussagen 1. und 2. bediirfen keiner naheren Begriindung, wohl aber 
die Aussage 3., zu deren Rechtfertigung wir folgendes Beispiel aufstellen : 

[3] Wir gehen aus von zwei positi ven Zahl en p und q < 1 ,  die von 
der Spezies R der rationalen Zahlen abweichen, ohne von R abgetrennt 
zu liegen. Wir verstehen unter an bzw. bn die rationale Zahl, die man 
erhii.lt, wenn man die Dezimalbruchentwicklung von n bzw. von n + 1 
bei der n-ten Ziffer nach dem Komma abbricht, und definieren k1 nach 

[4] S. '252 meines zitierten Aufsatzes. Ferner setzen wir : 
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Pn = ak
+ p · IO - k· - 1

, wenn n groBer ist als eine gerade Zahl ku 
l 

andernfolls Pn = an + p . 1 0 - 11 ·- 1 ; 
!Jn = bk, + q · 1 O - k, - 1, wenn n groBer ist als eine ungerade Zahl k1 , 

andernfalls q,. = b,, + q . 10  - n ·- 1 ;  
p '  = lim Pn ; q' = lim q,, ; 
Q = <G (R , p', q') . 

Dann weicht Q von R ab ; denn es weichen ja p' und q' beide von 
R ab. Auch liegt Q abgesondert von R ;  denn es ist ja ausgeschlossen, 
daB p' und q' beide an R sich anlehnen (nehmen wir namlich einen 
Augenblick an , da.B p' und q' sich beide an R anlehnten; dann fiihrt 
die Annahme eines geraden k1 zur Ungereimtbeit q' = n + 1 ,  und die 
Annahme eines ungeraden k1 zu der Ungereimtbeit p' = n, so daf3 un
moglich eine Zahl k1 auftreten kann; das aber fiihrt zur Ungereimtheit, 
da.B sowohl p' = n, als auch q' = n + 1 gelten miiBten) . 

.Aber wir mussen mit der Moglichkeit rechnen, da/3 p' sick an it 
anlehnt; denn wir miissen ja erstens mit der Moglichkeit a rechnen, 
da.B ein gerades k1 existiert; zweitens miissen wir, da p von R nicht 
abgetrennt liegt, mit <ler Moglichkeit p rechnen, da.B p an R sich an-
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lehnt; wir miissen daher auch mit den kombinierten Moglichkeiten a und (3 
rechnen, d. h. mit der Moglichkeit, da.B p' sich an R anlebnt. Und aus 
demselben Grund miissen wir mit der Moglichkeit rechnen, da/3 q' an R 
sick anlehnt. Es ist also keine Rede davon, da.B wir behaupten konnten, 
da.B Q einen von R abgetrennt liegenden Punkt entbalt, w. z. b. w. 

Das mit der W egscbiebungsbeziehung vervollstandigte Schema der 
ebenen Verscbmelzungsbeziebungen zweier Punktspezies gestaltet sicb 
wie folgt : 

Entfernung 
"-

Wegschiie�mng Absonderung tlbereinstimmnng 

1 1 i 
AbwfidUUtng LoslOswn«J Kongruenz 

ZusammenfaU1mg � Verfleclitwng .. -c---->� Loswindung 

(Eingegangen am 18. 10. 26.) 
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1 924 G Mathematics. - "Bemerlcuugm zwn Beweise der ,qleiclmidss�qen 
Stet�qkeit voller Funktionen". By Prof. L.  E .  .J. B1wuw�;1t. 

(Communicated at the meeting of September 27 , 1924). 
� 1 . 

Die E n ts t e h un gsweise der beim 1 11 1  T i te l  angefohr ten Beweise 

[1] (d i ese Proceed ings 27, S. 1 89-1 93) im zweiten A bsalz \'On S. 1 90 

eingefiih rten woh lgeordn eten Spezies /s,, 1 . . .  "•· ei·fordert fol ge 1 1 d e  

nahere Erorterung : 
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Die Beweisfii hrung lc8,,1 . . . "r bi ldet eine w o h l geord n ete Spezies, \'On 

der j edes E l e m e n t  e1 1 tweder ei n F -Sch l uss oder ein s-Sc h l 1 1ss 

oder ei 11 N u  I le lernen t ist .  Mi tt  e ls  t ransfi n i ter Ind u k t  ion ergi bt  s icb 

aber die Existen z e i nes Gesetzes, das e inem bel iebigen , d ie Ver
sicherbarkeit e ines E lemen tes Ji',117n 1 . .  111 von 6 fests l e l lenden ,  Elemente 9 
e von k,.,. 1 . . . n ein sol r h es i n  lc8,, 1 . . . ,. n i c h t  hoher a l s  e geordnetes r r 
Element e0 von ks,,1 • . . 11,. zuord net ,  das enitens e i n  1 -Scb l u ss ist  u n d  

zweiteus ebenfalls die Versich-erbarkei t v o n  }:11111 1 . . . 111 fest ste l l t  1 ) . Wen n 9 
also k's,,1 . . · ",. die Beweisfiili r u ng vorstell t ,  d i e  aus ks,,1 . . . n,. ents t e h t, 

wenn alle Elernente vo11 k.,1 1 . • . ,.,. , welche ;-Sch liisse si nd oder d i e  

Vers icherbarkeit  e ines E lemen tes v o n  T festste l len ,  <lurch N u l le lemen te 

ersetzt wer·den ,  so i s t  ( w i e  , s ich  w i ed e rn m  m i t te ls  t ransfi n i tei· l n d uk

t ion  herausstel l t) a 1 1 c h  lc1811 1 • · "'r eine zur Herleitung der Versicher-

barkeit von F,111 . • • n,. ausrnic hende Beweisfiih rung. 

l )  Diese Eigenschaft kann auch wie folgt mittels des im § 3 zitierten (ilbrigens 
ebenfalls auf t ransfiniter Induktion beruhenden) Haupttheorems der Theorie der 
wohlgeordneten Spezies hergeleitet werden : Es stelle e die Versicherbarkeit von 

F mm1 . . . mg als s-Schluss fest 11nd es sei S die Vereinigung der E lemente Fm, 
Fmm1 , . . . . . Fmm1 . . . mg von �. Dann geht aus ksn1 . . .  nr 

auf Grun� des Haupttheo-

rems ein Gesetz hervor, das eine nach der W ohlordnung in ksn1 • . •  nr absteigende 

F'olge e, e', e", . . . e(t) von Elementen von ksn1 • . .  nr bestimmt, zu der eine solche 

•'olge YJ, YJ' , Y/', • • •  Y/(t) von Elementen von S gehort, <lass e,(v) fU r 0 :<:::: ll < t die 
Versicherbarkeit von r;M aus (wenigstens unter andern aus) derjenigen von Y/(v+I), 
e,(t) aber die Versicherbarkeit von Y/(t) aus derjenigen von einem oder mehreren 
nicht zu S gehorenden Elementen von µ herleitet. Dann aber ist e(t) ein die Ver
sicherharkeit von YJ = F mm1 . . .  mg feststellender F -Schluss. 
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Wenn w1r  n u n  i11 k'sn1 . . . 11,. jedes E lemen t ,  das ein F-Sch luss ist, 

d urch das Elemen t  vo11 1J, dessen Vers ich erbal'kei t es fostste l l t ,  
ersetzen , so entsteh t  die a. a .  0 .  eingefti.hrte woh lgeord11ete Spezies 
fsn1 . . 11,. , welche aber w egen des A uftretens eventuel l er N u l le l emen te 

nicltt uotwendig e in  erstes nic h t-versch windendes Element zu besi tzen 
branch t. Ein solches erstes Elemen t wi rd also a. a. 0. Z. 24 m i t  

Ull l'ech t  erwah n t ,  d ie 8eweiskraft des betreffende1 1  Passus w i rd jedoch 
hie 1·d 1 1 1·ch 1 1 ich t beei 1 1 1 raeh t ig t ,  wei 1 eben d i e  jetzt gegebene 1 1ahere 
8eschreibung de1· En tsteh 11 1 1gsweise \' On /s11 1 . . .  n,. for d i e  Herlei t 11 11g 

der V ers icherbarkei t der· Elem en te d ieser woh lgeord neten Spezies 
mitte ls k '.,, 1 . .  ,,,. olrne wei teres die A ussch al tm1g des �-Seh l  ussty p11s 

i mpl iz iert .  
A 1 1 d i e  obige Erorternng w i rd a. a. 0 .  A n sch luAs erhal ten , wenn 

dase l bst , S. 1 90 Z. 31  u1 1d Z . 35, k8,, 1 · · ",. d urch k '  .. ,,1 . · ",. ersetzt wird .  

H i nsic b tl k h  des a .  a. 0 .  i m  dri tte1 1  A bsalz vo1 1  S .  1 90 a11gegebe1 1en 
Verfahrens is l  we t ter zu bernerke 1 1 ,  dass (w ie  s ich m i l t e l s  t rawi

fi n i ter l 11 d 1 1k t ion in bezug au f ;�11 1 . . . 11,. ergibt) e in  in /,,,1 . · · ", ojters 

a1 1 ft ret emleR Eleme1 1 L  }1�1111 1 • • . "' vo1 1  ti dabei a 1 1 f  Grund des a1 1gefiihrl e11 (/ 
V erfahrens j edesmal i n  d iesel l ie woh lgeordne te  �pezies iibergeh t. 
Hiern1 1s  folgt i 1 1 sbeso1 1dere, dnss d ie  d u rch  Theorem 1 (a. 1:1,, 0 .  S. l �1 ) 
erk larte woh lgeord 1 1ete Spezies S ei ndeutig best i m m t  i s t .  

� 2.  

Das f >1'inzip der tra11s fir1 iten lnduktion, vo1 1  dem i 1 1  d iese111 Zusam- [2] 
men hang fort wahrend d i e  Rede is t ,  ka1 1 1 1  �ie fo lgt form 1 1 l iert w erden: 

Wenn j'iir ei11e wo!tf.qeordnete Spezies W und eine 1','iqe11sc!taft 
E /estste!tt : 

1 .  duss E erfiillt ist fii1' d11s erste (versclt1vind.ende oder nic!tt 1 er
scluoiwLeude) Ele111ent von W, 

2 .  <lass E, umrn sie e1/i1/lt ist filr die konstl'1lktive Untaspezies 
w von W, ehenfalls e1ful/t ist fiir w + e,  wo e eiue  U1·spezies von 
W vorstellt, 

3. dass, wenn bei einer beliehigen in eiuer Sum111 ierunp u + w1 
+ w, + w1 + . . .  = w besteltenden zweiten erzeugerulen Operation 
von W fill '  jedes ganze positive 1• aus de1· E1ju!lung von E fi.i.r 
u + w, + . . .  Wv -1 die E1fiillung von E filr u + w, + . . . w, fo(qt, 
au . .; der ErfUllung von E fifr u die Erj'illlung vou E fur 10 folgt, 

so ist E e1fiillt fu1· W. 
Fiir d ie H erlei tung von Theorem 1 (a. a .  0 .  S .  1 91 )  m it tels 
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d i eses P 1· i n zi ps i s t  ge1 1au ge1 1 o rn m e 1 1  d i e  a. a. 0 .  gest ' h e l i e n e  Ei 1 1 fU h rn 1 1 g  

\' Oll ;,,.1 . . .  "
,
. 1 1 i c h t  n o t i g ; auch t rn 1 1 s fi 11 i te I n d u k l io n  i n  bez u g· a. u t  

k',,. 1 . . .  "r oder sogar i n  bezug· a u f  lc.,.1 . . . .. 
,
. fti. h r t  z u m  Ziel . 

� 3 . 

Das s ich a. a. 0 .  als  beson d o rer Fal l von Theorem 1 erge be r 1 d e  

T h eo re m  2 kann a n c h  u n ahhangig· v o 1 1  Theorem 1 be w i esen w e r
d e n ,  u n d  z war m i tt.e l s  A 1 1 we1 1d u1 1g d es fo lge1 1 d en Haupttlte01·e11 1s  
der Theorie der wo!tlgeo1 ·dnete11 Spezies : 

[3] E£u Uesetz, melcltes i11 eitw· woli (qeol'llnetm S11ezif's W eiu Element 
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e' be.�ti11m1 t, wul jedon sc!wu besti11 1 1 1 1 l1m l!,'lemente 1:;('! en twedu die! 
Hernmun,q des P1·ozesses, od1w ein in W niedriyer 11 ls e('1 yeonluetes 

Eleme11t eC'+1l zuonlnet, hestimm t sic/1e1· eiue natill'f iclte Zahl u und 
ei11 zuye!tor�qes Element eC"\ dem es die Heuunzmy des P1·ozesses 

zu01·Jnet. 
Neh men w i r  1 1am l i c h  a.1 1 ,  <lass F. zn 6 gehort .  Ei 1 1em die Ver

s i ch erhark e i t  v o1 1  11� feststel l e 11de1 1  E l e m e n te e vo1 1  k. i s t  ei 1 1  in  
ks 1 1 ic l i t  hol ier  a ls  e geord 1 1 e l es E l e m e 1 1 t 0 e  von ks z ngeord 1 1 e t ,  <las 

a ls  1 -Sch l uss d i e  Vers ic li erl>nrkei t  v o 1 1  F, fes l s te l l t ; deni E l e m e n te 
• e  vo1 1  ks fii t· j ed es z n  tJ gel i i)r igo ]?_,,,_ e i u  i n  ks 1 1 i ed riger als 0e 
g·eord n etes Elemen t e'u v o 1 1  /c.,. d as d ie Vers icherbarke i t  v o 1 1  F"'· fest

stel l t ; j ed e m  e'"' ei11 i l l k. 1 1 i c h t  h olier als e'"' geurd lleles E l e m e n t  

0e'(i( v o n  k_., das a l s  1 -Sc h l uss d i e  Versich erbark e i t  VOil  Ji',," festst e l l t ;  
j edem 0e'r1. fu r jedes z u  a gehl'.lrige Fs,,_t3 eiu i n  ks nied riger a ls  , e',,. 
g·eord netes E l e tn e l l t  t:"u ,� v o n  k,, , Li as d i e  Versidierbarkei t von Fsu.� 
fest stel l l ; us w .  I m  Fal l e  e i n e r· ti 11 i t e 1 1  Meuge M gibt  es un ter den 

e'a e i n  i 1 1  k .. alll h (k hsle 1 1  guord neteti E l e m en t e' ; u n ter d e n  e"(i( /! e i n  
i n  le, am hik l i s t e 1 1  geord n e t eo E l e m e n t  e'' ; u s w .  W e i t e r  g i h r  es ein 
Gese tz ,  das d as Elelllen I e' d e m  Elemen t e  e,  <las E l e m e n t  e" dem 
Elem e n l e  e' ,  das Elemen t e' ' '  dem E lemen t e  e", usw. zuord n e t ,  w obei 

j edesmal  e('+1l i n  ks n i ed r iger als e<'J geord n e t  isl ; 1 1ach d e rn  oben 
zi t ierte1 1  Hau p t t h eorem d e r  Theorie d e r  w o h l geord n eten Spezies be
s t i m rn t  rn i l li i 1 1  d i eses G esetz ei 1 1e  natii rl ie l ie  Zah l  n m i t  der  E igen

sch aft ,  d ass r < n  for jedes eCvJ . Dies aber is t  n u r dann m ogl i c h ,  
wen 1 1  jedes E l e m e n t  vou 1.1 , <l as e i n e  V e rl an ge rn n g  v o n  Fs b i ldet  

u 1 1d  m i 1 1 de8tens z = n + l Walden el l t h a l t . zu r gebort .  V o 1 1  der 
letzteren E i gensc haft i st aber das zi t i e r t e  T h eorem 2 ei n e  u n m i t
tel bare Folge ' ) .  

' )  Der obige Beweis !asst sich formal noch etwas kiirzen, indem man, stall 
mit ks, mit f s operiert. 



Zur Begriindung der intuitionistiscben Matbematik 1). I. 
Von 

L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

Mengen und Spezies. Ihre VergJeichung. 

§ 1 . Der Mathematik liegt eine unbegrenzte Folge von Zeichen bzw. 
endlichen Zeichenreihen zugrunde, welche bestimmt wird durch ein erstes 
Zeichen und das Gesetz , das aus jeder dieser Zeichenreihen die nachst
folgende herleitet. Insbesondere ist zu diesem Zweck die Folge !; der 
,,N ummern" 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  . . . brauchbar. 

Eine Menge ist ein Gesetz , auf Grund <lessen , wenn immer wieder 
eine willkiirliche N ummer gewahlt wird, jede dieser Wahlen entweder eine 
bestimmte Zeichenreihe mit oder ohne Beendigung des Prozesses ·�) erzeugt, 
oder aber die Hemmung des Prozesses mitsamt der definitiven Vernichtung 

1) Die Reihe von Aufsatzen, die ich unter dieRem Titel in den Mathematischen 
Annalen veroffentlichen werde, soil eine erweiterte und wo notig emendierte Wieder
gabe bilden vom Inhalte meiner von 19 18  an in den Verhandelingen der Amster
damer Akademie erscheinenden Abhandlungen : ,,Begrundung der MengenlehrP unab
hangig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten" und ,,Begrundung der Funk
tionenlehre unabhangig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten". 

2) In dieser Mengendefinition kann selbstverstandlich die Moglichkeit der Be
endigung des Prozesses auch durch die Moglichkeit, daB nach einer be>timmten Wahl 
jede weitere Wahl anstatt einer Zeichenreihe immer wieder nichts erzeugt, ersetzt 
werden. 

Dem Umstand, daB die Mengendefinition langatmig ist, ist !eider nicht abzu
helfen. Zur Erleichterung des Verstiindnisses sei schon b ier auf den spPzie11en Fall 
hingewiesen, der eintritt, wenn sowohl von Beendigungen wie von Hemmungen des 
Prozesses Abstand genommen wird und wenn man iiberdies jede Wahl einer Nummer 
immer nur die Nummer selbst erzeugen laBt. Dieser Fall J iefert die im § 4 zur Be
handlung gelangende Menge C. 

1 925 A 
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seines Resultates herbeifiihrt , wobei fiir jedes n > 1 nach jeder unbe
endigten und ungehemmten Folge von n - 1 Wahlen, wenigstens eine 
Nummer angegeben werden kann, die, wenn sie als n - te Nummer gewahlt 

[3] wird, nicht die Hemmung des Prozesses herbeifiihrt. J ede in dieser Weise 
von einer unbegrenzten W ahlfolge erzeugte Folge von Zeichenreihen 3) 
( welche also im allgemeinen nicht fertig darstellbar ist ) ,  heil3t ein Ele
ment der Menge. Die gemeinsame Entstehungsart der Elemente einer 

[ 4] Menge M werden wir kurz ebenfalls als die Menge M bezeichnen. 

[302] 

Wenn zu jedem n in 2; eine solche Nummer k" bestimmt ist, dal3 
jedesmal, wenn bei der n - ten Wahl eine in 2; hoher als k,, liegende Num
mer gewiihlt wird , die Hemmung des Prozesses zustande kommt, so 
heiBt die Menge finit 4). 

W enn verschiede11e ungehemmte W ahlfolgen immer zu verschiedenen 
Folgen von Zeichenreihen fiihren, so hei13t die Menge individualisiert. 

Die Bestimmungsgesetze endlicher Folgen von Zeichenreihen sowie 
unbegrenzter Folgen von Zeichenreihen von der Art der Folge 2; bilden 
besondere Falle von Mengen, deren Elemente von den einzelnen Zeichen 
gebildet werden. Die Menge der Nummern, d. h. der Zeichenreihen von 2; ,  
werden wir mit A bezeichnen. 

Zwei Mengenelemente hei13en gleich oder identisch, wenn man sicher 
ist, dal3 flir jedes n die n - te Wahl flir beide Elemente dieselbe Zeichen
reihe erzeugt. 

Zwei Mengen he1Llen gteich oder identisch, wenn zu jedem Element 
der einen Menge ein gleiches Element der anderen Menge angegeben 
werden kann. 

Die Menge M heil3t eine Teilmenge der Menge N, wenn zu jedem 
Elemente von M ein gleiches Element von N existiert. 

Mengen und Elemente von Mengen werden mathematische Entitaten 
genannt. 

Unter einer Spezies erster Ordnung verstehen wir eine ( begrifflich 
fertig definierte) Eigenschaft , welche nur eine mathematische Entitiit be
sitzen kann, in welchem Falle sie ein Element der Spezies erster Ordnung ge
nannt wird. Die Mengen bilden besondere Fiille von Spezies erster Ordnung. 

Zwei Spezies erster Ordnung heil3en gleich oder identisch, wenn zu 
jedem Elemente der einen Spezies ein gleiches Element der anderen Spe
zies angegeben werden kann 

3) Inklusive des Charakters ihrer Fortsetzbarkeitsfreiheit, welche sich nach jeder 
Wahl belie big ( eventuell bis zur viilligen Bestimmtheit, jedenfalls aber einem Mengen
gesetze entsprechend ) verengern kann 

4) Insbesondere bilden also die unbeschrankt fortgesetzten Folgen von einzitfrigen 
Nummern die Elemente einer finiten Menge. 
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Unter einer Spezies zweiter Ordnung verstehen wir eine Eigenschaft, 
welche nur eine mathematische Entitat oder Spezies erster Ordnung be
sitzen kann, in welchem Falle sie ein Element der Spezies zweiter Ord
nung genannt wird. 

Zwei Spezies zweiter Ordnung heiBen gleich oder identisch, wenn zu 
Jedem Elemente der einen Spezies ein gleiches Element der anderen Spe
zies angegeben werden kann. 

In analoger Weise definieren wir Spezies n - ter Ordnung, sowie deren 
Gleichheit bzw. ldentitat, wo n ein beliebiges Element von A reprasentiert. 

Die Spezies M hei13t eine Tei'lspezies der Spezies N, wenn zu jedem 
Elemente von M ein gleiches Element von N existiert. LaBt sich i.iber
dies ein Element von N angeben, das nicht gleich einem Elemente von M 
sein kann, so heiBt M eine echte Teilspezies von N. 

Zwei Mengenelemente heiBen verschieden, wenn die Unmi:iglichkeit 
ihrer Gleichheit feststeht, d. h. wenn man Sicherheit hat, daB sich im 
Laufe ihrer Erzeugung nie ihre Gleichheit wird beweisen lassen. 

Zwei Spezies heiBen verschieden, wenn die Unmi:iglichkeit ihrer Gleich
hei t feststeht. 

Eine Spezies, von der je zwei Elemente entweder als gleich oder 
als verschieden erkannt werden ki:innen, nennen wir diskret. 

Wir sagen, daB die Spezies M aus der Spezies N herausragt, wenn 
N ein von jedem Elemente von M verschiedenes Element besitzt. 

Zwei Spezies M und N heiBen kongruent, wenn keine von beiden 
aus der anderen herausragen kann, mit anderen W orten, wenn jede fiir 
die Elemente der einen Spezies unmi:igliche Eigenschaft auch fiir die Ele
mente der anderen Spezies unmi:iglich ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn 
von den unendlichen Dualbruchentwicklungen des Einheitsintervalls M die
jenigen enthalt, von denen entweder feststeht, wieviele Ziflern 0 der ersten 
Zifler 1 vorangehen, oder daB gar keine Zifler 1 auftritt, und N diejenigen, 
von denen entweder feststeht, wieviele Ziflern 1 der ersten Ziffer 0 voran
gehen , oder daB gar keine Ziffer 0 auftritt. Offenbar sind zwei Spezies, 
welche beide einer dritten Spezies kongr:rnnt sind, auch untereinander 
kongruent. 

Eine mit M kongruente Teilspezies von N heiBt auch halbidentisch 
mit N. Dies ist z. B. der Fall, wenn M dieselbe Spezies wie im vorigen 
Absatz und N die Spezies der unendlichen Dualbruchentwicklungen des 
Einheitsintervalls vorstellt. 

Die Spezies, welche diejenigen Elemente umfaBt, welche sowohl zur 
Spezies M wie zur Spezies N gehi:iren ,  heiBt der Durchschnitt van M 
und N, und wird mit '1) (M, N) bezeichnet. DaB der Durchschnitt zweier 
Mengen keine Menge zu sein braucht, sehen wir ein, indem wir fiir M 
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eine einen einzigen unendlichen Dualbruch a und fiir N eine einen einzigen 
unendlichen Dualbruch b umfassende Menge wahlen, wahrend man von a 
und b weder die Gleichheit noch die Verschiedenheit beweisen kann. 

Die Spezies, welche diejenigen Elemente umfaBt, welche entweder zur 
Spezies M oder zur Spezies N gehoren , heiBt die Vereinigung von M 
und N ,  und wird bezeichnet mit ® ( M, N). Die Vereinigung zweier 
Mengen ist wiederum eine Menge, die Vereinigung zweier individualisierter 
Mengen braucht aber keine individualisierte Menge zu sein. 

Zwei Spezies M und N heiBen elemente/remd , wenn sie verschieden 
sind und unmoglich ein Element von M und ein Element von N existieren 
konnen, welche miteinander identisch sind. 

Sind M1 
und M" elementefremd und Teilspezies von N, und ist 

® (M1
, M

11 ) halbidentisch mit N, so sagen wir, daB N sich aus M1 
und M" 

zusammensetzt, und nennen M1 und M" Komplementdrspezies voneinander 
in N. Dies ist z. B. der Fall, wenn N samtliche Nummern umfaBt, 
M1 diejenigen Nummern, welche als Exponent der Fermatschen Gleichung 
diese Gleichung losbar machen, und M11 

diejenigen Nummern, welche als 
Exponent der Fermatschen Gleichung diese Gleichung unlosbar machen. 

Sind M1 
und M11 elementefremd und Teilspezies von N, und ® ( M1, M" ) 

und N identisch, so sagen wir, daB N in M1 
und M" zerlegt ist, und 

nennen M1 und M" konjugierte Zerlegungsspezies van N und sowohl 'M 1 

wie M11 
eine abtrennbare Teilspezies von N. Dies ist z. B. der Fall, 

wenn N samtliche Nummern umfaBt, M' diejenigen Nummern, welche 
hochstens fiinf Ziffern enthalten, und M" diejenigen Nummerrn , welche 
mehr als fiinf Ziffern enthalten. 

In analoger Weise wie den Durchschnitt und die Vereinigung von 
zwei Spezies definiert man den Durchschnitt und die Vereinigung emer 
willkiirlichen Spezies von Spezies. 

In analoger Weise wie zwei Komplementarspezies in N bzw. zwei 
konjugierte Zerlegungsspezies von N definiert man eine diskrete Spezies von 
Komplementarspezies in N bzw. eine diskrete Spezies von konjugierten 
Zerlegungsspezies von N. 

W enn zwischen zwei Spezies M und N eine eineindeutige Beziehung 
hergestellt werden kann, d. h. ein Gesetz, welches jedem Elemente von M 
ein Element von N zuordnet in solcher Weise, daB gleichen und nur 
gleichen Elementen von M gleiche Elemente von N entsprechen, und jedes 
Element von N einem Elemente von M zugeordnet wird, so schreiben 
wir M """ N, und sagen, daB M und N dieselbe Mdchtigkeit oder Kar
dinalzahl besitzen, oder gleichmdchtig sind. Die Menge der N ummern 
2 ,  3 ,  4 ,  . . . ist z. B. gleichmachtig mit der Menge der N ummern 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  
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Wenn jedem Elemente von M ein E lement von N zugeordnet ist in 
solcher Weise, daB gleichen und nur gleichen Elem en ten von JI gleiche 
Elemente von N entsprechen und die Spezies der Elementen von M zu
geordneten Elemente von N mit N halbidentisch ist , so sagen wir, daB 
M mit N halbgleichmachtig ist. 

§ 2. Eine Spezies heiBt endlich, wenn sie mit der Menge der X ummern 
eines gewissen ( eventuell fortfallenden ) Anfangssegmentes der Folge ( gleich
machtig ist. 

Eine Spezies heiBt unendlich, wenn sie eine mit A gleichmiichtige 
Teilspezies enthiilt, und insbesondere reduzierbar unendlich, wenn die be
treffende Teilspezies abtrennbar ist. 

Es existiert kein Grund zu behaupten, daB jede Menge oder Spezies 
entweder endlich oder unendlich sei. Dagegen steht fest, daB eine Spezies 
nicht gleichzeitig endlich und unendlich sein kann, und zwar auf Grund 
des folgenden Satzes : 

Haupte igens c h aft de r  e n d l i chen  S p e z i es .  Fiir jede Herstellungs
weise der eineindeuti:gen Beziehung zu·ischen einer endlichen Spezies E 
und der J.lfenge der Nummern eines An/angssegmentes von ( ,  kurz : /iir 
jede Ziihlungsiceise von E, uird dasselbe An/angssegment von ( benutzt . 

Bewe i s. Seien zwei Ziihlungen von E gegeben, von denen die ,,erste" 
das Anfangssegment 1 '  2 '  3 '  . . . ' T von ' benutzt ' wahrend die andere 
( als ,,neue Ziihlung" zu bezeichnen ) nicht u·eniger als 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  , T benutzt. 
Die Ziihlung, in welche die erste Zahlung <lurch Vertauschung der Ele
mente, denen bei der ersten und bei der neuen Ziihlung die Ziffer 1 zu
geordnet ist, iibergeht, werden wir als , ,zweite Zahlung" bezeichnen. Als
dann benutzen die erste und die zweite Ziihlung dasselbe Anfangssegment 
von ( ,  wahrend bei der zweiten und bei der neuen Ziihlung die Ziffer 1 
demselben Elemente von E zugeordnet ist. Die Zahlung, in welche die 
zweite Zahlung durch Vertauschung der Elemente, denen bei der zweiten 
und bei der neuen Ziihlung die Ziffer 2 zugeordnet ist, iibergeht, werden 
wir als ,,dritte Ziihlung" bezeichnen . Alsdann benutzen die erste und die 
dritte Ziihlung dasselbe Anfangssegment von (, wahrend bei der dritten 
und bei der neuen Zahlung die Ziffern 1 und 2 je demselben Elemente 
von E zugeordnet sind. In dieser Weise fortfahrend, gelangen wir schlieB
lich zu einer , ,letzten Ziihlung", welche einerseits dasselbe Anfangssegment 
von ( wie die erste Zahlung, also das Segment 1 , 2 ,  3 ,  . . . , T benutzt, 
andererseits die Nummern 1 ,  2 ,  . . .  , r je demselben Elemente von E zu
ordnet wie die neue Ziihlung. Hieraus folgern wir hinsichtlich der 
neuen Ziihlung, daB, nachdem wir die Nummern 1 ,  2 ,  . .  . ,  T denjenigen 
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Elementen von E zugeordnet haben. denen sie bei der neuen Ziihlung 
entsprechen, die Menge E erschopft ist, d. h. daB die neue Zahlung das
selbe Anfangssegment von ( benutzt icie die erste Zahlung, w. z. b. w. 

Auf Grund der Haupteigenschaft diirfen wir die Kardinalzahl einer 
endlichen Spezies mit der letzten Nummer der Folge (, die bei der 
Ziihlung der Menge benutzt wird, bezeichnen. Die Kardinalzahl einer 
Spezies ohne Element heiBt Null und wird mit O bezeichnet. 

Aus dem Beweise der Haupteigenschaft folgt unmittelbar, daB eine 
echte Teilspezies einer endli'chen Spezi'es E ni'cht mit E selbst glei'ch
machtig sein kann ( die entgegengesetzte Annahme fiihrt niimlich sofort 
auf einen Widerspruch ). lnsbesondere kann eine endliche Spezies nicht 
gleichzeitig unendlich sein. 

Sei U cine reduzierbar unendliche Spezies ; U1 die abtrennbare, mit 
A gleichmiichtige Teilspezies ; e1 , e� , e3 , . • . die Elemente von U1 ; U� die 
zu U1 in U konjugierte Zerlegungsspezies. Indem wir e1 mit e� , e� mit 
e:p usw. und jedes Element von U2 mit sich selbst korrespondieren lassen, 
erzeugen wir eine eineindeutige Beziehung zwischen U und einer echten 
Teilspezies von U. Mithin gilt der 

S atz : Jede reduzierbar unendliche Spezies U enthalt mit U gleich
machtige echte Teilspezies. 

§ 3 .  Das einfachste Beispiel einer unendlichen Menge bi1det die }Ienge A 
selbst, deren Kardinalzahl wir mit a bezeichnen werden. Spezies, welche 
diese Kardinalzahl besitzen, heiBen abzahlbar unendlich, so daB folgende 
Aussage gilt : Jede unendliche Spezies enthalt eine abzahlbar unendliche 
Teilspezies. 

Einfache Beispiele von abziihlbar unendlichen Spezies !assen sich in 
mannigfacher Weise angeben. Die Menge der positiven und negativim 
ganzen Zahlen ( d. h. gen au genommen die Menge der diese Zahlen be
zeichnenden Zeichenkomplexe) erscheint als abzahlbar unendlich, wenn 
wir diese Zahlen nach steigenden absoluten Werten ordnen. Die Spezies 
der rationalen Zahlen x erscheint als abziihlbar unendliche Menge, wenn 
wir jede dieser Zahlen als Wurzel einer bestimmten Gleichung p x  + q = 0 
( in welcher p und q moglichst kleine ganze Zahlen sind und p positiv 
ist) betrachten und diese Gleichungen nach der Summe der absoluten 
W erte von p und q ordnen. 

Um zu beweisen, daB auch die Spezies der algebraischen Zahlen eine 
abzahlbar unendliche Menge ist, bemerken wir zunachst, daB jede algebraische 
Zahl 1�· als Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffi
zienten und lauter einfachen Wurzeln betrachtet werden kann. Ist namlich 
{) gegeben als Wurzel der algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffi-
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zienten x ( x) = 0 , so ist sie auch Wurzel der lauter einfache Wurzeln 
besitzenden Gleichung mit rationalen Koeffizienten r; ( x) = 0 , wo 
x ( x) =-c= 17 ( x)  l; ( x )  ist und l; ( x )  den gro13ten gemeinsamen Teiler von x ( x) 
und x ' ( x )  vorstellt. 

Nun kann man von jeder algebraischen Funktion n - ten Grades mit 
ganzen rationalen Koeffizienten <p ( x) leicht fiir jede natiirliche Zahl v 
untersuchen, ob <p ( x) einen Faktor mit ganzen rationalen Koeffizienten 
'I' ( x)  vom Grade v enthalt Dazu wahle man v + 1 verschiedene feste 
gauze rationale Zahlen r0 , rl ' . .  . , r,. und fiir jedes r,11 einen beliebigen 
ganzzahligen Teiler T.11 von <p ( r." ) als hypothetischen Wert von 1P ( r,, ) .  
Durch diese I' + 1 W erte 1p ( r,, ,) ist die hypothetische Funktion 1P ( x )  be
stimmt, so daB man kontrollieren kann, ob sie in der Tat einen Teiler 
von (p ( x)  darstellt. In dieser Weise kann man mit jeder der endlich
vielen fiir das System der T,,, moglichen w ahlen verfahren. 

}Iithin kann die obige Funktion r7 ( x )  in Faktoren mit rationalen 
Koeffizienten (1 ( x ) ,  . . .  , C,. ( x )  zerlegt werden , welche irreduzibel sind, 
d. h. selber keine derartige Zerlegung mehr zulassen. Weil sich weiter 
fiir die Differenz zweier beliebiger W urzeln von r; ( x)  = 0 eine untere 
Grenze bestimmen la13t, so stellt, fiir ein einziges eindeutig bestimmtes v ,  
D eine Wurzel der Gleichung l;. ( x)  = 0 dar. 

Gehort {} als Wurzel zu noch einer anderen irreduziblen algebraischen 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten A ( x )  = 0 ,  so konnen A und (. sich 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. Denn sonst konnte man 
von l. (x)  und l;, (x)  einen gro13ten gemeinsamen Teiler mit rationalen 
Koeffizienten berechnen, dessen Grad sowohl von 0 wie vom Grade von 
wenigstens einer der beiden Funktionen A und (. verschieden ware, so 
da13 Jc und (,. nicht beide irreduzibel waren. 

Jede algebraische Zahl gehort mithin als Wurzel zu einer eindeutig 
bestimmbaren irreduziblen algebraischen Gleichung mit moglichst kleinen 
ganzzahligen Koeffizienten, von denen der erste positiv ist. Wahlen wir 
als Bestimmungsgrof3en einer algebraischen Zahl den Grad und die Ko
effizienten dieser Gleichung, so konnen wir die Spezies der algebraischen 
Zahlen nach steigenden Werten der Summe der absoluten Betrage der 
Bestimmungsgro13en ordnen und ihr in dieser Weise den Charakter einer 
abzahlbar unendlichen Menge verleihen. 

Die Spezies der Paare von Nummern ist eine abzdhlbar unendliche 
Menge ; wir brauchen , um dies einzusehen , diese Paare nur nach der 
Summe der zugehorigen ganzen Zahlen zu ordnen. Hieraus folgt, da13 eine 
Spezies, welche in eine abzahlbar unendliche Spezies von abzahlbar unend
lichen Spezies zerlegt ist, ebenfalls eine abzahlbar unendliche Spezies darstellt. 

[307] 
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§ 4. Ein zweites Beispiel einer unendlichen Menge bildet die Menge C 
der unbeschrankt fortgesetzten Folgen von Nummern, deren Kardinalzahl 
wir mit c bezeichnen werden. Obgleich die Menge C nicht reduzierbar 
unendlich ist, so besitzt sie dennoch, wie sich leicht zeigen laBt, analog wie 
die reduzierbar unendlichen Spezies, mit C gleichmachtige echte Teilspezies. 
Lassen wir der Folge von positiven ganzen Zahlen a1 , a2 , a3 , . • •  die reelle Zahl 

J_ + 1 + -�-1 - - + . . .  2 a1 2 a1+ a2 2 a, + a2+ a, 
entsprechen, so erscheint C als Erzeugungsmittel der dual entwickelbaren ") 
reellen Zahlen > 0 und < 1 .  Ordnen wir jeder Folge a1 , a2 , a3 , • • .  die 
reelle Zahl 

zu, so erscheint C als Erzeugungsmittel der dual entwickelbaren reellen 
Zahlen > 0 und < 1 .  Hieraus folgt unmittelbar, da.!3 C sich schlieB!ich 
auch als Erzeugungsmittel aller dual entwickelbaren reellen (positiven und 
negativen ) Zahlen , inklusive 0 , deuten laBt. Lassen wir der Folge 
a1 , a� , aa , . . . die reelle Zahl 

entsprechen, so erscheint die Menge C als Erzeugungsmittel der positiv
irrationalen ( d. h. von jeder beliebigen rationalen Zahl <lurch andere ratio
nale Zahlen getrennten ) Zahlen > 0 und < 1 . 

Die Spezies On der Gruppen von n unbeschrankt fortgesetzten Folgen 
von Nummern ist cine Menge derselben Kardinalzahl wie die Menge C .  
Um dies einzusehen, braucht man nur dem Elemente a1 , a2 , a:i , a 1 , • • •  

von C das Element 
a 1 a,, + 1  a-J n + l  

a2 an + ·! a2 n + �  

an a2 n aa n 

von C,, zuzuordnen. In dieser Weise bestimmt man gleichzeitig cine ein
eindeutige Beziehung zwischen den dual entwickelbaren Punkten eines 
n- dimensionalen Kubus und den dual entwickelbaren Punkten eines geraden 

'') Die reelle Zahl a heiBt hier dital entwickelbar , wenn fiir jeden endlichen 
Dualbruch e die Beziehung a >  e ( d. h. a wird durch einen endlichen Dualbruch 
e1 > e von e getrennt) sich entweder beweisen oder ad absurd um fiihren laBt. 
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Liniensegmentes ( aus welcher unmittelbar eine eineindeutige Beziehung 
zwischen den dual entwickelbaren Punkten des n- dimensionalen Cartesi
schen Raumes und den dual entwickelbaren Punkten der geraden Linie 
folgt ). Diese Beziehung ist aber nicht stetig : wenn man z. B. (bei kon
stanten a1 , • • • , an, an + a ,  a,. + 4 ,  • • •  ) a,. +� abwechselnd gleich 1 und 2 
wahlt und a,, + 1 unbeschrankt wachsen laBt, so bekommt man auf dem 
Liniensegmente eine gegen einen einzigen Punkt konvergierende Folge von 
Punkten, im n- dimensionalen Kubus aber eine nicht gegen einen einzigen 
Punkt konvergierende Folge von Punkten. 

§ 5. Zwei Spezies .M und N ( und ebenso die betreffenden Kardinalzahlen 
m und n) heiBen aquivalent, wenn durch ein Gesetz G1 jedem Element 
von .M ein solches Element von N zugeordnet ist, daB gleichen und nur 
gleichen Elementen von .M gleiche Elemente von N entsprechen, uml durch 
ein Gesetz G� jedem Element von N ein solches Element von .M, daLl gleichen 
und nur gleichen Elementen von N gleiche Elemente von .M entsprechen, eine 
Eigenschaft, welche wir auch durch die Formel m =, n ausdriicken. W enn [7] 
einerseits jedem Element von .M ein solches Element von N zugeordnet 
ist, daB gleichen und nur gleichen Elementen von .M gleiche Elemente 
von N entsprechen, andererseits aber kein Gesetz existieren kann, das 
jedem Elemente von N ein solches Element von .M zuordnet, daLl gleichen 
und nur gleichen Elementen von N gleiche Elemente von .M entsprechen, 
so schreiben wir m < n oder n > m und sagen, daB N ( bzw. n)  grof3er 
ist als JJ1 ( bzw. m ) , und daB .M ( bzw. m) kleiner ist als N ( bzw. n) .  

W enn wir nur wissen, daB jedem Elemente von .M ein solches Ele
ment von N zugeordnet ist, daB gleichen und nur gleichen Elementen 
von .M gleiche Elemente von N entsprechen , so schreiben wir auch 
m < n oder n > m ,  obgleich in diesem Falle nicht notwendig eine der 
Relationen m < n und m = n zu gelten braucht. 

Folgende Eigenschaften sind evident : 

1 . Die Relati"onen m = n ,  m > n und m < n schlief3en einander aus. 
2. Aus m = n und n = p folgt m = p ( denn aus m > n und n > p 

folgt m > p ) .  
3 .  Aus m > n und n > p folgt m > p .  Wenn man namlich jedem 

Elemente von .M ein verschiedenes Element von P zuordnen konnte, so 
konnte man weiter auf Grund von n > p au ch jedem Elemente von .M 
ein verschiedenes Element von N zuordnen. 

4. Aus m > n und n > p folgt :m > p .  Wenn man namlich jedem 
Elemente von .M ein verschiedenes Element von P zuordnen konnte, so 
konnte man jedem Elemente von N ein verschiedenes Element von Jl1, 
also auch ein verschiedenes Element von P zuordnen. 

[309] 
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Um ein Beispiel aquivalenter Spezies herzustellen, bezeichnen wir · 
mit K die Spezies der durch ein Gesetz definierten unbegrenzten Folgen von 
Nummern. Sodann bezeichnen wir auf dem Zahlenkontinuum ein lntervall 
mit den Endpunkten a .  2-n und ( a + 1 )  2-n bzw. mit den Endpunkten a .  2-n 

und (a + 2) 2-n (wo a eine beliebige ganze rationale Zahl und n eine beliabige 
natiirliche Zahl vorstellt ) als ein u - lntervall bzw. als ein 2 - lntervall. 
Alsdann kann eine beliebige, im geschlossenen lntervall ( 0, I )  iiberall 
definierte stetige Funktion bestimmt werden durch ein Funktionsgesetz, 
d. h. ein Gesetz, welches jedem zum lntervall ( 0 ,  1 )  gehorigen u - lnter
vall ua ein A. - lntervall A.b zuordnet in solcher Weise , daB aneinander 
grenzenden ua teilweise· iibereinander greifende 2b und ineinander enthaltenen 
ua ebenfalls ineinander enthaltene J.b entsprechen, und daB die Breite der A.b 
mit der Breite der entsprechenden ua gleichmaBig gegen Null konvergiert. 
Im besonderen Falle, daB die stetige Funktion dual geeicht ist, d. h. daB 
fiir die zu einem beliebigen geschlossenen x - Intervall x" gehorige Spezies 
von Funktionswerten rp a und fiir ein beliebiges 2 - Intervall J.b bekannt ist, 
ob CfJa in einem im engeren Sinne in .J.0 enthaltenen lntervall enthalten ist 
oder nicht , kann iiberdies das entsprechende Funktionsgesetz leicht ein
deutig so gewahlt werden, daB zu gleichen Funktionen immer gleiche Funk
tionsgesetze gehoren. Bezeichnen wir nun die Spezies der betreffenden 
Funktionsgesetze mit G und die Spezies der betreffenden dual geeichten 
Funktionen mit F, so haben wir zunachst auf Grund der Tatsache, daB 
sowohl die x - lntervalle wie die ), - lntervalle des Einheitsintervalls eine 
abzahlbar unendliche Spezies bilden, die Formeln k > g und k > f. Indem 
wir andererseits jedem Elemente e von K, das in obiger Weise mittels eines 
unendlichen regelmaBigen Kettenbruchs eine positiv-irrationale Zahl z. 
erzeugt , die Funktion mit dem konstanten Wert z. bzw. ein diese Funk
tion bestimmendes Funktionsgesetz zuordnen, gelangen wir zu den Formeln 
f > k und g > k .  Mithin sind die Spezies K ,  G und F aquivalent. 

Die Menge C ist gro(Jer als die Menge A. Ein Gesetz, das jedem 
Elemente g von C ein Element h von A zuordnet, muB namlich das 
Element h vollstandig bestimmt haben nach dem Bekanntwerden eines 
gewissen Anfangssegmentes a der Nummernfolge g .  Dann aber wird jedem 
Elemente von C, das a als Anfangssegment besitzt, dasselbe Element h 
von A zugeordnet, so daB die Formel a > c sich als kontradiktorisch 
erweist, wahrend man andererseits leicht ersieht, daB c > a  ist. Hiermit 
ist die Behauptung bewiesen. Die gleiche Beweismethode ergibt, daB die 

[8] Menge C auch gro(Jer ist als die Menge K .  

[310] 

§ 6. Eine Spezies M ( bzw. ihre Kardinalzahl m ) heiBt einer Spezies N 
(bzw. ihrer Kardinalzahl n) ubergeordnet und wir schreiben m 2;; n ,  wenn 
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jedem Elemente a einer gewissen Teilspezies 111.1 von 111. je ein Element fJ 
von N zugeordnet ist in solcher Weise, da.l3 die Spezies N' der fJ mit N [9] 
halbidentisch ist. Im besonderen Falle, daB N' mit N identisch ist, hei.l3t 
die Spezies 111. (bzw. ihre Kardinalzahl m )  der Spezies N ( bzw. ihrer 
Kardinalzahl n) uberlagert und schreiben wir m 2: n .  6) Im besonderen 
Falle, daB 111.1 mit 111. identisch ist, heiBt 111. ( bzw. m) N ( bzw. n)  super- [10] 
poniert und schreiben wir m 2:; n .  Ist schlie.l3lich sowohl N' mit N 
wie 111.1 mit 111. identisch, so sagen wir, daB N ( bzw. n )  von 111. (bzw. m )  
iiberdeckt ist, und schreiben m i n .  

W enn die Spezies 111. der Spezies N iibergeordnet ist, die Spezies N 
aber unmoglich der Spezies 111. iibergeordnet werden kann , so heiBt 111. 
( bzw. m )  von grof3erem Umfang als N ( bzw. n)  und schreiben wir m -!',� n .  

Wenn sowohl m 2; n ,  wie n 2; m ,  s o  hei.l3en 111. und N ( bzw. m und n )  
von gleichem Um/ ang und schreiben wir m �� n .  

Folgende Eigenschaften sind leicht z u  beweisen : 

1 .  Die Relationen m -"- n ,  m -;�. n und n --;:.. m schlief3en einander aus. 
2. Aus m 2; n und n 2:; p folgt m ;i; p .  Sei namlich N' die Spezies 

der Elementen von 111. zugeordneten Elemente von N, und p' bzw. p" die 
Spezies der Elementen von N bzw. N' zugeordneten Elemente von P. 
W enn nun ein von jedem Elemente von p" verschiedenes Element von 
P' existierte, so ware es einem Elemente von N zugeordnet, das eine fiir 
die Elemente von N' unmogliche Eigenschaft besa.l3e, was der Kongruenz 
von N und N' widerspricht. Es kann mithin kein von jedem Elemente 
von p" verschiedenes Element von p' existieren , d. h. p" und p' sind 
kongruent. Weil aber P und P' ebenfalls kongruent sind, so sind schlie.l3-
lich auch P und p" kongruent, also halbidentisch, w. z. b .  w. 

3. Aus m · n und n _C'_ p folgt m 0- p .  
4. Aus m :> n und n 2:; p folgt m -;':. p .  Wenn namlich p 2: rn ware, 

so ware wegen n i:; p auch n 2: m ,  was mit m :> n unvertriiglich ist. 
5. Aus m 2; n und n ::> p folgt m > p .  Wenn namlich p 2:; m ware, 

so ware wegen m 2:; n auch p i:; n ,  was mit n :> p unvertraglich ist. 
W enn die Spezies 111. der Spezies N iiberlagert ist, die Spezies R ab er 

unmoglich der Spezies 111. iiberlagert werden kann , so heiBt 111. ( bzw. m) 
von grof3erer Weite als N ( bzw. n)  und schreiben wir m > n .  

Wenn die Spezies 111. der Spezies N superponiert ist ,  die Spezies N 
aber unmoglich der Spezies 111. superponiert werden kann, so heiBt 111. 

6) \Venn m 2;; n ,  so bilden diejenigen Elemente von M, welche Elementen von 
N zugeordnet sind, eine Teilspezies 1'!1 von M, deren jedem Elemente ein solches 
Element fJ von N zugeordnet ist, daB die fJ eirre mit N identische Spezies bilden. 
Mithin folgt aus m 2;; n, daB M der Spezies N iiberlagert werden kann. 

[3 1 1] 
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( bzw. m) von gr6f3erer Ausdehnung als N ( bzw. n)  und schreiben wir 
m :> n .  Wenn N von M iiberdeckt ist, M aber unmoglich von N iiber
deckt werden kann , so heiilt M ( bzw. m )  von grofJerem Gewicht als N 
( bzw. n)  und schreiben wir m :�: n .  

Wenn wohl m 2; n ,  wie n 2; m ,  so heiJlen M und N von gleicher 
Weite und schreiben wir m · . n .  Wenn sowohl m i;  n ,  wie n i; m,  so 
heiJlen M und N von gleicher Ausdehnung und schreiben wir m -··- n .  
W enn sowohl m i n ,  wie n i m ,  so heiBen M und N von gleichem Ge
wicht und schreiben wir m �·,_ n .  

Folgende Eigenschaften leuchten unmittelbar ein : 

1 .  Die Relationen m -·- n ,  m :> n ,  n :> m ,  ebenso wie die Relatfonen 
m ="-"c n ,  m 5- n ,  n :> m, und die Relationen m -··· n ,  m > n ,  n - - m 
schliefJen einander aus. 

2. Aus m 2; n und n 2; p /olgt m 2; p .  Aus m i;  n und n i; p /olgt 
m i;  p .  Aus m i n  und n i p  /olgt m i p .  

3 .  Aus m ='.= n und n -·- p /olgt m =·= p .  Aus m � n und n ..-· p /olgt 
m -·� p .  Aus m ,.._._, n und n _·::c p /olgt m ,., p .  

4. Aus m :> n und n 2; p /olgt m :> p .  Aus m �', n und n 2; p /olgt 
m -; p .  Aus m s: n und n i p /olgt m > p .  

5.  Aus m 2; n und n :> p /olgt m :> p . Aus m 2; n und n � p /olgt 
m �::_ p .  Aus m i n und n > p folgt m > p .  

§ 7 .  Eine der Formel m :S: a geniigende Spezies M heiBt abzahlbar. Sie 
heiBt insbesondere zahlbar, wenn sie sich auf eine abtrennbare TeilFipezies 
von A eineindeutig abbilden laJlt. Gilt die Formel m = a, so heiJlt Ji 
nachzahlbar. Weiter nennen wir in den Fallen, die durch die Formeln 
m � a, m � a , m � a  und m � a  ausgedriickt werden, die Spezies M der 
Reihe nach auszdhlbar, iiberzdhlbar, durchzahlbar und au/zahlbar. 

Wahlen wir unter den Begriffen : , ,abzahlbar", ,,zahlbar", , ,nachzahlbar", 
,,auszdhlbar", , , iiberzahlbar", , ,durchzahlbar" und , ,au/zahlbar" einen be
liebigen aus und bezeichnen wir ihn mit dem Worte , ,x- zahlbar" , so folgt 
aus der oben erwahnten Eigenschaft, daB eine in eine abzahlbar unendliche 
Spezies von abzahlbar unendlichen Spezies zerlegte Spezies ebenfalls 
abzahlbar unendlich ist, unmittelbar , daB eine in eine x -zahlbare Spezies 
von x- zahlbaren Spezies zerlegte Spezies ebenfalls x-zahlbar ist. 

Zur naheren Erlauterung der x- zahlbarkeitsbegriffe bezeichnen wir 
mit dv die Y - te Ziffer hinter dem Koroma der Dezimalbruchentwicklung 
von :re, setzen m = kn ,  wenn es sich in der fortschreitenden Dezimalbruch
entwicklung von :re bei dm zum n - ten Male ereignet, daB dm dm+ i  . . .  dm u 
eine Sequenz 0123456789 bildet, und bezeichnen die Spezies der als Index 
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eines k" unmoglich auftreten konnenden geraden natiirlichen Zahlen n mit 
S1 und die V ereinigung von S1 mit der Spezies der ungeraden natiirlichen 
Zahlen mit 82 • Alsdann sind S1 und 82 beide abzahlbar , mithin auch 
auszahlbar und iiberzahlbar ; weder sl noch s'J sind zahlbar ; s2 ist nach
zahlbar, sl aber nicht ; weder sl noch s2 sind durchzahlbar oder auf
zahlbar �). 

Bezeichnen wir mit S3 die Menge von ungehemmten W ahlfolgen, 
welche entsteht, wenn die Wahl von 3 ,  4 ,  . . . immer zur Hemmung des 
Prozesses fiihrt, wahrend nach einer Wahl von 1 immer sowohl 1 wie 2 
ohne Hemmung gewahlt werden kann, nach einer Wahl von 2 jedoch nur 2 
ohne Hemmung gewahlt werden kann, so ist 83 nicht abzahlbar, also auch 
weder zahlbar noch nachzahlbar, ebensowenig iiberzahlbar oder aufzahlbar, 
wohl aber auszahlbar und durchzahlbar. 

Bezeichnen wir mit 84 bzw. S0 den Durchschnitt der Spezies, welche 
die unendliche Dezimalbruchentwicklung von n als einziges Element ent
halt , mit der Spezies derjenigen unendlichen Dezimalbruchentwicklungen, 
die unendlichviele Paare von gleichen aufeinanderfolgenden Ziffern auf
weisen, bzw. eine Sequenz 0123456789 enthalten, so sind 84 und 85 beide 
abzahlbar, mithin auch auszahlbar und iiberzahlbar ; weder 84 noch S5 
sind nachzahlbar ; S5 ist zahlbar , 84 aber nicht ; weder S4 noch S:, sind 
durchzahlbar oder aufzahlbar. 

Bezeichnen wir mit 86 die Spezies derjenigen natiirlichen Zahlen n ,  for 
welche die n - te und die (n + 1 ) - te Ziffer der unendlichen Dezimalbruch
entwicklung von n gleich sind, so ist s6 abzahlbar und zahlbar, aber nicht 
nachzahlbar ; wohl aber aufzahlbar , mi thin auch auszahlbar , iiberzahlbar 
nnd durchzahlbar. 

l1m ein geometrisches Beispiel einer zahlbaren Spezies zu geben, 
schicken wir folgende Definitionen voraus : 

Wir wahlen in der Euklidischen Ebene ein rechtwinkliges Koordinaten
system und verstehen unter einem x - Quadrat ein Quadrat mit den Eck
punkten (a . 2-n, b .  2- n ) ,  (a . 2 -n, b .  2- + 2-n) (a . 2-n + 2-n , b . 2-n), (a .2-n  
+ 2-n , b . 2-n + 2- n ) ,  wo a eine beliebige ganze rationale Zahl und n 
eine beliebige natiirliche Zahl vorstellt. Unter einem Bereich verstehen 
wir eine solche Spezies der Kardinalzahl a von x - Quadraten ( einschlieB
lich der Grenze ) , daB sich zu jedem x - Quadrat x ' des Bereichs eine 
endliche Menge von ebenfalls zum Bereiche gehorigen x - Quadraten an
geben laBt, welche x' vollstandig einschlieBen. LaBt sich iiberdies von 

') Wo hier und im folgenden vom Nichtbestehen eines x · zahlbarkeitspriidikates 
fiir ein S, die Rede ist, ist dies so zu verstehen , daB der jetzige Stand der Wissen
schaft keinen Grund abgibt, das Pradikat dem betreffenden s. zuzusprechen. 

[1 1] 
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jedem Y. - Quadrate angeben , entweder da.13 es von einem bestimmten An
fangssegmente des Bereichs tiberdeckt wird, oder da.13 es von keinem Anfangs
segmente des Bereichs tiberdeckt wird , so hei13t der Bereich ein Gebiet. 
La13t sich ftir zwei willktirliche Y. - Quadrate des Bereichs entscheiden , ob 
sie sich durch einen vom Bereiche tiberdeckten Streckenzug verbinden 
lassen, so hei13t der Bereich dif ferenziert. Lassen zwei willktirliche Y. - Quadrate 
des Bereichs sich durch einen vom Bereiche tiberdeckten Streckenzug ver
binden, so hei13t der Bereich einf ach. 

Wir denken uns nun einen differenzierten Bereich fJ ,  und lassen aus 
der entsprechenden Quadratspezies diejenigen x - Quadrate fort, welche sich 
mit einem vorangehenden ( d. h. einer frtiheren Nummer zugeordneten) x-Qua
drate von fJ durch einen von fJ tiberdeckten Streckenzug verbinden lassen. 
Die tibrigbleibenden Quadrate bilden eine zahlbare Spezies Y. 1, Y.11, x"', . . .  , 
und jedes Quadrat Y.M bildet zusammen mit denjenigen Y. -Quadraten 
von fJ ,  welche sich durch einen von fJ tiberdeckten Streckenzug mit Y. M 
verbinden lassen , einen in fJ enthaltenen einfachen Bereich. Wir haben 
mithin den Satz, da.13 jeder differenzierte Bereich in eine zahlbare Spezies 
von einjachen Bereichen zerlegt ist. 

( Eingegangen am 20. 6. 1924. ) 



Mathematics. - "/ntuitionistischer Beweis des fordanschen Kurven� 
satzes." By Prof. L. E. J. BROUWER. 

(Communicated at the meeting of June 27, 1925.) 

§ 1 .  linter einer ebenen Kernspezies verstehen wir eine Spezies von 
Punktkernen der Ebene. 

linter einer geschlossenen stetigen Kurve S verstehen wir eine ebene 
Kernspezies, welche eindeutiges Bild eines mit einem limlaufssinne ver� 
sehenen (als Kernspezies zu betrachtenden) Quadratumfanges K ist. 

1 925 B 

Nach Bd. XXVII, S. 1 93 dieser Proceedings ist die geschlossene stetige [1] 
Kurve S gleichmassig stetiges Bild des Quadratumfanges K. 

linter einer Jordanschen K urve J verstehen wir eine geschlossene 
stetige Kurve, welche als Abbildung des Quadratumfanges K eine stetige 
(mithin eindeutige und nach Bd. XIII, Nr. 2, S. 4 der Verhandelingen [2] 
dieser Akademie auch gleichmiissig stetige) limkehrung besitzt. 

Auf Grund der Beziehung zwischen J und K existiert zu jedem e ein 
solches mit <: gegen 0 konvergierendes (d.h. positiv�konvergierendes) e1 , 

class die Bildpunktkerne A' und B' auf K je zweier Punktkerne A und 
B von /, deren Entfernung < e 1 ) ist, eine Entfernung < <:1 besitzen, so 
class auch die Breite von einem der Bogen A' B' von K kleiner als e1 
ist und somit die Breite von einem der Bogen A B  von J kleiner als e2, 

wo e2 mit e1 , also mit e, gegen 0 konvergiert. 
1 

Sei nun e so gewiihlt, class das zugehorige e2 < .3 der Breite von J ist, [3] 

und seien A. B und C drei derartige Punktkerne von /, class e (A', C) < t e 
und e (C, B) < t e. Alsdann kann man entweder einen A, B und C 
enthaltenden Bogen von J der Breite < e2 oder fiir je zwei der Punkt� 
kerne A, B und C einen Abstand > 0 bestimmen. Im letzteren Falle sei 
AaB ein Bogen von J der Breite < 1-'2 ; zu diesem Bogen muss C ent� 
weder gehoren, oder von ihm einen Abstand > 0 besitzen. Im ersteren 
Falle hat man wiederum einen A, B und C enthaltenden Bogen von J 
der Breite < f'2 ; im letzteren Falle unterscheiden wir zwei linterfalle : 
1 .  Es gibt einen den Punktkern B enthaltenden Bogen Aa B(J C von J der 
Breite < e2, der also wiederum als A, B und C enthaltender Bogen von 
J der Breite < e2 auftritt. 2. Es gibt einen Bogen Cy A von J der Breite 
< c2, von welchem B eine Entfernung > 0 besitzt. Alsdann hat derjenige 
Bogen C B  von /, von dem A eine Entfernung > 0 besitzt, eine Breite 
> <:2, so class die Breite des Bogens Cy Aa B von J kleiner als e2 sein muss, 

I) Die Formel a >  b (a grosser als b), wo a und b reelle Grossen vorstellen, besagt in 
d.iesem Aufsatze. <lass eine natiirliche Zahl n angegeben werden kann, so <lass a - b :c2-n. 

[315] 
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und wiederum ein A, B und C enthaltender Bogen von J der Breite < e2 
existiert. Aus der Annahme class (! (A. C) < -} e und (! (C, B) < t e folgt 
mithin fiir drei Punktkerne A, B und C von J immer die Existenz eines 
A, B und C enthaltenden Bogens von J der Breite < F2• 

Sei nun in J eine t F-Kette gegeben. Wenn wir je zwei aufeinander
folgende Punkte dieser Kette durch einen Bogen von J der Breite < e2 
verbinden, erzeugen wir eine ganze (positive, negative oder verschwin
dende) Totalanzahl von Umlaufen von /, die wir die Ordnung der Kette 
nennen. Auf Grund des Resultates des vorstehenden Absatzes wird die 
Ordnung einer in J gelegenen -} t>Kette durch eine -�- e-Abiinderung in 
J nicht geiindert. 

§ 2. Sei P ein von J vollstiindig entfemter, d.h. von J einen Abstand 
> 0 besitzender Punkt. Wir wahlen 1/' < t E in solcher Weise, class 
u (P, /) > P11 > 0. Sei / eine solche Grosse < tr", class fiir je zwei in einer 
Entfernung < t1 voneinander gelegene Punktkerne A und B von J die 
Breite von einem der Bogen A B von J < e" ist. Sei weiter x0 eine in J 
gelegene kanonische, d.h. J genau einmal im positiven Sinne ohne Um
kehrung des Richtungssinnes durchlaufende r' -Kette und x2 eine beliebige 
in J gelegene r' -Kette. Alsdann kann x2 in J durch eine endliche Folge 
von r" -Abanderungen in bezug au[ x0 kanoni:;iert, d.h. in eine solche 
Kette x3 ubergefiihrt werden, welche aus einer ganzen (positiven, nega
tiven oder verschwindenden), mit der Ordnung von x2 identischen An
zahl von aufeinanderfolgenden mit x0 zusammenfallenden Ketten besteht. 

Sei Q ein Quadrat, das in seinem Inneren P und in einer Entfernung > e" 
von seinem Umfang J enthi:ilt. Wir zerlegen Q in kongruente, homothetische 
Teilquadrate q mit einer Seitenlange < -h c' .  Unter diesen q-Quadraten 

[4] wahlen wir eine Teilspezies r" aus, welche alle in einer Entfernung 
> t e' von J liegenden q-Qua<lrate enthalt, wahrend alle zu ihr geho
renden q-Quadrate in einer Entfernung > { t:' von J gelegen sind. Der 
Teilspezies r ' fogen wir alle diejenigen q-Quadrate hinzu, welche in 
einem von r' bestimmten, J nicht enthaltenden Komplementarbereich ge
legen sind, und demzufolge einen Abstand > k t:' von J besitzen. Durch 
diese Hinzufogung geht r ' in eine Spezies r von q-Quadraten iiber, welche 
innerhalb Q nur einen einzigen Komplementarbereich bestimmt und alle 
in einer Entfernung > -.:\ c' von / liegenden q-Quadrate enthalt, wahrend 
alle zu ihr gehorenden q-Quadrate in einer Entfernung > t 1/ von J 
gelegen sind. 

[316] 

Sei /-1° der grosste P enthaltende ganz von r iiberdeckte Bereich. Der 
nicht im Umfange von Q gelegene Tei! der Grenze von (J0 (ebenso wie 
von einem beliebigen unausdehnbaren ganz von r iiberdeckten Bereich) 
ist zusammenhangend und jeder seiner Punkte besitzt von J eine Ent
fernung < �J- t1 und > t t:' . Wir unterscheiden nun zwei Falle : 

1 .  D e r  U m  f a n g  v o n  Q g e h  6 r t  n i c h  t z u r G r e n z  e v o n  j3°. 
Sei x' eine aus in der Grenze n von (3° in positivem Sinne in jeweiligen 
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Abstanden gleich 1\ E1 aufeinanderfolgenden Eckpunkten von q-Quadra
ten bestehende, in ;i kanonische Kette. In bezug auf diese Kette i/ (d.h. 
in bezug auf die aus den Verbindungsstrecken der sukzessiven Punkte 
von x' hervorgehende geschlossene polygonale Linie) besitzt P die 
Ordnung 1 .  Indem wir der Reihe nach jeden Punkt von x' durch einen 
in einer Entfernung < it 1/ gelegenen Punkt von J ersetzen, erzeugen 
wir eine Reihe von Ketten x; ,  x;, x� • . . .  <,. wo x� = x11 eine in J gele
gene fJ -Kette vorstellt. Sei x� = . . . R S  T . . . und x�+ I = . . .  R S, T . . . . dann 
kann weder das Dreieck R S  S, noch das Dreieck T S  S, den Punkt P 
in seinem Innern enthalten. Hieraus folgt, class P in bezug auf x' und p 
x �+i fiir jedes p die gleiche Ordnung, mithin auch in bezug auf x' und 
x" die gleiche Ordnung besitzt, so class die Ordnung von P in bezug 
auf x11 gleich 1 ist. 

Sei x� = . . . RSU . . . bzw . . . . RU . . .  eine in J gelegene s11-Kette, 
welche durch ei?e r11 -Abanderung in eine in J gelegene i-:11 -Kette 
x� = . . . RTU . . .  iibergeht. Alsdann ist es ausgeschlossen, class eines 
von den Dreiecken RST und UST bzw. class das Dreieck RTU den 
Punkt P in seinem lnnern enthalt, so class P in bezug auf x' und in g 
bezug auf x� die gleiche Ordnung besitzt. W enn wir also die im vorigen 
Absatz bestimmte Kette x11 <lurch eine endliche Falge v6n r11-Abanderungen 
in J in bezug auf x0 kanonisieren, erhalten wir eine in J gelegene E1 -Kette 
x, in bezug auf welche P noch immer die Ordnung 1 besitzt. 

Wenn wir je zwei aufeinanderfolgende Punkte von x durch einen 
Bogen von J der Breite < 1/1 verbinden, erzeugen wir eine eine ganze 
Totalanzahl a von Umlaufen von J darstellende geschlossene stetige 
Kurve V, in bezug auf welche P die Ordnung 1 besitzt, so class a 
nicht verschwinden kann und die Ordnung von P in bezug auf J 

1 
gleich - ist. Weil aber die letztere Ordnung eine ganze Zahl sein muss, 

a 
so ist a entweder gleich + 1 oder gleich - 1 ,  und auch die Ordnung 
van P in bezug au{ J entweder gleich + 1 oder gleich - 1 .  

2. D e r U m f a  n g v o n Q g e h  6 r t  z u r G r e  n z e v o n (3°. Alsdann 
kann P <lurch eine in einer Entfernung > 0 von J gelegene unendliche 
polygonale Linie mit dem Unendlichen verbunden werden, so class die 
Ordnung van P in bezug au{ J gleich 0 ist. 

Aus den fiir die obigen Falle 1 .  und 2. hergeleiteten Ordnungseigen
schaften folgt, class fiir einen beliebigen von J vollstandig entfernten 
Punkt P die Entscheidung zwischen den Fallen 1 .  und 2. unabhangig 
von der Wahl der (den Bedingungen E11 > 0, E11 < t E und E11 < e (P,J )  
geniigenden) Grosse i-: 11  ausfallt. 

§ 3. Seien P, und P2 zwei von J vollstandig entfernte Punkte. Wir 
unterscheiden drei Falle : 

1 .  P, u n d  P2 b e f i n d e n  s i c h  b e i d e  i m  e r s t e n  F a l l e  v o n  § 2. 
Alsdann wahlen wir E11 in sowohl fiir P, wie fiir P2 passender Weise, 

[317] 
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d.h. so class sowohl P1 wie P2 eine Entfernung > E11 von J besitzt, und 
bestimmen nach § 2 ein entsprechendes Quadrat Q, eine entsprechende 
Spezies r von q-Quadraten, und in r die zu P1 bzw. P2 gehorigen 
Bereiche fi1 ° und fi2°. Waren nun fi1 ° und /�2° verschieden, dann besasse 
P2 in bezug auf x' 1 die Ordnung 0, mithin der Reihe nach auch in 
bezug auf x1", x1 , V1 und J die Ordnung 0. Aus diesem Widerspruche 
folgern wir, class /31 °  und /-12° identisch sind, dass also P1 und P2 durch 
einen van J vollstandig entfernten endlichen Streckenzug verbunden 
werden konnen. 

2. P1 u n d  P2 b e f i n d e n  s i c h  b e i d e  i m  z w e i t e n  F a l l e  v o n § 2. 
Alsdann wahlen wir wiederum f:" in sowohl fiir P1 wie fiir P2 passender 
Weise, und bestimmen nach § 2 ein entsprechendes Quadrat Q und 
eine entsprechende Spezies r von q-Quadraten. Hierauf kann sowohl 
P1 wie P2 durch einen von J vollstandig entfernten endlichen Streckenzug 
mit dem Umfang von Q verbunden werden, so dass P1 und P2 auch 
untereinander durch einen van J vollstandig entfernten endlichen Strecken
zug verbunden werden konnen. 

3. V o n  d e n  P u n k t e n  P1 u n d  P2 b e f i n d e t  s i c h  d e r  e i n e  i m  
e r s t  e n, d e  r a n d  e r e  i n  z w e  i t  e n  F a  1 1  e v o n  § 2. Alsdann ist die 
Existenz eines von J vollstandig ent{ernten , P1 und P2 verbindenden 
Streckenzugs ungereimt, weil auf einem derartigen Streckenzuge einerseits 
alle Punkte gleiche, andererseits die Punkte P1 und P2 verschiedene 
Ordnungen in bezug auf J haben miissten. 

Oiejenigen von J vollstandig entfernten Punkte, die sich im ersten 
bzw. im zweiten Falle von § 2 befinden, nennen wir positiv-innere bzw. 
positiv-aussere Punkte von ]. 

[5] § 4. Positiv-aussere Punkte von J !assen sich in mannigfacher Weise 

[318] 

unmittelbar angeben. Einen positiv-inneren Punkt von J bestimmen wir 
wie folgt : 

Sei F der in § 1 formulierten Forderung entsprechend gewahlt, und c'' 
eine der Beziehung 3\ F > r:" > 0 geniigende Grosse. Sei c' im Anschluss 
an r:" so gewahlt, class der im ersten Absatz von § 2 angegebenen 
Beziehung zwischen F1 und F" geniigt wird. Sei Q ein Quadrat, das in 
einer Entfernung > /' von seinem Umfang J in seinem Inneren enthalt. 
Zu Q und F1 konstruieren wir nach der im zweiten Absatz von § 2 
angegebenen Methode eine entsprechende Spezies von q-Quadraten r. 
Sei fi1 der grosste an den Umfang von Q grenzende, ganz von r iiber
deckte Bereich. Oieser Bereich /11 bestimmt innerhalb Q einen einzigen 
Komplementarbereich K, der J enthalt und dessen Grenze zusammenhan
gend ist. Wir wollen einen Augenblick annehmen, dass jedes in einem 
sowohl zu K wie zu r gehorigen Bereich enthaltene, aus q-Quadraten 
bestehende Quadrat eine Seitenlange < T\- r: besitzt. 

Alsdann hat jeder Punkt von K eine Entfernung < �- s' + t E von J. 
Hieraus folgern wir, class die im ersten Absatz von § 2 definierte kano-
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nische i;'-Kette x0 sich mittels einer endlichen Folge von zunachst c"
Abanderungen und sodann (t F1 + {- F)-Abanderungen in /. mithin mittels 
einer endlichen Folge von t r-Abanderungen in /. in eine aus einem 
einzigen Punkt von J bestehende singulare Kette iiberfiihren !asst. Dies 
aber widerspricht der am Schluss von § 1 formulierten Eigenschaft. Es 
gibt also einen solchen unausdelmbaren, ganz von r iiberdeckten, nicht 
an den Umfang von Q grenzenden Bereich fi, in welchem ein aus 
q-Quadraten bestehendes Quadrat g der Seitenlange > T1ir E - t i;' 
enthalten ist. 

Ein zum Mittelpunktkerne von g gehoriger Punkt P geniigt der Beziehung 
e (P. J) > :l:r r, so class for die Entitaten P. E" und e' dieses § alle for die im 
§ 2 eingefohrten Entitaten P. 1/1 und fJ daselbst geforderten Beziehungen 
bestehen. Auf Grund der ersten drei Absatze des § 2 erscheint mithin 
der Bereich fi als grosster P enthaltender, ganz von r iiberdeckter Bereich 
fi0, und befindet sich als solcher im ersten der beiden dortigen Falle, 
d. h. wir erkennen in P einen positiv-inneren Punkt von J. 

§ 5. Unter einem stetigen Kurvenbogen verstehen wir eine ebene 
Kernspezies, welche eindeutiges, mithin gleichmassig stetiges Bild des 
(als Kernspezies zu betrachtenden) Einheitsintervalles der X-Achse ist. 

Unter einem Jordanscheri Kurvenbogen F verstehen wir einen stetigen 
Kurvenbogen, der als Abbildung des Einheitsintervalles der X-Achse 
eine stetige (mithin eindeutige und gleichmassig stetige) Umkehrung besitzt. 

Sei P ein von F vollstandig entfernter Punkt. Wir wahlen t:" in solcher 
Weise, das e (P, F) > E1 > 0. Sei c' eine solche Grosse < t r", class for 
je zwei in einer Entfernung < i-:' voneinander gelegene Punktkerne A und 
B von F die Breite des Bogens AB von F < E" ist. Alsdann kann eine 
beliebige in F gelegene t:' -Kette in F durch eine endliche Folge von 
t:"-Abanderungen zusammengezogen, d.h. in eine aus einem einzigen 
Punkte bestehende "singulare Kette" iibergefohrt werden. 

Sei Q ein Quadrat, das in einer Entfernung > E" von seinem Umfang 
F in seinem Innern enthalt. In analoger Weise wie im § 2 konstruieren 
wir in Q die q-Quadrate, und bilden eine Spezies r von q-Quadraten, 
welche innerhalb Q nur einen einzigen Komplementarbereich bestimmt 
und alle in einer Entfernung > t c:' von F liegenden q-Quadrate enthalt, 
wahrend alle zu ihr gehorenden q-Quadrate in einer Entfernung > t t: ' 
von F gelegen sind. Sei fi0 der grosste P enthaltende ganz von r iiber
deckte Bereich. Nehmen wir an, class d e r  U m f a n g  v o n  Q n i c h t  
z u r G r  e n  z e v o n (1° g e h o r t, und erortern wir diese V oraussetzung 
analog wie im § 2. Alsdann gelangen wir zu einer in F gelegenen c' -
Kette x", in bezug auf welche P die Ordnung 1 besitzt. Wenn wir aber 
durch eine endliche Folge von c"-Abanderungen diese Kette x" in eine 
aus einem einzigen Punkte bestehende singulare Kette x iiberfohren, dann 
muss die Ordnung von P in bezug auf x einerseits gleich l ,  andererseits 
gleich 0 sein. Aus diesem Widerspruche ergibt sich, class der Umfang 
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van Q natwendig zur Grenze van {J0 gehoren muss, und hieraus nach 
der Methode des § 3 weiter, class je zwei von F vallstiindig entfernte 
Punkte durch einen van F vallstandig entfernten Streckenzug verbunden 
werden konnen. 

Wenn wir jetzt zur J ordanschen Kurve J zuriickkehren, so folgt aus 
dem vorstehenden Absatze, class fiir einen beliebig kleinen Teilbogen /3 
von J ein beliebiger pasitiv-innerer und ein beliebiger pasitiv-ausserer 
Punkt van J durch einen vam Kamplementarbagen von fJ in J vallstandig 
entfernten endlichen Streckenzug verbunden werden konnen. Mittels einer 
kurzen Ueberlegung folgt hieraus weiter, class zu einem beliebigen Punkt
kern A van J sawahl eine gegen A positiv kanvergierende Falge van 
pasitiv-inneren Punkten van J wie eine gegen A pasitiv konvergierende 
Falge van pasitiv-ausseren Punkten van J kanstruiert werden kann, 
m. a. W. class jeder beliebige zu J gehorige Punkt sawahl Grenzpunkt 
van pasitiv-inneren wie Grenzpunkt van pasitiv-iiusseren Punkten van 
J ist. 

Sei G1 die Spezies der pasitiv-inneren, G2 die Spezies der pasitiv
ausseren Punkte van ]. Alsdann muss jeder Grenzpunkt van G1 ab-

[6] weichen van G2 und jeder Grenzpunkt van G2 abweichen van G1•  Sei 
y 1  die Grenze van G1 • d.h. die Spezies der van G1 abweichenden 
Grenzpunktkerne van G1 und y2 die Grenze van G2, d.h. die Spezies 
der van G2 abweichenden Grenzpunktkerne van G2• Auf Grund des 
Resultates des varigen Absatzes gehort dann jeder Punktkern van J 
sawahl zu y 1  wie zu y2• Andererseits folgt aus der am Anfang des 
lauf end en Absatzes beflndlichen Aussage, class' jeder Punktkern van y 1 
sawie jeder Punktkern van y2 einen Abstand Null van J besitzen, mithin 
zu J gehoren muss. 

[320] 

Samit ist sawahl van der Spezies der pasitiv-inneren wie van der Spezies 
der pasitiv-iiusseren Punkte van J die Grenze mit J identisch. 



Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik. II. 
Von 

L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

Ordnung. 
§ 1. Eine Spezies P heiflt virtuell geordnet, wenn fiir die Elemente einer 

Teilspezies der Spezies der Elementepaare (a ,  b) von P eine als ordnende 
Re"lation zu bezeichnende asymmetrische Relation definiert ist, welche wir 
durch ,,a < b" oder ,,a vor b" oder ,,a links von b" oder , ,a niedriger 
als b" oder' ,,b > a" oder ,,b nach a" oder , ,b rechts von a" oder , ,b hoher 
als a" ausdriicken , und welche , wenn die Iden ti tat zweier Elemente 'P 
und q von P durch die Formel ,,p = q" zum Ausdruck gebracht wird, 
folgende ,,Ordnungseigenschaften" besitzt : 

1 .  Die Beziehungen r = s ,  r < s und r > s schlief3en einander aus. 

2. Aus r = u ,  s = v und r < s folgt u < v .  

3 .  Aus der gleichzeitigen Ungereimtheit der Beziehungen r > s und 
r = s f olgt r < s .  

4. Aus der gleichzeitigen Ungereimtheit der Beziehungen r > s und 
r < s f olgt r = s .  

5 .  Aus r < s  und s < t  folgt r < t . 

Aus den Ordnungseigenschaften folgt unmittelbar, dafl jede der drei 
Beziehungen r = s ,  r < s und r > s mit der Absurditat ihrar Absurditat 
aquivalent ist. 

Unter einer ordnungsgemiif3en Teilung einer virtuell geordneten 
Spezies P verstehen wir eine solche Bestimmung einer virtuell geordneten 
Spezies von Teilspezies Pa von P, deren Vereinigung mit P identisch ist, 
dafl, wenn p und q Elemente von P der Reihe nach aus Pa, und aus Pa, 
sind, Pa, = Pa, aus p = q und p < q aus Pa, < Pa, folgt. 

1 926 A 
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454 L. E. J. Brouwer. 

Die Ungereimtheit von r > s wird auch durch die Formel r · s oder 
durch die Form el s ?:  r ausgedriickt , die Verschiedenheit von r und s 
durch r :::/= s .  

W enn a und b zwei Elemente der virtuell geordneten Spezies P sind, 
so verstehen wir unter dem geschlossenen Intervall a b die Spezies der
jenigen Elemente c von P, fiir welche weder die Beziehungen c < a  und 
c < b noch die Beziehungen c > a und c > b zusammen bestehen konnen. Die 
Elemente a und b heiBen die Endelemente des geschlossenen Intervalls a b. 

W enn a und b zwei Elemente der virtuell geordneten Spezies P sind, 
so verstehen wir unter dem off enen Intervall a b  die Spezies derjenigen 
Elemente c von P, welche zwischen a und b liegen, d. h. erstens sowohl 
von a wie von b verschieden sind und zweitens zum geschlossenen Inter
vall a b gehOren. Die Elemente a und b heiBen die Endelemente des offenen 
lntervalls a b. Im Falle, daB a <  b ist, haben wir a <  c < b.  

Die virtuell geordnete Spezies P heiBt uberall dicht zwischen ihren 
Elementen a und b ,  wenn zwischen je zwei verschiedenen Elementen des 
geschlossenen lntervalls a b  Elemente von P liegen. 

Die virtuell geordnete Spezies P heiBt uberall dicht im weiteren 
Sinne oder kurz uberall dicht, wenn zwischen je zwei verschiedenen Ele
menten von P Elemente von P liegen, und uberall dicht im engeren Sinne, 
wenn sich iiberdies ein Element von P angeben lii.Bt und sowohl rechts 
wie links von einem beliebigen Elemente von P Elemente von P liegen. 

Die virtuell geordnete Spezies P heiBt nirgends dicht zwischen ihren 
Elementen a und b, wenn in jedem zum geschlossenen lntervall a b  ge· 
horigen geschlossenen Intervall p q 1) mit verschiedenen Endelementen 

1) Damit <las geschlossene Intervall p q zum geschlossenen Intervall a b  ge
hiirt , ist es nicht nur ( wie sofort einleuchtet ) notwendig, sondern auch hinreichend, 
daB p und q zum geschlossenen Interval) a b  gehoren. Unter der letzteren Annahme 
folgt namlich aus r < a  und der Altflrnative von r > p und r = p, daB p < a, und aus 
r < b und der Alternative von r > p und r = p, daB p < b, mithin aus der Kombi
nation von r < a und r < b und der Alternative von r > p und r = p die unmiigliche 
Kombination von p < a  und p < b .  Aus der Kombination von r < a  und r < b folgt 
mithin die Unmiiglichkeit sowohl von r > p ,  wie von r = p ,  d. h. die Relation r < p, 
und in analoger Weise die Relation r < q, d. h. die Kombination von r < p und r < q .  
Gehort mit hin r zum geschlossenen Intervall p q ,  dann gehort es auch zum ge
schlosrnnen Intervall a b .  

Aus dieser Eigenschaft folgt weiter, daB , wenn p und q zum geschlossenen 
Intervall a b  gehiiren und s ein Element von P ist, da1< unmiiglich zum geschlossenen 
Intervall a b  gehoren kann, die Beziehungen p < s < q und p > s > q unmiiglich sind. 
Mithin ist mit. s < p  weder s > q noch s �= q und mit s < q weder s > p noch s = p 
vertriiglich , so daB die Beziehungen s < p und s < q ( und ebenso die Beziehungen 
s > p und s > q) auseinander folgen. 
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zwei verschiedene Elemente r und s angegeben werden konnen , welche 
ein freies Intervall bilden , d. h. zwischen denen kein Element von P 
liegen kann. 

Die virtuell geordnete Spezies P heil3t nirgends dicht, wenn in jedem 
geschlossenen Intervall p q mit verschiedenen Endelementen zwei ver
schiedene Elemente r und s angegeben werden konnen, welche em freies 
lntervall bilden. 

W enn zwischen zwei virtuell geordneten Spezies P und Q eine ein
eindeutige Beziehung hergestellt ist , welche die ordnenden Relationen in
variant Ial3t , so sagen wir, dal3 P und Q dieselbe Ordinalzahl besitzen 
oder dhnlich sind. 

Eine virtuell geordnete Spezies heil3t geordnet, wenn fiir jedes Paar (a, b) 
von verschiedenen Elementen eine ordnende Relation besteht2). 

Eine diskrete geordnete Spezies heil3t auch vollstandig geordnet. 

§ 2. Ein einfaches Beispiel einer vollstandig geordneten Spezies liefert 
die Menge A ,  d. h. die Menge der Nummern, wenn wir die ordnenden Rela
tionen der in der Folge 3 auftretenden ,,natiirlichen Rangordnung" der 
Elemente entnehmen. Die hierbei auftretende Ordinalzahl wird mit w 
bezeichnet. Kehren wir den Sinn aller ordnenden Relationen um, so ent
steht eine neue Ordinalzahl, die mit *w bezeichnet wird. Geordnete Spezies 
der Ordinalzahl w werden auch Fundamentalreihen genannt. 

Eine geordnete ( mithin vollstandig geordnete) endliche Menge E besitzt 
ein erstes Elernent , d. h. ein Element , welches vor jedem von ihm ver
schiedenen Elemente liegt. Um dies zu beweisen, unterziehen wir E einer 
bestimmten Zahlung ,  so dal3 wir in E ein bestimmtes Element 1 ,  ein 
bestimmtes Element 2 ,  usw. erhalten. Wenn nun das Element 1 nicht das 
erste Element der geordneten Menge E ist, so gibt es in der Folge 3 eine 
erste solche Nummer a2 , dal3 das Element a2 von E vor dem Elemente 1 
von E liegt. W enn auch das Element a� nicht das erste Element der 
geordneten Spezies E ist , so gibt es in der Folge :; eine erste solche 

9) DaB schon eine virtuell geordnete Spezies P von zwei verschiedenen Ele
menten a und b nicht notwendig geordnet zu sein braucht. geht aus folgendem Bei 
spiel hervor : Es sei dv die v - te Ziffer hinter dem Komma der Dezimalbruchcntwicke
lung von :n: und m = k1 1 wenn es sich in der fortschreitenden DPzimalbruchentwicke 
lung von :n: bei dm zum ersten Male ereignet, daB der Teil dm dm +1 . . .  dm+9 dieser 
Dezimalbruchentwickelung eine Sequenz 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 bildet. Es sei weiter a <  b ,  
wenn sich von k, entweder die Existenz oder die Absurditiit der Absurditiit der Exi 
stenz , und a > b, wenn sich von k, die Absurditiit der Existenz berleiten liif.lt. 
Diese Festsetzung geniigt den fiinf Ordnung�beziehungen, bestimmt also Pine virtuelle 
Ordnung von P. Weil aber nicht entschieden ist , daB fiir <las Elementepaar ( a ,  b )  
eine ordnende Relation besteht, s o  liegt keine Ordnung der Spezies P vor. 
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Nummer a3 , daB das Element a3 von E vor dem Elemente a2 - und 
gleichzeitig vor allen Elem en ten 1 ,  2 ,  3 ,  . . . ( a3 - 1 )  - von E liegt. ln
dem wir in dieser Weise fortfahren, erreichen wir schlieBlich eine solche 
Nummer ah der Folge ;; ,  daB, wenn a in der Folge 3 weiter liegt als ah, 
das Element a von E nach dem Elemente ah und E liegt. Alsdann ist a" 
notwendig das erste Element der geordneten Spezies E. 

In analoger Weise zeigt man, daB jede geordnete endliche Spezies ein 
letztes Element besitzt , d. h. ein nach jedem von ihm verschiedenen Ele
mente liegendes Element. 

Je zwei geordnete endliche Spezies E1 und E2 derselben Kardinalzahl 
besitzen dieselbe Ordinalzahl. W enn wir namlich sowohl E1 wie E2 in 
solcher Weise zahlen, daB dem ersten Elemente die Nummer 1 , dem ersten 
Elemente des Restes die Nummer 2 ,  usw. zugeordnet wird , so brechen 
beide Zahlungen bei derselben Nummer a von 3 ab. Die beiden Zahlungen 
erzeugen mithin eine eineindeutige Beziehung zwischen E1 und E2 , und diese 
Beziehung besitzt auch die fiir die Ahnlichkeit beider Spezies erforderliche 
Eigenschaft. 

J eder endlichen Kardinalzahl (inklusive Null) entspricht somit nur 
eine einzige vollstandig geordnete Ordinalzahl, so daB wir die letztere mit 
derselben Nummer wie die erstere bezeichnen konnen. 

DaB diese Eigenschaft bei den unendlichen Kardinalzahlen fortfallt, 
sieht man sofort ein , wenn man z. B .  die Menge der rationalen Zahlen 
einerseits als eine der Folge 3 ahnliche Menge, andererseits in der natiir
lichen Rangordnung dieser Zahlen betrachtet. 

§ 3. Es sei R eine solche virtuell geordnete Spezies von virtuell geord
neten Spezies N, daB gleiche Elemente e von M ::::::: ® ( N) immer nur zu 
gleichen Spezies N gehoren, und gleiche Spezies N immer in gleicher 
Weise virtuell geordnet sind. Die ordnenden Relationen der gegebenen 
virtuellen Ordnungen von R und den N bezeichnen wir mit > bzw. < ,  
und definieren wie folgt eine virtuelle Ordnung von M :  Wir schreiben 
e ' }> e" oder e" <Z e ', wenn entweder N1 > N11 

oder N1 = N11 und e' > e" ; 
e ' z e "  oder e" _<f_ e', wenn e ' <Z e" unmoglich ist; e' > e", wenn e' 2- e" 
und iiberdies e' :f: e". Die Beziehungen e' 2: e" und e' 5> e " sind dann 
aquivalent, denn einerseits konnen e' <Z e", e' :f: e" und e' z e" nicht alle 
drei zusammen bestehen , so dal3 e' > e" folgt aus e' 5> e ", andererseits 
folgt e" > e ' ans e" }> e', mithin e ' 5> e" aus e' ?  e". Dal3 fiir diese 
ordnende Relation der e die Ordnungseigenschaften 1 .  und 2. erfiillt sind, 
ist evident. Weil die Vereinigung von e ' =I e" und e' < e" mit der Ver
einigung von e '  =F e" und e ' � e '', d. h. mit e' < e" und die Vereinigung 
von e' >· e" und e' < e" mit der Vereinigung von e '  5> e" und e ' <Z e '', 
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d. h. mit e' = e" aquivalent ist, so gelten auch die Ordnungseigenschaften 
:). und 4. Um schlieBlich die Ordnungseigenschaft 5. zu beweisen , setzen 
wir die Beziehungen e' < e" und e" < e "' voraus. Wai ' dann e' = e"', so 
hatte man gleichzeitig e"' < e" und e" < e"', was unmoglich ist. Und 
ware e' y e '", so hatte man ( weil die Vereinigung von e' y e"' und 
e" y e' zu e" y e"' fiihren wiirde ) e" -<€ e' und daneben ( wegen e' < e" )  
e" y e ' ,  also e" =0 e ' ,  was wiederum unmoglich ist. Aus e '  < e" und 
e" < e"' folgt mithin die Vereinigung von e' 1= e"' und ·e ' -<€ e"', m. a. W. 
e ' < e '" , w. z. b. w. 

Die in obiger Weise virtuell geordnete Spezies JYJ bzw. ihre Ordinal
zahl m bezeichneu wir als die ordnungsgema/Je Summe der Spezies N 
bzw. ihrer Ordinalzahlen n ,  und die Erzeugung dieser Summe als Addition 
der N bzw. der n .  Im Falle, da.13 R eine endliche vollstandige Ordinal
zahl oder die Ordinalzahl w besitzt , findet fiir die Bezeichnuug der 
Addition in ii.blicher Weise das Zeichen + Verwendung. 

Es sei eine ordnungsgema13e Teilung der virtuell geordneten Spezies 
M in eine virtuell geordnete Spezies R von Teilspezies N gegeben, wobei 
die innerhalb R und innerhalb J..l:!, mithin auch innerhalb eines jeden N 
gegebenen ordnenden Relationen mit > bzw. < bezeichnet werden. Als
dann ist die ordnungsgemaBe Summe de.r N mit M identisch. Wir werden 
zeigen, da/J die in M au/ Grund der Addition auftretenden ordnenden 
Relationen > bzw. < mit den in M urspriinglich vorhandenen ordnenden 
Relationen > bzw. < aquivalent sind. 

Es sei e' ein Element von N' und e" ein Element von N" 
und es 

sei e '  < e". Dann ist sowohl die Beziehung N' > N" wie die Vereinigung 
der Beziehungen N' 

= N" 
und e ' > e"  unmoglich, d. h. es ist die Beziehung 

e' y e" unmoglich. Wir haben also gleichzeitig e ' -<€ e" und e' :f e", d. h. 
wir haben e '  < e". 

Es sei umgekehrt e' < e", d. h. einerseits e' :f e", andererseits e' 3 e ". 
Dann ist erstens die Beziehung N' > N", zweitens die Vereinigung der Be
ziehungen N' = N" und e' > e", drittens die Beziehung e' = e" unmoglich. 
Nehmen wir nun einen Augenblick an , da.13 e' > e" ware. Dann ware 
N' = N11 unmoglich (weil namlich , wie eben hervorgehoben, die Ver
einigung von N' = N" 

und e' > e" unmoglich ist) und N1 > N" 
unmog

lich l wie ebenfalls eben hervorgehoben wurde ). Wir hatten also N' < N", 
mithin ( nach der Definition der ordnungsgemaBen Teilung) e' < e" ,  womit 
wir zu einem Widerspruch gelangt sind und somit die Unmoglichkeit 
von e '  > e'' bewiesen haben. Und weil e' = e" ebenfalls unmoglich ist, so 
haben wir e' < e". 

Mithin fiihrt die Addi"tion der aus einer ordnungsgema/Jen Teilung 
Mathematische Annaleu. 95. HO 
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hervorgehenden virtuell geordneten Teilspezies zur ursprunglichen virtuell 
geordneten Spezies zuruck. Umgekehrt gibt es , wie so fort ersichtlich , zu 
jeder Addition eine ordnungsgemii(Je Teilung der ordnungsgemii(Jen Summe, 
welche z11, den Summanden zuruckfuhrt. 

Es sei M die ordnungsgemaBe Summe einer virtuell geordneten Spezies 
von ordnungsgemaBen Summen N von virtuell geordneten Spezies von 
virtuell geordneten Spezies P. Alsdann ist sowohl die Spezies der bei der 
Definition von M auftretenden N wie ( au£ Grund des Additionsverfahrens ) 
die Rpezies der bei der Definition von M auftretenden P virtuell ge
ordnet. Bezeichnen wir die Elemente der P mit e, dann besteht nicht nur 
fiir die e eines beliebigen P, sondern auch ( auf Grund des Additionsver
fahrens)  fiir die e eines beliebigen N eine virtuelle Ordnung. Aile diese 
ordnenden Relationen werden wir durch die Zeichen > und < ausdriicken. 
Es entRteht nun fiir die Spezies der e eine virtuelle Ordnung einerseitR auf 
Grund der Addition der P, andererseits auf Grund der Addition der N. 
Die aus der ersteren hervorgehenden Beziehungen werden wir durch die 
7,eichen > ,  < ,  }>, <f, � und 3, die aus der letzteren hervorgehenden 
Beziehnngen durch die Zeichen � ,  < ,  'f> ,  <£ ,  }> und <£ andeuten. (Inner
balb eineR jeden N fallen diese beiden neuen-virtuellen Ordnungen mit 
der fiir dieses N schon bestehenden virtuellen Ordnung zusammen ). Unser 
Ziel ist , die Aquivalenz der zwischen den e bestehenden Bezirhungen -:::: 
und �,  mithin die Gleichheit der beiden erwahnten virtuellen Ordnungen 
rler Spezies der e , d. h. die assoziative Eigenschaft der Addition zu 
beweiRen. 

Es sei e' ein Element von P', P' ein Element von N', e" ein Ele
ment von P11, p" ein Element von N11, und es Rei e' -::. e". Alsdann ist 
p' < P11, mithin N1 <:::'. N11• Wir sehen also, daB wedPr die Beziehung 

I II 
h d" 

. . d B 
. 

h N1 N11 d ' II 
b N > N , noc ie Vere1mgung er ezie un gen = un e > e e-

stehen kann, d. h. wir haben e' < e". 
Es sei umgekehrt e' < e", mithin N1 � N11• Falls nun N1 

= N11, ist 
wegen e' < e11 auch e' <:::= e", mithin ist P ' > P11 unmoglich. Weil mithih 
einerseits die Beziehung N' > N11, andererseits die Vereinigung der Be
ziehungen N1 = N" und p' > p'' unmoglich ist, so ist p' }> p" unmoglich, 
mithin auch p' > P11 unmoglich .  Und falls P1 = p " (mith in auch 
N' 

= N11) ,  ist wiederum wegen e' � e" auch e' < e11, so daB die Kombi
nation von p' = P11 und e' > e" unmoglich ist. Wir sehen also, daB 
weder die Beziehung P' > P11, noch di� Vereinigung der Beziehungen 
p' = P11 und e' > e" bestehen kann , d. h. wir haben e' < e", und die 
assoziative Eigenschaft der Addition ist bewiesen. 

DaB dagegen fiir die Addition von Ordinalzahlen keine kommutative 
Eigenschaft besteht, zeigt das Beispiel w + 1 =F 1  + w.  



Intuitionistische Mathematik. II. 459 

§ 4. Wir denken eine geordnete endliche Anzahl k bzw. eine Fundamental
reihe 

3) von elementefremden, je wenigstens ein Element enthaltenden virtuell 
geordneten Spezies M1 , M2 ,  M3 , • • •  mit den Ordinalzahlen ml ' m2 , m3 , • • •  
gegeben, bezeichnen ein willkiirliches Element von Mv mit Pv • und 
betrachten die Spezies M = V (  . . . , M3 , M2 , M1 ) der k - elementigen bzw. 
unbegrenzt fortgesetzten Folgen .F ® (p1 , p2 , • • •  ) • Diese Spezies 111 
bezeichnen wir als das Vollprodukt der Faktoren . . . , M3 , M2 , Ml ' nach
dem wir sie durch die folgenden Festsetzungen virtuell geordnet haben : 
Wir schreiben .F

1 y .F11 
oder .F

11 <{ .F 1
, wenn ein solches r existiert, dal3 

p; > p;' und p; > p:' for v < r ;  .F
'
? .F

11 
oder .F

11 <:f_ .F 1
, wenn .F

1 <£_ .F 11 

I. h · 4) ' " ' �  " d ' -+- " n· B · h unmog ic ISt ; .F > .F , wenn .F � .F un .F 1 .F . ie ezie ungen 
.F

1 > .F
11 

und J 1y .F11 
sind dann aquivalent , denn einerseits konnen 

.F
1 <{ .F 11

, .F
1 i= 

.F
11 

und .F' y .F 11 
nicht alle drei zusammen bestehen, so - f fl f II � • fl f II I 

dal3 .F 2:. .F aus .F y .F folgt, andererseits folgt .F > .F aus .F y .F , 
mithin .F

1
? .F

11 
aus .F

1> .F
11
• Weiter sieht man unmittelbar, daB fiir diese 

ordnende Relation der .F die Ordnungseigenschaften 1 .  und 2. erfiillt sind. 
Die Tatsache, daB aus der Vereinigung von .F

1 i= .F 11 
und J ' < .F

11 
die Ver

einigung von .F 1 j= .F 11 
und .F

1 <€ 
.F

11
, d. h . .F

1 
< .F

11 
folgt , bringt die Ord

nungseigenschaft 3. zum Ausdruck. Weil nach dem V orhergehenden aus 
der Vereinigung von .F

1
?_ .F

11
und .F

1
� .F

11 
die Vereinigung von .F

1
? .F

11 
und 

.F
1 <{ .F 11

, d. h . .F
1 

= .F11 
hervorgeht, so ist auch die Ordnungseigenschaft 4. 

erfiillt. Um schliel3lich die Ordnungseigenschaft 5. zu beweisen, nehmen 
wir an, daB die Beziehungen .F

1 
< .F

11 
und .F

11 
< .F

111 
erfiillt sind. Ware 

d 
I ,,, 

h.. I . h . . "' ,, 
d 

,, ,,, 
ann .F = .F , so atte man g e1c ze1t1g .F < .F un .F < .F , was un-

moglich ist. Und ware .F
1
? .F

"'
, so hatte man (weil die Vereinigung von 

I Ill 
d 

fl I II >-._ Ill 
f " •h •• d )  

II .,< I 
d d b .F y .F un .F y .F zu .F ;;,--- .F u ren wur e .F _:::::2- .F un ane en 

3) Die obige Theorie lal3t sich miihelos auf Vollprodukte von beliebigen wohl
geordneten Mengen von Ordinalzahlen erweitern. Weil aber die Theorie der wohl
geordneten Mengen erst spater zur Behandlung gelangt, so miissen wir uns an dieser 
Stelle auf Vollprodukte von endlichvielen oder von abzahlbarunendlichvielen Fak
toren beschranken. 

4) Schreiben wir .F' cy .F " oder .F" <{o .F', wenn ein solches r existiert, dal3 p: > v; 
und p: = p;' fiir v < r, weiter .F ' o}:::: .F " oder .F" §_o .F ', wenn .F '  <{o .F" unmi.iglich ist , 
so fo lgt einerseite .F ' y .F" aus .F ' oy .F", mithin .F ' <{a .F"  aus .F' <{ .F". NPhmen 
wir andererseits einen Augenblick das Zusammenbestehen von .F ' y.F" und der Un
mi.i11lichkeit von .F ' oy .F" an. Alsdann wiirden fiir ein gewisses r die Beziehungen 
pf2 p�', p; 2 pf, . . . , p;_1 2p:'_1 und p; > p;' zusammen mit der Unmi.iglichkeit von 
.F' 0 y .F" bestehen. Hieraus wiirden wir der Reihe nach die Beziehungen p{ = pf', 
p� = pf, . . .  , p;_ 1 = p;'_1 herleiten ki.innen , welche znsammen mit der Beziehung 
p: > p;' die Beziehung .F ' oy .F", mithin einen Widerspruch ergeben wiirden. A lso 
folgt aus der Unmi.iglichkeit von .F ' oy .F" die Unmi.iglichkeit von .F ' y .F ", womit 
die A.quivalenz der Beziehungen .F ' �o .F " und .F ' -§_  .F " bewiesen ist. 

RO* 
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�wegen J1  < J") auch J/1 ? J1 ,  also J1  = J", was wiederum unmoglich ist. 
Aus ,;:' < J" und J" < J"' ' folgt mithin die Vereinigung von J1 ¥: J1" und 
J1 <f. J111, d. h. J' < J111, w. z. b. w.  

Die Ordinalzahl der in obiger Weise virtuell geordneten Spezies M 
bezeichnen wir als das Vollprodukt V ( . . .  , m3 , m2 ,  m1 ) der Faktoren 
. . .  , ma , m2 , m1 . 

Um die assoziative Eigenscha/t dieser , , Vollmultiplikation" zu be
weisen, setzen wir fiir eine endliche bzw. unbegrenzte Folge Y1 = 1 ,  Y� , 113 , • . .  
von wachsenden positiven Zahlen V(M,, _ 1 ,  NJ,, _2 , . . .  , M,. +1 , M,, )  = N,. r + 1 r + 1 r r 
und ordnen jedes N,. und jedes V(Nr ,  N,,_ 1 ,  • • •  , N1) virtuell mittels der 
obigen Festsetzungen auf Grund der virtuellen Ordnungen der Ma . Alsdann 
lal3t jedes Element J von M sich auch als eine Vereinigung ® ( 31 '  ;;2 ,  ;;3 , • • • ) 
auffassen, wo 3,. fiir jedes v ein Element de� virtuell geordneten Spezies N,. 
vorstellt. Die virtuelle Ordnung, die M auf Grund der letzteren Auffassung 
erhalt , bringen wir mittels der Zeichen ·_ , 9 ,  2 ,  ¥ ,  :> und 2: zum 
Ausdruck. Die Aquivalenz der Beziehungen = und �- ist dann evident. 
Unser Ziel ist , auch die Aquivalenz der Beziehungen < und <: ,  mithin 
die Gleichheit der beiden eingefiihrten virtuellen Ordnungen der Spezies M 
herzuleiten. 

Es sei J1 �.; J", mi thin fiir beliebiges r (weil namlich aus ® ( ;:;{ ,  . .  . , ;;; ) }> 
}> ®(;;[', . . .  , ;;;') folgen wiirde J'  }> J")  auch ® ( ;;{ , . . . ,  3;) < ® (;;;', . . .  , 3;') .  
Nehmen wir einen Augenblick an , da13 die Beziehungen 3� ? ;;�', . . . , 
;;;_1 ? 3;'_ 1 ,  3;. > ;;;' zusammen existierten. Alsdann ware sowohl ® ( 3;, . . .  , 3;) 
<Z ® ( ;;�', . . . , 3;' ) ( woraus namlich :;: <Z 3;' fiir wenigsten8 ein Y < r folgen 
wiirde) wie ® ( ;;; ,  . . .  , ;;;) = ® ( ;;i', . . .  , 3;' ) unmoglich, d. h. wir hatten 
® (3; ,  . .  . ,  3;) > ® ( ;:;�', . . . ,  3;' ) ,  was der Voraussetzung widerspricht. Aus 
J1 � J" folgt mithin fiir beliebiges r die Unmoglichkeit der gleichzeitigen 
Existenz der Beziehungen ;;; >· 3;', . .  . , ;;;_1  > 3;'- 1 ' ;;; > ;;;', d. h. die Be
ziehung J1 :S J". 

I If I • If lnsbesondere zieht also die Beziehung J < J die Beziehung J < J 
nach sich. Also folgt aus J 1 < J" einerseits J1 < .F 11, andererseits .F1 ¥ .F" , 
mi thin .F1 <_ 

.F 11• Dann aber folgt aus der Beziehung .F 1 2: .F" die Beziehung 
J 1 2:_ .F ", mithin auch aus der Beziehung .F 1 < .F" die Beziehung .F 1 < .F11• 

Hiermit ist die Aquivalenz der beiden Beziehungen < und -S ,  mithin 
die Gleichheit der beiden eingefiihrten virtuellen Ordnungen der Spezies M, 
mithin die assoziative Eigenschaft der Vollmultiplikation hergeleitet. 

Fiir die Vollmultiplikation zweier Faktoren folgt die distributive Eigen
scha/t nach dem rechtsseitigen Faktor unmittelbar aus der assoziativen 
Eigenschaft der Addition in Zusammenhang mit Ful3note 4). Hieraus folgt 
auf Grund der assoziativen Eigenschaft der Vollmultiplikation, dal3 die distri-
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butive Eigenschaft ebenfalls fiir dev am weitesten rechts stehenden Faktor 
einer beliebigen Vollmultiplikation besteht. Ftir andere Faktoren besteht 
sie ab er nicht , denn sie versagt fiir den linksseitigen Faktor einer Voll
multiplikation zweier Faktoren, wie ans Jem Beispiel ( m + 1 ) 3 = w · 3 
+ 1 =/= w · 3 + 3 hervorgeht. 

Das Vollprodukt einer endlichen Anzahl a bzw. einer Fundamental
reihe von gleichen Ordinalzahlen z wird auch als a- te bzw. w - te Voll
potenz von z bezeichnet ; a bzw. m heif3t dann der Exponent der Voll
potenz. 

Vollprodukte von endlichvielen Faktoren und Vollpotenzen mit end
lichem Exponenten werden auch Produkte bzw. Potenzen und ihre Erzeu
gung Multiplikation bzw. Potenzierung genannt. Fiir die a - te Potenz 
( wo also a endlich ist) der Ordinalzahl z wird auch die Bezeichnung za 
gebraucht. 

§ 5 .  In einer virtuell geordneten Spezies M heiBt eine unbegrenzte Folge 
von geschlossenen Intervallen i1 ,  i2 , • • •  , wo jedes iv+i eine Teilspezies 
von iv ist , eine ly,ohle Intervallschachtelung, wenn zu jedem Elemente p 
von M ein solches Y bestimmt ist, daB v nicht zu i,. gehi:iren kann, und p p 
eine einschmelzende Intervallschachtelung mit dem Kern q, wenn je zwei 
Intervalle der Folge verschieden sind , das Element q von M zu allen i,. 
gehi:irt, und umgekehrt jedes zu allen i,. gehi:irende Element von M mit q 
identisch ist. 

Jedes Element von M, das als Kern einer einschmelzenden Intervall
schachtelung auftritt, heiBt ein Hauptelement von M. Wenn alle Elemente 
von M Hauptelemente sind, heiBt M in sich dicht. 

W enn in M keine hohle Intervallschachtelung existieren kann, heiBt JJ 
abgeschlossen. Ist M sowohl abgeschlossen wie in sich dicht, dann hei3t 111 
perfekt. 

Ein Beispiel einer iiberall dichten , perfekten virtuell geordneten Menge 
liefert die Menge 0, virtuell geordnet auf Grund der , ,natiirlichen Ord
nung" der von ihr nach Math. Ann. 93, S. 251 erzeugten dual entwickelbaren 
reellen Zahlen > 0 und < 1 ,  d. h. in fol gender Weise : Es seien a; a� a; . . . 
und a;' a�' a�' . . . zwei Elemente von 0, die wir der Reihe nach mit u ' und 
u " bezeichnen. Alsdann schreiben wir c� ' }:> (,(. " oder a" <C a', wenn es ein 
solches r gibt, da3 a; < ai' und a;. ·'� a�' fiir v < r ;  a' }:> a " oder a" � a ', 
wenn a' <C a" unmi:iglich ist ; a ' / a ", wenn gleichzeitig a' � cc " und a' =/= a " . 

Zurn Beweise unserer Behauptung definieren wir zu a' und c(" ein 
n:tit a "' zu bezeichnendes Element a;" a;" a;" . . . von 0 in folgender Weise : 
Wenn a: = a;.' fiir Y � r ,  so ist a;" = a; = a;'. Wenn a;· = a:.' fiir 11 < r - l ,  

[1 ] 
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aber a; < a;' (bzw. a;' < a:) ,  so ist a;" = a; ( bzw. a;" = a;' ) .  Wenn a:= a:' 
fiir v -_S r - 2 ,  aber a;_1 < a;'- 1 ( bzw. a:'- 1 < a;_1) , so ist a;" = a; + 1 
( bzw. a:" = a:' + l ) .  Wenn a;, = a:' fiir v < s < r - 2 , aber a; < a;' 
(bzw. a;' < a;) ,  so ist a;" = a; ( bzw. a;" = a;' ) .  Wenn nun a' und a" 
verschieden sind, so liegt a"' zwischen a ' und a ", so daB die betrachtete 
virtuell geordnete Menge uberall dicht ist. 

V ersuchen wir wei ter in der betrachteten virtuell geordneten Menge 
eine hohle Schachtelung von geschlossenen Intervallen i1 , i2 , • • • zu er-

s • ( f • • • d ) I I f d ff II ff a· 't I zeugen. eien ur Je es (J aa1 aa2 aa3 . . . un aa1 aa2 oa3 . . . re fill all 

und 0a" zu bezeichnenden Endelemente von ia und sei (fiir jedes a) 0a' < ,,a". 5) 
Wir zeigen zunachst , daB zu jedem ganzen positiven v ein kleinstes 
gauzes positives a. existiert , so daB a,,a;, = 0ya,:: fiir µ < v ,  mi thin au ch 
aa;, = aa,:: fiir µ :s; ')! und (J ? <Jy . 

Nehmen wir an, daB 1a/, = 1a/{ nicht fiir jedes µ � v gilt, daB also 
' " f .. / ( ) d ' " Al d . t h ' " 1aµ, = 1a1, ur /'- <:-- r r < v un 1a,+1 > 1a,+1 • s ann rs auc 11a," =aa,,, 

= 1a;,=1a;: fiir ,u � r ,  weiter aber aa;+i  ·� 1a;+i  und 0a:'t-1 > 1a;'t-1 .  Fiir die
jenigen Werte von a, fiir welche sowohl 0a;+1 = 1a;+1 wie ,,a:'t-1 = 1a;�1 , 
gehOrt nun das Element 1af 1a�' 1a�' . . . 1a;' ( 1a;'+ i + 1) 1 1 1  . . .  zu i0 , so daB 
sich auf Grund der Definition der hohlen Schachtelung ein solches h angeben 

5) Zu jedem geschlossenen Int.ervall mit den Endelementen a' ( aI. a: a; . . . ) und 
a" (a�' a�' a£' . . .  ) der betrachteten virtuell geordneten Menge existiert namlich ein gleiches 
geschlossenes Interval! mit den Endelementen fl1 ( b� b; b; . . . ) und fl" ( b:' b;' b�' . . .  ) , 
so daB fl' :<:; fl". Hierbei werden die b;. und b;,' folgendermaBen aus den a: und a:.' 
hergeleitet : wenn a: = a:' fiir 1• :<:; r, so ist b; = b;' = a; = a;'; wenn a: = a:.' fiir v :<:; r - 1 .  
aber a.V•l < a (12) so ist b 1 = a<e) und b " =- a(;r) fiir v > r .  Zum Beweise der Gleichheit r T ' 1' v 1' V -
der geschlossenen Intervalle a' a"  und 

{J 1 {111 bemerken wir zuniichst , daB in einer 
belieLigen virtuell geordneten Spezies aus den Beziehungen r > s und s z t die Be
ziehung r > t  folgt , daB mithin wegen {J11 2 cc '  und fl" ?:>. a"  die Beziehung ex > (J" 
die Beziehungen ex >  a '  und a >  ex " nach sich zieht ( 1 )  und wegen p" 2 (J' die Be
ziehung a >  p" mit der Vereinigung der Beziehungen c > {J1 und ex >  fl" iiquivalent 
i st (2 ). 

Wenn weiter die Beziehungen p" oj= a '  und)i" oj= a"  zusammen galten, ware sowohl 
a ' }::> ex " wie ex' � ex "  unmoglich, und wir hatten ex' = a", also fl" = ex' = ex". Die 
Beziehungen p" oj= ex '  und p" oj= a" konnen also nicht zusammen gelten , so daB 
auch die Beziehungen fl" > ex' und p" > cc '' nicht zusammen gelten konnen. Hieraus 
folgt, daB neben der Vereinigung von a >  a' und a >  ex" weder fl" > Cl noch fl" = "  
bestehen kann, daB also die Vereinigung von ex >  ex' und ex :;:: "" die Beziehung a >  fl" 
nach sich zieht ( 3 ). 

Aus ( I ) , (2)  und (3 ) ergibt sich, da!.l die Vereinigung von ex > fJ' und ex > fl" 
imd die Vereinigung von ex > ex '  und ex >  ex" iiquivalent sind. Weil sich in derselben Weise 
herleiten laBt , daB auch die Vereinigung von ex < p' und a < p" und die Vereinigung 
von ex < a ' und ex < ex " aquivalent sind, so hat sich in der Tat die Gleichheit der ge
schlossenen Intervalle p' p" und " ' Cl " erwiesen. 
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la.l.3t, dal3 entweder ha;+i < 1a;+i oder ha;'+1 > 1a;� 1 • Weil dieselbe Schlu.13-
folgerung sich beliebig oft wiederholen lii13t, la13t sich schlie.l.3lich ein klein
stes solches Or+l angeben, daJ3 a a;+ l = a  a;'+i,  mithin a a:, = a  a:: 

r+ 1 r +1 r+1  j r + 1  ' for ,u � r + 1. In derselben Weise gelangen wir der Reihe nach zu 
Or + :: ,  Or + s ,  • • . , <J,, . 

Bestimmen wir m dieser Weise der Reihe nach a1 , a2 , a3 , • . • , wo
bei a,. _,_ 1 2 a,. fiir jedes Y ,  dann erzeugen wir gleichzeitig das Element 
,,,a{ ,,,a� ,,,a� . . . von 0, das wir mit iw bezeichnen wollen. Weil nun nach 
dem obigen ace' · - iw � oa" fiir jedes a '  so mu.13 iw zu jedem i,, gehoren, 
womit sich die Ungereimtheit der Existenz der hohlen Schachtelung, mit
hin die Abgeschlossenheit der betrachteten virtuell geordneten Menge heraus
gestellt hat. 

Sei a1 a2 a3 • • • ein· beliebiges E lement von 0, das wir mit a be-
zeichnen. Bezeichnen wir weiter das Element a1 a2 . . .  a .. _1 ( an + 1 )  1 1 1  . . .  

von C mit a�, das Element a1 a2 . . .  an _ 1 an 1 1 1  . . . von C mit a;: und 
das geschlossene lntervall a� a;: der betrachteten virtuell geordneten Menge 
mit i,. , so bildet die Intervallfolge i1 , i2 , i3 , • • • eine einschmelzende ln
tervallschachtelung mit dem Kern a, womit wir die betrachtete virtuell 
geordnete Menge als in sich dicht erkannt haben 6). 

Ein Beispiel einer nirgends dichten, perfekten virtuell geordneten 
Menge wird gebildet von der Vereinigung D der Menge 0 und der Menge E 
der endlichen Folgen von Nummern, wenn wir jedem Elemente a1 . . .  an 

von E die reelle Zahl 

und j edem Elemente a1 a2 a3 . • •  von 0 die reelle Zahl 

2 2 2 

3 a, + 3a,+a0 + 3 a�.+a,+a, + · • · 

•) Die obige virtuell geordnete Menge . ist nicht zu verwechseln mit der mit ihr 
verwandten, ebenfalls auf Grund der ,,natiirlichen Ordnung" virtuell geordneten, 

Spezies der Spezies der mit einem unendlichen Dualbruch i an 2- n (wo jedes an = 0 
n=1 

oder = I ist ) ,,zusammenfallenden" unendlichen Dualbriiche iJ bn 2- n (wo jedes bn = 0 
n=1 

oder = I ist ) .  Hierbei gel ten die unendlichen Dualbriiche l; an 2- n und J: b,. 2 -
n 

n=1 n=l 

als ,,zusammenfallend", wenn fiir jedes ganze positive m entweder a,. = b,. fiir v :::'.: m ,  

oder av = bv fiir v < r :::'.: m ,  a, = 1 , br = O , a,. = 0  und bv = l  fiir r < v :::'.: m ,  oder 

aber a,. = bv fiir v < s :::'.: m, a8 = 0 ,  bs = I , a,. = I und bv = 0 fiir s < v :::'.: m .  Die in 
dieser Weise definierte virtuell geordnete Spezies ist zwar perfekt, aber nicht iiberall dicht. 

[2] 

[33 1] 
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zuordnen, und sodann auf Grund der ,,natiirlichen Ordnung" dieser reellen 
Zahlen eine virtuelle Ordnung von D herstellen. 

Zum Beweise dieser Behauptung definieren wir zu den mit u' und c "  

zu bezeichnenden Elementen a; a� a� . . . und a�' a�' a:{ . . . von D i n  folgen
der Weise zwei weitere, mit fJ1 und fJ11 zu bezeichnende Elemente b� b: b� . . .  

d b" b" b"  D w I d " f" b "d . un 1 � ,3 • • • von : enn a,,. un a,,. rir Y < r e1 e ex1stieren und 
1 • h . d d • • h b' d b11 d . I If I II g eIC sm , ann ex1stiere11 auc r un r un es 1st b, = b, = ar = a,. ; 

wenn a; und a;,' fiir Y < r - 1 beide existieren und gleich sind , wahrend 
a;") existiert und a;12l entweder nicht existiert oder > a;") ist , so ist 
b; �= a;'"') + 1 , b; = 1 fiir Y > r, b;' = a;"\ wahrend b�' fiir 1· > r nicht 
existiert. Im Falle der Verschiedenheit von u' und a " sind dann ;/ und fJ" 
ebenfalls verschieden, bilden ein freies Intervall und gehoren zum ge
schlossenen Intervall a ' a ", so daB die betrachtete virtuell geordnete Menge 
nirgends dicht ist. 

Versuchen wir weiter in der betrachteten virtuell geordneten Menge 
eine hohle Schachtelung von geschlossenen Intervallen i1 , i� , . . . zu er
zeugen. Seien oa; oa; oa; . . .  und aa�' oa�' aa�' . . .  die mit aa ' und ,,a " Zll 
bezeichnenden Endelemente von i" und sei "a ' < au". Wir zeigen zunachst. 
daB zu jedem ganzen positiven Y ein kleinstes ganzes positives a,. existiert, 
so daB ,,,,a:, und ,,,.

a;: fiir ,u < Y beide existieren und gleich sind , mi thin 
auch 0a,:, und ,,a

,
:,' fiir a �c . a,. und /l < Y beide existieren und gleich sind. 

N ehmen wir an, daB 1a,;, und 1a;; fiir µ � ·• r ( r < I') existieren und 
gleich sind , wahrend 1a;'+ 1 existiert und 1a;+ 1 entweder nicht existiert 
oder > 1a;'t- 1 ist. Alsdann miissen auch 0a� und aa; fiir ein beliebiges a 
und ,u � r existieren und gleich 1a.:, = 1a;: sein, wahrend 0a;'+ 1 existiert 
und > 1a;'t- 1 ist und 0a;+i entweder nicht existiert oder > 0a;� 1 und . falls 
1a;+i existiert, < 1a;+ 1 ist. Nun gehort fiir diejenigen Werte von a .  fiir 
welche 0a;+ 1 nicht existiert, das Element 1a; 1a; 1a� . . .  1a; zu i'a ; fiir die
jenigen W erte von a aber, fiir welche erstens ,,a;+i nnd 1a;+1 existieren 
und gleich sind, zweitens 0a;'t-1 und 1a;'+ 1  existieren und gleich sind, ge
hOrt das Element 1a�' 1a�' . . .  1a;.' ( 1a;'+1 + 1 )  1 1 1  . . .  zu i,, . Mithin laBt 
sich au£ Grund der Definition der hohlen Schachtelung ein solches h an
geben, daB, falls 1a;+i nicht existiert, ha;.+ i existiert, und, falls 1a;, 1 

existiert, entweder ha;+i < 1a;+i oder ha:'t- 1 > 1a;'t- 1 ist. Weil dieselbe 
SchluBfolgerung sich beliebig oft wiederholen laBt, so laBt sich ein klein
stes solches a,+i  angeben, daB 0 a;+i  und " a;'t- 1 beide existieren und r + 1 r + 1  
gleich sind , mi  thin ,, a:, und " a:: fiir µ < r + 1 beide existieren 

r + 1 • r + 1 · -
und gleich sind. In derselben Weise gelangen wir der Reihe nach zu 
0r+ 2 ,  Or+ s ,  · · . , Ov . 

Bestimmen wir in dieser Weise der Reihe nach a1 , a2 , a3 , • • • , wobei 
o.+ 1  > av fiir jedes Y , dann erzeugen wir gleichzeitig das Element 
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a1af a:!a� 03a3 . . . von D ,  , das wir mit £(•) bezeichnen wollen. Weil nun nach 
dem obigen aa' :S iw � aa" fiir jedes 0' so gehort i,,, zu jedem ia , WO- [3] 
mit sich die Ungereimtheit der Existenz der hohlen Schachtelung, mithin 
die Abgeschlossenheit der betrachteten virtuell geordneten Menge heraus-
gestellt hat. 

Sei a ein beliebiges Element von D .  Nehmen wir erstens an, dal3 
a ein Element a1 aq . . .  a von E darstellt. Alsdann bezeichnen wir das " 1' 
Element a1 a., . . .  a n von E mit a und das geschlossene Intervall a a .,. p n H 
der betrachteten virtuell geordneten Menge mit i,. . N ehmen wir zweitens 
an, daJ3 a ein Element a1 a2 a3 • • • von 0 darstellt. Alsdann bezeichnen 
wir das Element a1 a2 • • •  a,, von E mit a� , das Element a1 a2 • • • a,. 1 1 1  . . . 
von O mit a;: und das geschlossene Intervall a� a;: der betrachteten 
virtuell geordneten Menge mit i11 • In beiden Fallen bildet die lntervall
folge i1 , i2 , i3 , • • • eine einschmelzende Intervallschacbtelung mit dem 
Kern a ,  womit wir die betrachtete virtuell geordnete Menge als in sich 
dicht erkannt haben '). 

§ 6. Die Ordinalzahl der Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 
( exklusive 0 und 1 )  in ihrer ,, natiirlichen Ordnung" wird mit 17 bezeichnet. 
Wir werden zeigen, daJ3 jede abzahlbar unendliche, im engeren Sinne 
iiberall dichte geordnete Spezies ( welche also auch vollstandig geordnet ist ) 
die Ordinalzahl 17 besitzt. 

Sei M die gegebene geordnete Spezies, Jn1 , m2 , m3 , . • • ihre Elemente, 
R die auf Grund der , , natiirlichen Ordnung" geordnete Menge der ratio
nalen Zahl en zwischen 0 und 1 ,  r 1 , r2 , r3 , • . • ihre Elemente, wobei die 
Indizes auf Grund einer eineindeutigen Beziehung zwischen R und der 
Folge :; bestimmt sind. Dem Elemente m1 ordnen wir das Element r1 
zu ; sodann dem Elemente r 2 dasjenige mit m2 zu bezeichnende Element m,. 
mit moglichst kleinem Index v, <las zu m1 dieselbe ordnende Relation 
besitzt wie r2 zu r1 ; sodann dem Elemente m; (welches mit m3 oder 
mit m2 identisch ist, je nachdem wir m2 schon benutzt haben oder nicht ) 
dasjenige mit r� zu bezeichnende Element rv mit moglichst kleinem Index 11 , 
das zu r1 und r2 dieselben ordnenden Relationen besitzt wie m� zu m1 
und m� ; sodann dem Elemente r� ( d. h. dem noch nicht benutzten Ele
mente Tv mit moglichst kleinem Index I' ) dasjenige mit m� ZU bezeichnende 

') Die obige virtuell geordnete Menge ist nicht zu verwechseln mit der mit ihr 
verwandten, ebenfalls auf Grund der ,,natiirlichen Ordnung" virtuell geordneten, Menge 

00 
der unendlichen Ternalbriiche 2' a11 :� - n , wo jedes a11 entweder = 0 oder = 2 ist. Die n=l 
letztere virtuell geordnete Menge ist iibrigens, wie die obige, sowohl nirgends dicht 
wie perfekt. 

[333] 
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Element m. mit moglichst kleinem Index v , das iu m1 , m� und m; die
selben ordnenden Relation en besitzt wie r� zu r1 , r2 und rj . Indem 
wir in dieser Weise fortfahren, bestimmen wir zwischen M und R eine 
solche eineindeutige Beziehung, welche die beiden Spezies als ahnlich er
kennen laBt. 

Eine geordnete Spezies P heiBt differenziert geordnet, wenn erstens 
je  zwei verschiedene Elemente von P entweder ein freies Intervall bilden, 
oder zwischen ihnen ein Element von P liegt , zweitens ein beliebiges 
Element von P entweder das erste Element von P ist oder links von ihm 
ein Element von P liegt, drittens ein beliebiges Element von P ent
weder das letzte Element von P ist oder rechts von ihm ein Element 
von P liegt. Wir werden zeigen, daB jede abzahlbar unendliche, differenziert 
geordnete Spezies M sich als abtrennbare Teilspezies einer geordneten 
Spezies der Ordinalzahl 17 auffassen laf3t. 

Die obige Konstruktion einer eineindeutigen Beziehung zwischen M 
und R IaBt sich namlich auf diesen Fall erweitern , wenn wir nur jedes
mal, wenn in M zu einem vorgegebenen Elemente r� kein die erforderten 
ordnenden Relationen besitzendes Element m:. existiert , ein solches Ele
ment der Spezies M hinzufiigen. 

Die Menge T der endlichen Ternalbriiche zwischen 0 und 1 ( exklu
sive 0 und 1 )  der Form 

2 I 2 1 2 
3a,· 1 3a, +a, -,- · · · T 3 a1+a;;-+. � - + a,, 

oder 

wo jedes a. eine ganze positive Zahl vorstellt, besitzt in ihrer , ,natiirlichen 
Ordnung", wie man unmittelbar einsieht , die Ordinalzahl 2 · 17. Man hat 
nun den Satz : Jede abzahlbar unendliche geordnete Spezies S ,  von der 
jedes Element a entweder rechtes Endelement eines freien lntervalls ist, 
wahrend zu a spatere Elemente existieren und zwischen a und einem will
kurlichen spateren Elemente andere Elemente liegen , oder linkes Endele
ment eines freien lntervalls ist, wahrend zu a fruhere Elemente existieren 
und zwischen a und einem willkurlichen fruheren Elemente andere Ele
mente liegen, besitzt die Ordinalzahl 2 · 17 .  

Man kann namlich nach der obigen Methode zwischen der Spezies 
der freien Intervalle von T und der Spezies der freien Intervalle von S 
eine eineindeutige Beziehung herstellen, welche die beiden Intervallspezies 
als iihnlich erkennen laBt. 
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§ 7. Sei M eine abzahlbar unendliche, im engern Sinne iiberall dichte 
georclnete Spezies, deren Elemente durch die Fundamentalreihe g1 , g2 , g3 , • • • 
abgezahlt werden. Wir setzen ei (g1 , g2 , • • •  , gv )  = 8,, . In M nehmen wir 
eine , ,Einschaltungsteilung" vor, d. h. wir erzeugen durch eine unbegrenzte 
Folge von freien Wahlen in solcher Weise in M eine linke und eine rechte 
Teilspezies ( wobei ein beliebiges Element der linken einem beliebigen Ele
mente der rechten Teilspezies vorangeht ), da.13 der Reihe nach in 81 , 82 , 83 , • . •  

die linke und die rechte Teilspezies bestimmt werden , wobei von diesen 
Teilspezies von 8v nur ein einziges Element ga,, von 8,, ausgenommen 
bleiben darf, und fiir jedes 'P das Element gav+ i , falls es besteht, entweder 
mit ga,, oder mit g,,+1  identisch ist. Die Spezies derjenigen ( zu beliebigen 
ver8chiedenen Abzahlungen von M gehorigen) Einschaltungsteilungen t 
von J.Vl, welche mit einer gewissen Einschaltungsteilung t1 von M ,,zu
sammenfallen", womit gemeint wird, da.13 niemals ein Element der 
linken Teilspezies der einen Teilung rechts von einem Elemente der 
rechten Teilspezies der anderen Teilung gelegen ist , nennen wir ein Ein-
8chaltung8element von M und t bzw. t1 eine ,,Teilung" dieses Einschaltungs
elementes. Die Spezies der Einschaltungselemente e von 111 ordnen wir 
virtuell, inclem wir folgende Festsetzungen treffen : Wir schreiben e' <Z e", 
wenn eine Teilung t ' von e', eine Teilung t" von e" und zwei Elemente 
g0 und g, von M angegeben werden konnen, welche zur rechten Teil
spezies von t ' und zur linken Teilspezies von t" gehoren ;  e ' s e", wenn 
e '  3> e" unmi:iglich ist ; e' < e", wenn e' <Z e" und iiberdies e '  :::f e" ist. 
Nach der im vorigen schon mehrfach angewandten Methode ergibt sich, 
da.13 diese Festsetzungen in der Tat die Giiltigkeit der fiinf Ordnungs
eigenschaften nach sich ziehen. Wir nennen die in dieser Weise virtuell 
geordnete Spezies der Einschaltungselemente von M das Kontinuum uber 111 
und bezeichnen sie mit K ( M) . 

Offenbar sind alle Kontinua ahnlich; ihre Ordinalzahl, die, wie man 
ohne Schwierigkeit beweist, iiberall dicht und perfekt ist, bezeichnen wir 
mit x .  

Wenn zu einem Einschaltungselement von M eine Teilung gehOrt, an 
der jedes Element von M teilnimmt , dann sprechen wir von einem Ein-
8chaltung8element er8ter Ordnung von M. 

W enn zu einem Einschaltungselement erster Ordnung von M eine 
Tetlung gehi:irt , an der jedes Element von M teilnimmt, und bei der die 
linke Teilspezies kein am weitesten rechts gelegenes Element besitzen 
kann, dann sprechen wir von einem Ein8chaltung8element zweiter Ordnung 
von JI. 

[4] 

[335] 
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W enn zu einem Einschaltungselement zweiter Ordnung von 1l1 eine 
Teilung gehi:irt , an der jedes Element von M teilnimmt , und bei der 
rechts von einem beliebigen Elemente der linken Teilspezies ein weiteres 
Element der linken Teilspezies gelegen ist, dann sprechen wir von einem 
Einschaltunyselement dritter Ordnuny erster Art von JJ;J. 

W enn zu einem Einschaltungselement zweiter Ordnung von . .M eine 
Teilung gehort , an der jedes Element von M teilnimmt, und zwar ent
weder als am weitesten links gelegenes Element der rechten Teilspezies 
auftritt, oder weder ein am weitesten rechts gelegenes Element der linken 
Teilspezies noch ein am weitesten links gelegenes Element der rechten 
Teilspezies darstellen kann , dann sprechen wir von einem Einschaltnnys
element dritter Ordnuny zweiter Art von M. 8) 

W enn zu einem Einschaltungselement dritter Ordnung von 1l1 eine 
Teilung gehort , an der jedes Element von M teilnimmt , und zwar ent
weder als am weitesten links gelegenes Element der rechten Teilspezies 
auftritt, oder links von einem Elemente der linken Teilspezies , oder aber 
rechts von einem Elemente der rechten Teilspezies gelegen ist , dann 
sprechen wir von einem Einschaltunyselement vierter Ordnuny von J.l1. 

Wenn fiir die Teilung t ' des Elementes e ' von K ( M) jedes links 
vom Elemente yl! von M gelegene Element von M zur linken Teilspezies 
und jedes rechts von Ye gelegene Element von M zur rechten Teilspezies 
gehi:irt , dann sagen wir , daB e ' mit Ye zusammenfiillt , und bezeichnen e '  
mit z (y2 ) . Statt e }> z (Ye )  schreiben wir auch e }> Ye ,  statt e > z (Ye) auch 
e > y12, statt e = z ( Ye)  auch e = yl!, usw. Wenn e ein beliebiges Einschal
tungselement von 1l1 vorstellt, so gilt fiir jedes v ,  mit einer eventuellen ein
zigen , aufwiirts beweglichen , Ausnahme , entweder die Beziehung e > y,. 
oder die Beziehung e < Yv , und durch diese Beziehung ist e eindeutig 
bestimmt. Ebenfalls gilt fiir jedes 11 , mit einer eventuellen einzigen, auf
wiirts beweglichen, Ausnahme , entweder die Beziehung e }> Yv oder die 
Beziehung e <€ y,. , wiihrend e durch diese Beziehungen wiederum eindeutig 
bestimmt ist. 

Unter den Einschaltungselementen von M sind die Einschaltungs
elemente erster Ordnung dadurch ( notwendig und hinreichend ) charakteri
siert, dall nicht nur fiir jedes v ,  mit einer eventuellen einzigen, aufwiirts 
beweglichen, Ausnahme entweder die Beziehung e > Yv oder die Beziehung 
e < Yv gilt, sondern iiberdies fiir die eventuelle aufwiirts bewegliche Aus
nahme g" entweder die Beziehung e :> y,. oder die Beziehung e : �  y" be-

") Unter den Einschaltungselementen dritter Ordnung sind weder diejenigen 
erster Art notwendig auch zweiter Art, noch diejenigen zweiter Art notwendig auch 
erster Art. 
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steht. Diese Oharakterisierung kann auch so formuliert werden, dal3 nicht 
nur fiir j edes v ,  mit einer eventuellen einzigen , aufwarts beweglichen, 
Ausnahme entweder die Beziehung e }> g,. oder die Beziehung e <Z g,. gilt, 
sondern iiberdies fiir die eventuelle aufwarts bewegliche Ausnahme gl! ent-
weder die Beziehung e ? g12 oder die Beziehung e < gc besteht 11) . [5] 

Unter den Einschaltungselementen erster Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente zweiter Ordnung dadurch ( notwendig und hin
reichend) charakterisiert, daB fiir jedes v, mit einer eventuellen einzigen, 
aufwarts beweglichen, Ausnahme entweder die Beziehung e > g,. oder die 
Beziehung e < gv gilt , wahrend fiir die eventuelle aufwarts bewegliche 
Ausnahtne g11 die Beziehung e < g11 besteht. [6] 

Unter den Einschaltungselementen zweiter Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente dritter Ordnung erster Art dadurch ( notwendig und 
hinreichend ) charakterisiert ,  dal3 fiir jedes ·v , mit einer eventuellen ein
zigen, aufwarts beweglichen, Ausnahme entweder die Beziehung e }> gv oder 
die Beziehung e <Z gv gilt, wahrend fiir die eventuelle aufwarts bewegliche 
Ausnahme g, die Beziehung e < g, besteht 10). [7] 

Unter den Einschaltungselementen zweiter Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente dritter Ordnung zweiter Art dadurch ( notwendig und 
hinreichend ) charakterisiert, daB fiir j edes v entweder die Beziehung e > g,. 
oder die Beziehung e < g,. oder aber die Beziehung e = g,. gilt. [8] 

Unter den Einschaltungselementen dritter Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente vierter Ordnung dadurch ( notwendig und hinreichend) 
charakterisiert, daB fiir jedes v entweder die Beziehung e }> g,. oder die 
Beziehung e <Z g,. oder aber die Beziehung e = gv gilt 11) . [9] 

§ 8. Sei S eine geordnete Spezies der Ordinalzahl 2 · 'Y/ ,  deren freie Inter
valle durch die Fundamentalreihe i1 , i2 , i3 , • • •  abgezahlt werden, und sei 
av bzw. bv das linke bzw. rechte Endelement von iv . In S nehmen wir 

9) Im Falle, daB fi.ir M die ,,natiirlich geordnete" Spezies der endlichen Dual
briiche zwischen 0 und 1 gewahlt wird, stellen die Einschaltungselemente erster Ord· 

00 
nung von M die Spezies der mit einem unendlichen Dualbruch 1..; a,, 2 - " (wo jedes n= l  
an = 0 oder = 1 ist ) ,,zusammenfallenden" unendlichen Dualbriiche 
jedes b,. = 0 oder = 1 ist ) dar. V gl. FuBnote 6). 

oc 2} b,. 2 - n  ( wo n=l 
10) Im Falle, daB fiir M die ,,natiirlich geordnete" Spezies der endlichen Dual

briiche zwischen 0 und 1 gewahlt wird, stellen die Einschaltungselemente dritter 
Ordnung erster Art von M, bei denen eine linke Teilspezies mit wenigstens einem 
Elemente auftritt, die dual entwickelbaren reel!en Zahlen > 0 und � 1 dar. V gl. das 
Beispiel des § 5.  

11) Man vergleiche in diesem Zusammenhang meinen Aufsatz :  ,,Besitzt jede reelle 
Zahl eine Dezimalbruchentwickelung ?", Math. Annalen 83, S. 201-210 ,  wo die Trag- [10] 
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eine ,,Einschaltungsteilung" vor, d. h. wir zerlegen die Spezies der i,. durch 
eine unbegrenzte Folge von freien Wahlen in eine linke und eine rechte 
Teilspezies (wobei ein beliebiges Element der linken einem beliebigen 
Elemente der rechten Teilspezies vorangeht ) . Die Spezies der Einschaltungs
teilungen t von S ordnen wir virtuell , indem wir folgende Festsetzungen 
treffen : Wir schreiben t' <£. t", wenn ein iv angegeben werden kann , das 
zur rechten Teilspezies von t' und zur linken Teilspezies von t" gehOrt ; 
t' 3 t", wenn t '  }> t" unmoglich ist ; t' < t", wenn t' � t "  und liberdies 
t' =fa t" ist. Nach der im vorigen schon mehrfach angewandten Methode 
ergibt sich , dal3 diese Festsetzungen in der Tat die Giiltigkeit der fiinf 
Ordnungseigenschaften nach sich ziehen. Wir nennen die in dieser Weise 
virtuell geordnete Spezies der Einschaltungsteilungen von S das Diskonti
nuum uber S und bezeichnen sie mit D (S ). 

Offenbar sind alle Diskontinua ahnlich ; ihre Ordinalzahl , die , wie 
man ohne Schwierigkeit beweist, nirgends dicht und perfekt ist, bezeichnen 
wir mit J .12) 

W enn bei einer Einschaltungsteilung von S jedes iv entweder als am 
weitesten links gelegenes Intervall der rechten Teilspezies oder als am wei
testen rechts gelegenes Intervall der linken Teilspezies auftritt oder aber 
weder ein am weitesten rechts gelegenes Intervall der linken Teilspezies 
noch ein am weitesten links gelegenes Intervall der rechten Teilspezies 

weite der obigen Unterscheidungen zum Ausdruck kommt. Zu diesem Aufsatz ist zu 
bemerken, daB die aus dem Zusammenhang ersichtliche Bedeutung des daselbst S. 205, 
Z. 10 v. u. und Z. 1 v. u. befindlichen Wortes ,,verschieden" nicht der spiiter Math. 
Annalen 93,  S. 246 fiir die intuitionistische Mathematik aufgestellten Definition des 
Begriffes ,,verschieden" entspricht. 

12) Im Falle, daB S von der ,,natiirlich geordneten" Spezies der speziellen end
r 

lichen Ternalbriiche .J: a,. 3-n, wo fiir a, entweder 1 oder 2 ,  fiir jedes av ( I' <  r)  n=1 
dagegen entweder 0 oder 2 gewiihlt werden darf, geliefert wird , stellen die Ein-

oo 
schaltungsteilungen von S die unendlichen Ternalbriiche .2 a,. 3-n , wo fiir jedes a,. n=1 
entweder 0 oder 2 gewahlt werden darf, dar ( vgl. FuBnote 7) ). 

Im Falle, daB S von der ,,natiirlich geordneten", <lurch eine Fundamentalreih e  
von positiven ganzen Zahlen n1 , n2 , • • •  (alle ;:::: 2 )  bestimmten Spezies der echten 
Briiche 

2 (z1_-_1J -L  ____ 2 _(z.,__-_1 )_ - +  + ---�Jzv -�1�) -� 2 n1 - l  ' (2 111 - 1 ) ( 2 n2 - l ) . . .  ( 2 n1 - l ) . . .  (2 nv - 1 ) 
und 

wo z,, eine ganze positive Zahl :<'.'.. nv - 1 ,  fiir jedes a < v jedoch Za eine ganze posi-
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darstellen kann, dann sprechen wir von einer Einschaltungsteilung ersten 
Grades voll S .  

Welln bei einer Eillschaltullgsteilung erstell Grades voll S jedes i,. 
entweder als am weitestell links gelegelles Intervall der rechten Teil
spezies oder als am weitesten rechts gelegenes Intervall der linken 
Teilspezies auftritt oder aber links von einem Intervall der lillken Teil
spezies oder schlie(3lich rechts von einem Intervall der rechten Teilspezie8 
gelegen ist, dann sprechen wir von einer Einschaltungsteilung zweiten 
Grades von S.  

Wenn fiir das Element t '  von D (S)  das freie Intervall ic zur rechten, 
jedes links VOil ie gelegene freie Intervall aber zur linken Teilspezies 
gehort , dann sagen wir, da13 t ' mit a!! zusammenfallt, und bezeichnen t ' 
mit z ( ae) .  W enn fiir das Element t" von D ( S )  das freie Intervall i,, zur 
linken, jedes rechts von i,, gelegene freie Intervall aber zur rechten Teil
spezies gehort , dann sagen wir, da13 tj" mit b,, zusammenfallt , und be
zeichnen t" mit z ( b� ) .  Statt t <:Z z (ac ) bzw. t }> z ( b,, ) bzw. t < z (ac ) bzw. 
t > z ( ba) bzw. t = z (au ) bzw. t = z ( b,,) usw. schreiben wir auch t <Z ae 
bzw. t }> b,, bzw. t < a[> bzw. t > ba bzw. t = a'l bzw. t = b,, usw. 

Wenn fiir das Element t von D ( S) das freie Intervall ir zur rechten 
( bzw. linken) Teilspezies gehort , dann schreiben wir t < i, ( bzw. t > i, ) .  
Wenn t < i, ( bzw. t > i, ) ,  aber i, unmoglich ein am weitesten links 
gelegenes Intervall der rechten Teilspezies ( bzw. ein am weitesten rechts 
gelegenes Intervall der linken Teilspezies ) von t darstellen kann , dann 
schreihell wir t < i, ( bzw. t > i,) .  W enn i, fiir t rechts von einem Intervall 
der rechten ( bzw. lillks von einem Intervall der linken ) Teilspezies gelegen 
ist, dann schreiben wir t < i, (bzw. t > ir ) ·  

W enn t eine beliebige Eillschaltungsteilung von S vorstellt , so gilt 
fiir jedes Y entweder die Beziehung t > i,, oder die Beziehung t < iv und 
<lurch diese Beziehungen ist t eindeutig bestimmt. 

Unter den Einschaltungsteilungen von S sind die Einschaltungs
teilungen ersten Grades dadurch (notwendig und hinreichend) charakteri-

tive Zahl '.".'.; n,, ist , geliefert wird, stellen die Einschaltungsteilungen von S die reellcn 
Zahl en 

2 ( z1 - l )  2 (z2 - l )  , 2 ( z, - l )  
2 111 - l  + ( 2 n, - 1 ) ( 2 n2 - 1 )  T ( 2 n1 - 1)(2 n2 - l ) ( � n  - 1 ) +  . . .  

dar, wo jedes z,, eine ganze positive Zahl '.".'.; n,, ist. 

Bezeichnen wir also mit Gn, n, n, . . .  , wo die n,. eine Fundamentalreihe von posi
tiven ganzen Zahlen > 2 bilden , die Menge der unbcgrenzten Fol gen z, , z2 , z3 , • • •  , 
wo jedes za eine positive ganze Zahl '.".'.; na ist, so geht aus der Ahnlichkeit aller Dis

kontinua die Gleichmiichtigkeit von Gn, n, n, . . .  und G� 2 2 . . •  hervor. 
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siert, daB fiir jedes Y eine der Beziehungen t )> i,, , t < i,, , t = a,, , t = b,, 
besteht. 

Unter den Einschaltungsteilungen ersten Grades von S sind die Ein
schaltungsteilungen zweiten Grades dadurch ( notwendig und hinreichend) 
charakterisiert, da13 fiir jedes Y eine der Beziehungen t > i,. , t < i,. , t = a,, ,  
t = b,, besteht. 

( Eingegangen am 14. 3. 1925.) 

Bericht igung 

zu dem Aufsatz von L.  E.  J .  Brouwer : ,,Zur Begriindung der intuitionistischen 
Mathematik. I"  in Band 93, S. 244-257. 

S. 254, Z. 2 v. o. statt ,,in solcher Weise, daB die Spezies N' der fJ 
mit N halbidentisch ist" lies ,,in solcher Weise, daB gleichen Elementen a 
gleiche Elemente fJ entsprechen und die Spezies N' der fJ mit N halb
identisch ist". 



Mathematics . � "/ntuitionistische Einfiihrung des Dimensionsbegriffes." 
By Prof. L. E. J .  BIWUWER . 

(Communicated at the meeting of May 29, 1 926). 

§ 1 .  Definition der katalogisiertkompakten Spezies. 

Unter einer Teilmenge der Menge M verstehen wir im folgenden 
eine derweise aus M entstehende Menge, class mittels einer unbeschrankten 
Folge von Entscheidungen der Reihe nach fiir jede ungehemmte endliche 
Wahlfolge von M entschieden wird, entweder class sie ungehemmt 
bleibt, oder class sie gehemmt wird. Der Mengenbegriff erleidet hierbei 

1 926 B 

gegeniiber der Math. Ann. 93, S. 244 gegebenen Definition insofern [l] 
eine Erweiterung, class die Entscheidung zwischen Gehemmtheit und 
Ungehemmtheit nicht mehr von vornherein fiir alle endlichen Wahl-
folgen <lurch ein Gesetz ganzlich festgelegt zu sein braucht. 

Unter einer katalogisierten Falge verstehen wir eine unbegrenzte 
Folge p1 , p2 • • • •  , in welcher zu je zwei Elementen p,1 und p,2 ein Abstand 

(! (p,1 ,  p,2 ) ?  0 (aber nicht notwendig entweder > 0 oder = 0) definiert [2] 
wird, der folgenden Bedingungen geniigt : Es ist stets (! (p,, p,) = 0 und 
g (p,1 ,  p, 2 ) c::;. Q (p,1 , p,3 ) + (! (p,2 , p,3 ) . Weiter existiert zu jedem n ein 
µn und ein 1'n , so dass fiir l '  > 1'n jedes p, in einer Entfernung c::; a <0 4-n 
von Spn = IS (p1 , p2, • • •  , P.'1n ) gelegen ist. Schliesslich ist jedes Element 
Pen von s .,n entweder ein /in-Element oder ein an-Element (niemals aber 
beides gleichzeitig) ; im ersteren Falle ist fiir v > m (11n) jedes p,  in einer 

Entfernung ;:: � - . 4-n von p .. n gelegen, im letzteren Falle gibt es eine 

unbegrenzte Folge von verschiedenen p, in einer Entfernung � b <0 
� . 4-n ( b 0> � . 4-n) von P'-n· (Demzufolge besitzt dann auch ein 

beliebiges pv entweder die fiir die an oder die fiir die (Jn charakteris
tische Eigenschaft.) 

Was wir auf dieser Grundlage unter einer positiv-konvergenten unbe
grenzten Falge (bzw. unter zusammengehorigen positiv-konvergenten 
unbegrenzten Folgen) von verschiedenen Elementen einer katalogisierten 
Folge zu verstehen haben, ist ohne weiteres klar. [3] 

Die Spezies S der Spezies zusammengehoriger positiv-konvergenter 
unbegrenzter Folgen von verschiedenen Elementen einer katalogisierten 
Folge ,. ist kompakt, d.h. wenn wir in auf der Hand liegender Weise 
ide Entfernung je zweier Elemente von S definieren, so konvergiert jede 
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positiv-konvergente Falge von Elementen von S positiv gegen ein 
Element von S. Weiter ist S in bezug au{ F katalogisiert, d.h. die 
Entfernung zwischen S und einem beliebigen Elemente p, von f !asst 
sich mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit approximieren (ohne 
class jedoch stets ein Element q von S angegeben werden kann so class 
e (q. p,) = (! (S. p,) ) .  Die Spezies S .. fallt zusammen" mit einer kompakten 
finiten Menge M von positiv-konvergenten unbegrenzten Folgen von 
(eventuell teilweise identischen) Elementen von F ,  welche erhalten werden, 
indem in solcher Weise der Reihe nach ein a1-Element, ein arElement, 
u.s.w. gewahlt werden, class nach der Wahl eines bestimmten 'ln-Ele
mentes a� jedes an+i -Element in einer Entfernung :::; 2.4--n von a� wahl
bar und jedes an+ 1-El�ment in einer Entfernung ;:;: 3.4-n von a� 
unwahlbar ist. Die Falge F 1 ,  welche der Reihe nach die a 1-Elemente, 
die arElemente, u.s.w. enthalt, ist wiederum katalogisiert (wobei man 
diesmal ohne die Analoga der (:ln-Elemente auskommen kann) und die 
Spezies der Spezies zusammengehoriger positiv-konvergenter unbegrenzter 
Folgen von verschiedenen Elementen von F 1 fallt zusammen mit S. 
Jede in derselben Weise wie S mittels einer katalogisierten Falge defi
nierte Spezies, und iiberdies die leere Spezies, heisst eine katalogisiert
kompakte Spezies. 

Sei S' eine in bezug auf F 1 katalogisierte kompakte Teilspezies von 
S (also z.B. die .. Abschliessung" einer beliebigen Teilmenge von M ;  
iibrigens werden wir auch die leere Spezies z u  den i n  bezug auf F 1 ka.
talogisierten kompakten Teilspezies von S rechnen). Jedem an-Elemente 
1 an geben wir entweder das Pradikat eines a�-Elementes (in welchem 

Falle es Elemente von S '  in einer Entfernung ·� c <a �· . 4- n (c o> �- . 4-n) 

von 1 an gibt) oder das Pradikat eines /1�-Elementes (in welchem Falle 

jedes Element von S' in einer Entfernung � ! . 4-n von 1 an gelegen ist), 

mit der Massgabe, class die beiden Pradikate sich gegenseitig ausschlies
sen. Sodann bestimmen wir eine mit S '  zusammenfallende Teilmenge M' 
von JV!, fur welche in solcher Weise der Reihe nach ein a;-Element, 
ein a�-Element, u. s. w. gewahlt werden, class nach der Wahl eines be
stimmten a�-Elementes 0a� jedes nach derselben for M unwahlbare 
11 �+ 1 -Element sowie jedes in einer Entfernung � 3.4- " von 0a� gelegene 
11 �+ 1-Element unwahlbar und jedes in einer Entfernung : 2.4- n von 0a� 
gelegene <1�+ 1-Element wahlbar ist. Die Folge F ;, welche der Reihe 
nach die a;-Elemente, die u�-Elemente, u.s.w. enthalt, ist wiederum ka
talogisiert (wobei man wiederum ohne die Analoga der fin-Elemente 
auskommen kann) und die Spezies der Spezies zusammengehoriger positiv
konvergenter unbegrenzter Folgen von verschiedenen Elementen von F ; 
fallt zusammen mit S '. 

In analoger Weise stellt sich heraus, class eine in bezug auf F ; kata
logisierte kompakte Teilspezies S "  von S '  mit einer Teilmenge M" von 
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M' zusammenfallt ; demzufolge ist sie ebenfalls in bezug auf r 1 (sowie 
in bezug auf F und in bezug auf S) katalogisiert. [4] 

§ 2. Ein Satz iiber Erweiterung von Trennungen in 
katalogisiertkompakten Spezies. 

In Anschluss an eine vorgegebene in bezug auf 1 1 katalogisierte kom
pakte Teilspezies S '  van S bestimmen wir in folgender Weise eine 

Teilmenge M� (S ') van M :  Jedem 11n+i-Elemente 1 11,,+2 sprechen wir 
entweder das Pradikat eines a�+rElementes zu (in welchen Falle es 
in einer Entfernung � 4-n + 4-n-t van S' gelegen ist) oder das Pradikat 
eines f(+2-Elementes (in welchem Falle es einen Abstand < 4-n + 2,4-n-t 

van S '  besitzt). Alsdann wird M� (S') van denjenigen zu M gehorigen 
Folgen, deren (n + 2Hes Element ein 11�+2-Element ist, gebildet. Jedes 
Element der Abschliessung An (S') van M�(S') b�sitzt einen Abstand 
;_: 4-n van S ', wahrend jedes in einer Entfernung � 4 n -1 2 .4 -n-1 + 4 -n- 2, 
a fortiori also jedes in einer Entfernung � 2.4-" van S '  gelegene Element 
von S zu An (S ') gehort. Sei M,, (S') eine nach dem Verfahren des § 1 
konstruierte mit An (S') zusammenfallende Teilmenge van M, und sei 
jeder Teilmenge r von Mn (S ') eine positive rationale Zahl (17 zugeordnet. 
Alsdann bestehen, weil die Spezies der r eine finite Menge darstellt, 
nach dem in diesen Proceedings XXVII.  S. 1 92 (vgl. auch S. 646) her- [5] 
geleiteten Satze, for 1}7 nur endlichviele Werte und unter denselben ein 
positiver, rationaler Minimalwert. 

vVir sagen, class die Teilspezies It van s zwischen den Teilspezies /1 
und ;· van S eine Sprungweite b aufweist, wenn in jeder endlichen Falge 
van Elementen von S, van denen das erste zu /J , das Ietzte zu ) '  und 
alle anderen zu a gehoren, zwei aufeinanderfolgende Elemente vorkommen, 
deren Abstand � b ist. Im Fa!Je, class 11 , /] und y kompakt und in bezug 
auf F 1 katalogisiert sind, besteht offenbar eine Maximalsprungweite von 
11 zwischen /1 und ;1 ,  welche sich· mit jedem beliebigen Grade der Genauig
keit approximieren !asst. 

Seien A und B in bezug auf F; katalogisierte kompakte Teilspezies 
van S' und C und D in bezug auf F 1 katalogisierte kompakte Teilspezies 
von S, wahrend van den Spezies A, B und C je zwei einen Abstand o >O 
besitzen, und seien A und B in S' <lurch C getrennt, womit wir (for 
Spezies S, S ', A .  B und C der angegebenen Art) meinen, class jede in 
bezug auf F ;  katalogisierte kompakte Teilspezies S" van S ', welche eine 
Entfernung o> 0 van C besitzt, eine Sprungweite (mithin auch eine 
rationale Sprungweite) 0 > 0 zwischen A und B aufweist 1 ) .  Alsdann 

I) Dieser "schwachen Trennung" !assen sich an die Seite stellen : 
1 .  Die .. starke Trennung", welc� stattfindet, wenn jedes in einer Entfernung o> 0 von 

C gelegene Element von S' entweder mit dem Pradikate eines g A -Elementes, oder mit 
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konnen wir nach der obigen Methode eine mit einer in bezug auf F ;  
katalogisierten kompakten Teilspezies von S' zusammenfallende Teilmenge 
s'Mn (C) von M ' bestimmen, so class jedes Element von s'Mn (C) einen 
Abstand � 4-n von C besitzt, wahrend jedes in einer Entfernung :::--- 2.4-n 

von C liegende Element von S '  mit einem Elemente von s' Mn (C) 
zusammenfallt. Jeder Teilmenge von s'Mn (C) ist als Sprungweite ihrer 
Abschliessung zwischen A und B eine positive rationale Zahl zugeordnet ; 
diese positive rationale Zahl besitzt nach dem ersten Absatze dieses § 
einen Minimalwert on, wekher als Sprungweite der Abschliessung einer 
beliebigen Teilmenge von s'Mn (C) zwischen A und B, mithin insbesondere 
als Sprungweite einer beliebigen in einer Entfernung > 2.4-n von C 
gelegenen, in bezug auf r ;  katalogisierten kompakten Teilspezies von 
S '  zwischen A und B auftritt. Wenn n hinreichend gross gewahlt wird, 
diirfen wir, wenn wie immer (! (X, Y) den Abstand zwischen X und Y 
vorstellt, annehmen, class an , sowie 2.4-n + i , � u (A,  B) , .� (} (A, C) und 
•<; (! (B, C) sind. 

Sei A1 (bzw. B1) eine sokhe ganzlich in einem Abstande <0 
4 

on von 

S' gelegene, in bezug auf 1 1 katalogisierte kompakte Teilspezies von S, 

class jedes in einer Entfernung :--:; -{- an von A 1  (bzw. von B1) gelegene 

Element von S' zu A (bzw. zu B) gehort, so class A 1  (bzw. B1) auch 

ganzlich in einem Abstande <0 !- an von A (bzw. von B) gelegen ist. 

Sei T eine ganzlich in einer Entfernung 

einer Entfcrnung 
1 

::.- 2 .4 - 11 + 4 a" von C 

logisierte kompakte T e:ilspezies von S. 

1 1 a" von S' und ganzlich in 

gelegene, in bezug auf 1 1 kata

Alsdann 1ueist T zwischen A1  

d B S . 1 im 1 eine pnmgwezte i On au[ W enn wir namlich eine endliche 

Folge von Elemcnten von S betrachten, von denen das erste zu A 1 ,  
[6] das le:tzte zu B1 und alle anderen zu T gehoren, so konnen wir, indem 

[344] 

dem Pradikate eines g8 -Elementes (welche Pradikate sich gegenseitig ausschliessen) ver
sehen ist, mit der Massgabe, class jedes Element von A (bzw. von B) ein g A -Element 
(bzw. cin gs -Element) ist, und class zu jedem 1 1 o> O ein solches ·12 o> O bestimmt werden 
kann, class jedes in einer Entfernung � 12 von eincm in einer Entfernung � '-I von C 
gelegenen g A -Elemente (bzw. g 8 -Elemente) liegende Element von S' ebenfalls ein g A -Element 
(bzw. gs -Element) ist. 

2. Die "mitt/ere Trcnnung" ,  welche stattfindet, wenn jedes in einer Entfernung o> 0 
von C gelegene Element von S' entweder die t A -Eigenschaft oder die ts -Eigenschaft 
(welche sich librigens nicht ausschliessen) besitzt. Dabei sagen wir, class ein Element q' 

von S' die t A -Eigenschaft (bzw. die ts -E1genschaft) besitzt, wenn ein ·1 (q') o> 0 existiert, 

so class jede in bezug auf r '1 katalogisierte kompaktc Teilspezies von S', welche ganzlich 
in einer Entfernung � ,,  (q') von q' gelegen ist, in S' durch C von A (bzw. von B) 

"schwach getrennt" wird. 
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l 
einer passenden Verriickung <0 -{ on 

unterziehen, eine endliche Falge van Elementen van S erzeugen, van 
denen das erste zu A. das letzte zu B und alle and�ren zu S' gehoren 
und in einer Entfernung 0> 2.4-n van C liegen, in wdcher mithin 
zwei aufeinanderfolgende Elemente varkammen, deren Abstand ;; an ist. 

l 
Sei R eine alle Elemente van D in einem Abstande ··::; -8 On van S' 

enthaltende und ganzlich in einer Entfernung <0 ! 011 von S' gelegene, 

in bezug auf / 1 katalogisierte kompakte Teilspezies von D ;  seien A 1  
und B1 den i m  varigen Absatz aufgestellten Forderungen entsprechend, 
und iiberdies innerhalb R gewahlt ;  und sei C1 eine alle Elemente von 

l 
D in einem Abstande � 2.4-n + 4 on van C enthaltende, in einem Ab-

1 
stande 0> -.f 011 von A sowie von B gelegene, in bezug auf / 1 katalo-

gisierte kampakte Teilspezies von D. Alsdann besitzen erstens je zwei 
der Spezies A 1 , B1 und C1 einen Abstand 0> 0 voneinander, zweitens 
sind nach dem vorigen Absatze A 1  und B1 in R durch C1 getrennt. 

Mit dem obigen ist folgende Eigenschaft bewiesen : Sei S eine kata
logisiertkompakte Spezies ; S' und D in bezug au{ S katalogisierte 
kompakte Teilspezies van S ;  A und B je eine Relativumgebung van S' 
enthaltende. in einem Abstande 0> 0 voneinander gelegene, in bezug 
au{ S katalogisierte kompakte Teilspezies van S' ; C eine in einem 
Abstande 0> 0 van A sowohl wie van B gelegene, A und B in S' 
trennende. in bezug au[ S katalogisierte kampakte Teilspezies van S :  
C1 eine alle Elemente van D in einem Abstande < n 1 van C enthaltende, 
in einem Abstande 0> <12 °> 0 van A sowohl wie van B gelegene, in 
bezug au{ S katalogisierte kompakte Teilspezies van D ;  n und ein 
zugehOriges a (n) (d.h .  eine fiir eine beliebige in einer Entfernung 
;; 2.4-n van C gelegene, in bezug au{ S katalogisierte kompakte Teil
spezies van S' bestehende Sprungweite zwischen A und B) so gewiihlt, 
dass je zwei der Spezies A.  B und C in einer Entfernung ;:. on und 
� 2.4-n+I voneinander gelegen sind und iiberdies die Ungleichungen 

2.4-n + -{- on < n1 und !- on <0 a2 bestehen ; R eine alle Elemente van D 

1 
in einem Abstande <:; B o,, van S' enthaltende, giinzlich innerhalb einer 

Entfernung <0 ! on van S' gelegene, in bezug au{ S katalogisierte 

kompakte Teilspezies van D :  A1  (bzw. Bi)  eine solche in bezug au{ S 
katalogisierte kompakte Teilspezies van R. dass jedes in einer Ent{ernung 

=-:: -{ on van A i  (bzw. Bi)  gelegene Element van S' zu A (bzw. B) 

gehort. Alsdann sind A 1  und B1 in R durch Ci getrennt. 

[345] 



[346] 

6 860 

§ 3. Der Begriff des Dimensionsgrades fiir katalogisiertkompakte Spezies. 

Wir sagen, class die kompaktkatalogisierte Spezies S den unteren 
Dimensionsgrad n besitzt, wenn in S zwei in bezug auf S katalogisierte 
kompakte Teilspezies A und B angegeben werden konnen, welche in 
einem Abstande 0 > 0 voneinander gelegen sind und die Eigenschaft be
sitzen, class jede A und B in S trennende 2) ,  in bezug auf S katalogisierte 
kompakte Teilspezies von S den unteren Oimensionsgrad n - 1  besitzt. 
Weiter sagen wir. class S den unteren Dimensionsgrad Null bzw. w 

besitzt. wenn ein Element von S angegeben werden kann, bzw. wenn 
S fiir jede natiirliche Zahl n den unteren Oimensionsgrad n besitzt. 

Wir sagen. class die kompaktkatalogisierte Spezies S den oberen Di
mensionsgrad n besitzt. wenn je zwei in einem Abstande 0/ 0 vonein
ander gelegene, in bezug auf S katalogisierte kompakte Teilspezies von 
S durch eine den oberen Dimensionsgrad n - 1 besitzende, in bezug auf 
S katalogisierte kompakte Teilspezies von S, in S getrennt werden konnen . 
Weiter sagen wir, class S den oberen Dimensionsgrad Null bzw. w besitzt, 
wenn S zwischen je zwei in einem Abstande 0 > 0 voneinander gelegenen, 
in bezug auf S katalogisierten kompakten Teilspezies von S eine Sprung
weite 0> 0 aufweist bzw. wenn je zwei in einem Abstande 0> 0 von
einander gelegene, in bezug auf S katalogisierte kompakte T eilspezies 
von S durch eine einen endlichen oberen Oimensionsgrad besitzende, in 
bezug auf S katalogisierte kompakte Teilspezies von S. in S getrennt 
werden konnen. 

Wenn eine kompaktkatalogisierte Spezies sowohl den oberen wie den 
unteren Oimensionsgrad n bzw. 0 bzw. 10 besitzt, so sagen wir, class sie 
den allgemeinen Dimensionsgrad n bzw. 0 bzw. oJ besitzt. 

Den obigen Definitionen lasst sich leicht eine von der Rekurrenz un
abhangige Form geben. Dazu denken wir uns die Spezies S von zwei 
Personen P und Q der . .  Dimensionsoperation" unterzogen, worunter 
wir folgendes verstehen : P wahlt in S zwei in einem Abstande 0> 0 
voneinander gelegene, in bezug auf S katalogisierte kompakte Teilspezies 
A und B. worauf Q die Spezies A und B in S trennt durch eine in 
bezug auf S katalogisierte kompakte Teilspezies 51 von S. Sodann wahlt 
P zwei in einem Abstande 0> 0 voneinander gelegene, in bezug auf S1 
katalogisierte kompakte Teilspezies A1 und B1 von 51 , worauf Q die 
Spezies A 1 und B1 in S1 trennt durch eine in bezug auf S1 katalogisierte 
kompakte Teilspezies S2 von S1 • Dieser Prozess wird unbeschrankt 
wiederholt, bis eventuell eine Spezies Sh auftritt, welche zwischen je zwei 
in einem Abstande 0 > O voneinander gelegene, in bezug auf Sh kata
logisierten kompakten Teilspezies von S" eine Sprungweite 0> O aufweist. 

2) Zu je  zwei in einem Abstande o> 0 voneinander gelegenen, in bezug auf S katalogi
sierten kompakten Teilspezies von S kann immer eine in einem Abstande o> 0 sowohl 
von A wie von B gelegene, in bezug auf S katalogisierte kompakte Teilspezies von S 
angegeben werden, welche A und B in S trnent. 
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Wenn nun Q unabhiingig van den Wahlen der A, und B, (inklusive A. 
und B) da{iir sorgen kann, dass eine Spezies Sh au{tritt, deren h < n, so 
sagen wir, dass S den oberen Dimensionsgrad n besitzt. Wenn  dage
gen P unabhiingig van den Wahlen der S, dafiir sorgen kann ,  dass 
keine Spezies Sh au{tritt, deren h < n ,  so sagen wir, dass S den unteren 
Dimensionsgrad n besitzt 3) .  

§ 4. Die Dimensionsgrade der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. 

SATZ 1 .  Jedes n-dimensionale Fragment S (worunter wir hier die [7] 
.. vereinigende" katalogisiertkompakte Punktkernspezies der n-dimensionalen 
Elemente von S verstehen) besitzt den oberen Dimensionsgrad n.  

BEWEIS. Nachdem P in S die Spezies A und B gewahlt hat, bestimmt 
Q eine so dichte simpliziale Zerlegung .;) von S. class er auf Grund 
derselben eine Gruppe g von Grundsimplexen von J und zwei Grossen 
a 0> 0 und b 0> 0 bestimmen kann mit der Eigenschaft, class jedes in 
einem Abstande < a von A gelegene Grundsimplex von ,') zu g gehort 
und jedes zu g gehorige Grundsimplex von ;) einen Abstand � b von B 
besitzt. Die Gruppe g bildet ein n-dimensionales Fragment, deren A und B 
in S trennende Grenze, welche von Q als S1 gewahlt wird, aus der 
.. vereinigenden" katalogisiertkompakten Puntkernspezies einer endlichen 
Anzahl von geschlossenen (n- 1  )-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeiten 
besteht, mithin ein (n-1  )-dimensionales Fragment bildet (in welchem 
iibrigens mehrere Elementseiten, welche als verschieden zu betrachten 
sind, zusammenfallen konnen). Falls darauf P die Spezies A1 und B1 im 
selben Teilkontinuum von S1 wahlt, bestimmt Q eine so dichte simpli
ziale Zerlegung .;) 1 von S1 , class er auf Grund derselben eine Gruppe g1 
von Grundsimplexen von ;)1 und zwei Grossen a1 o> 0 und b1 °> 0 
bestimmen kann mit der Eigenschaft class jedes in einem Abstande � a1 
von A1 gelegene Grundsimplex von ;)1 zu g1 gehort und jedes zu g1 
gehorige Grundsimplex von ;)1 einen Astand � b1 von B1 besitzt. Die 
Gruppe g1 bildet ein (n- 1 )-dimensionales Fragment, deren A1 und B1 
in S1  trennende Grenze, welche von Q als S2 gewahlt wird, aus der 
.,vereinigenden" katalogisiertkompakten Punktkernspezies einer endlichen 
Anzahl von geschlossenen (n-2)-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeiten 
besteht, mithin ein (n-2)-dimensionales Fragment bildet (in welchem 
iibrigens wieder mehrere Elementseiten, welche als verschieden zu be
trachten sind, zusammenfallen konnen). In dieser Weise fortfahrend, ge-

3) Die im § 3 aufgestellten Definitionen bilden mit der im § 4 enthaltenen Beweisfuhrung 

eine intuitionistische Ausarbeitung der in diesen Proceedings Bd. XXVII, S. 636-638 [8] 
gegebenen Variante zur Einfuhrung des " natiirlichen Dimensionsbegriffes". kh benutze 
diese Gelegenheit, um darauf hinzuweisen, class a. a. 0. S. 636 Z. 1 3 - 1 4  anstatt : jede 
zusammenhangende Teilspezies uon :r, welche sowohl mit ,c wie mit p' P1mkte gemeinsam 
hat, zu lesen ist : jede zwischen p und ,c' zusammenhangende Teilspezies uon " ·  welche 
sowohl mit f wie mit / Punkte gemeinsam hat. 

[347] 
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langt Q schliesslich zu einem aus endlichvielen Punkten bcstehenden Sn, 
es sei denn, class der Prozess schon friiher dadurch beendet wurde, da�s 

[9] P einmal A, und B, nicht in demselben Teilkont inuum von S, wahlte. 

[348] 

SATZ 2. Jede kompakte Teilspezies S eines n�dimensionalen Fragmentes 
F, welche in bezug au{ F katalogisiert ist und ein Grunisimplex G einer 
simplizialen Zerlegung von F enthalt, besitzt den unteren Dimensionsgrad n.  

BEWEIS. Seien E1 , E2, . . .  , En+ 1 die Eckpunkte eines Grundsimplexes 
einer simplizialen Zerlegung von G. das von allen Seiten von G einen 
Abstand 0> O besitzt. Alsdann wahlt P fiir A (bzw. B) eine in bezug 
auf S katalogisierte kompakte T eilspezies von S, welche fiir gewisse 
Grossen E und E' 0> 0 alle in einer Entfernung -� F von E1 (bzw. vom 
Simplex E2 E3 • • •  En+1)  gelegenen Punktkerne von S enthalt und eine 
Entfernung � / vom Simplex E2 E3 • • • En+1  (bzw. von E1) besitzt, wobei 
dafiir gesorgt wird, class A und B in einer Entfernung o > 0 voneinander 
liegen ; fiir A 1  (bzw. Bi) eine in bezug auf S1 katalogisierte kompakte 
Teilspezies von S1 , welche fiir gewisse Grossen r1 und r; 0 > 0 alle in 
einer Entfernung :-:; E1  vom Segment E1 E2 (bzw. vom Simplex E1 E3 • • •  En+ i ) 

gelegenen Punktkerne von S1 enthalt und eine Entfernung � t:'1 vom Simplex 
E1 E3 • • •  En+1  (bzw. vom Segment E1 E2) besitzt, wobei dafiir gesorgt 
wird, class A1 und B1 in einer Entfernung 0> 0 voneinander liegen ; fiir 
A2 (bzw. B2) eine in bezug auf S2 katalogisierte kompakte Teilspezies 
von S2, welche fiir gewisse Grossen t:2 en E; 0> 0 alle in einer Entfernung 
:-:;; r2 vom Simplex E1 E2 E3 (bzw. vom Simplex E1 E2 E4 • • •  En +1) ge� 
legenen Punktkerne van S2 enthalt und eine Entfernung ? E� vom Simplex 
E1 E2 E4 • • •  En+1  (bzw. vom Simplex E, E2 E3) besitzt, wobei dafiir gesorgt 
wird, class A2 und B2 in einer Entfernung 0> 0 voneinander liegen ; 
u. s. w. Um zu beweisen, class von den Spezies S, , Si. . . .  , Sn keine in 
Fortfall kommen kann, bezeichnen wir mit T das (abgeschlossene) Simplex 
E1 E2 E3 • • •  En + I und konstruieren nach irgend einem Gesetz eine Funda� 
mentalreihe ;)1 ,  ,·)2• • • • von simplizialen Zerlegungen von T. deren jede 
eine Unterteilung der ihr vorangehenden ist, wahrend fiir unbeschrankt 
wachsendes v die Maximalbreite der Grundsimplexe von .,'), positiv gegen 
Null konvergiert. Nehmen wir nun an, class es ein solches v1 --:; n gibt, 
class S, 1_1  noch auftritt, aber S,1 nicht mehr auftritt. Alsdann bestimmen 
wir als K,1 _1 eine solche in einer Entfernung 0> 0 von A 1 -2. B. , -2 
und den Simplexen E, E2 . . .  E. 1 -1 ; E2 E3 . . .  En+I ; E1 E3 . . .  En+ I ;  . . .  ; 
E, E2 . . .  E,, _2 E. , . . .  En+ 1 gelegene .. vereinigende" katalogisiertkompakte 
Punktkernspezies einer Gruppe von Grundsimplexen eines passenden 
��x,1_1 , class fiir ein gewisses e,1_1 ° > 0 alle in einer Entfernung � e 1-1 
von S 1_1 gelegenen Grundsimplexe von ;),,,1_1 zu K,1_1 gehoren, wahrend 
K,1_1 zwischen seinen Durchschnitten mit den Simplexen E1 E2 • • •  E,1 und 
E, Ez . . .  E,,-1 E,,+ I E,, +2 . . .  En+ I eine Sprungweite 0> 0 aufweist. Sodann 
wahlen wir nach dem Resultate des § 2 als K,1_2 eine solche in einer 
Entfernung 0 >O von A,1_3, B,1_3 und den Simplexen E1E2 • • •  E,1-2 ; E2E3 ••• En+1 : 
E1 E3 . . .  En+t ; . . .  ; E, E2 . . .  E,1_3 E,,_, . . .  En+I gelegene ,. vereinigende" 



863 9 

katalogisiertkompakte Punktkernspezies einer Gruppe von Grundsimplexen 
eines passenden '�",1_2 (a,1_2 ;:= a,1_1 ) ,  class fur ein gewisses e,1_2 ° > 0 alle 
in einer Entfernung -::::; e,1_2 von S,1_2 gelegenen Grundsimplexe von ;)",1_2 
zu K,1_2 gehoren, und die Durchschnitte von K,1_2 mit den Simplexen 
E1 E2 . . . .  E,1-1 und E1 E2 . . .  E,1-2 E,1 • • •  En+ 1 in K,1-2 durch K,1-1 ge
trennt werden. Darauf wahlen wir, wiederum nach dem Resultate des § 2, 
als /(,1_3 eine solche in einer Entfernung 0> 0 von A,1_4, B,1-4 und den 
Simplexen E1E2 . . .  £,1_3 ; E2 £3 . . .  En+ 1 ; E1 £3 . . .  En+ 1 ; . . .  ; E1 E2 . . . £,1-4 
£,1-2 •• .En+ 1 gelegene .. vereinigende" katalogisiertkompakte Punktkernspezies 
einer Gruppe von Grundsimplexen eines passenden 3",1_3 (a,1_3 ;:= a,1-2). class 
for ein gewisses e,1_3 °> 0 alle in einer Entfernung ::;e,1-3 von S,1-3 ge
legenen Grundsimplexe von �)",1_3 zu K,1_3 gehoren, und die Durchschnitte 
von K,,-3 mit den Simplexen £1 £2 . . .  £,1-2 und £1 £2 . . .  £,1-3 £,1- 1 . . .  En+I 
in K,1_3 durch K,1-2 getrennt werden. lndem wir in dieser Weise fort
fahren, bestimmen wir schliesslich als K1 eine solche in einer Entfernung 
0> 0 von A, B, dem Punkte £1 und dem Simplexe £2 £3 . . .  En+ 1  gelegene 

,.vereinigende" katalogisiertkompakte Punktkernspezies einer Gruppe von 
Grundsimplexen eines passenden ;)"' 1  (a, � a2) ,  class for ein gewisses e, 0> O 
alle in einer Entfernung :� e1 von S1 gelegenen Grundsimplexe von 3,,1 
zu K, gehoren, und die Durchschnitte von K1 mit dem Segmente £1 £2 
und dem Simplexe £1 £3 • • •  En+1  in K1 durch K2 getrennt werden. (Hierzu 
ist zu bemerken, class auch K,1_1, K,1_i. • • .  , K2 ,.vereinigende" katalogisiert
kompakte Punktkernspezies von Gruppen von Grundsimplexen vor,i 3,,1 
darstellen). Bezeichnen wir noch das Grundsimplex £1 £2 • • •  En+1  mit K, 
so werden auch die Durchschnitte von K mit dem Punkte £1 und dem 
Simplexe £2 E3 • • •  En+I in K durch K1 getrennt. 

Mit der obigen Konstruktion ist der Beweis von Satz 2 zuriickgefohrt 
auf den S. 1 50 von Bd. 1 42 des Journ. f. Math. formulierten Hilfssatz, [ 10] 
dessen a.a. 0. S. 1 5 1  u. 1 52 gegebene Herleitung auch for die intuitio-
nistische Mathematik in Kraft bleibt 4). 

4) Aus den Entwickelungen des § 4 geht gleichzeitig hervor, class der aus den Satzen 
und 2 zusammengesetzte "Satz van der n-dimensionalitat des Rn" bestehen bleibt, wenn 

anstatt des schwachen der mittlere oder der starke Trennungsbegriff dem Dimensions
begriffe zu Grunde gelegt wird. 

[349] 
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Mathematics. ,...... "Die intuitionistische Form des HEINE-BORELschen 
Theorems". By Prof. L. E. J. BROUWER. 

(Communicated at the meeting of June 26, 1 926). 

In der klassischen Mathematik gilt fur einen kompakten metrischen 
Raum R folgende Eigenschaft : 

HEINE-BORELSCHES THEOREM : Wenn in R jedem Punkte einer kom
pakten Teilspezies R' von R eine Umgebung dieses Punktes zugeordnet 
ist, so besteht eine endliche Anzahl dieser Umgebungen, in denen R' 
vollstiindig enthalten ist. 

Bei einer friiheren Gelegenheit 1) habe ich gezeigt, class diese Eigen
schaft in ihrer allgemeinen Form jn der intuitionistischen Mathematik 
unrichtig ist. Hier werde ich eine Spezialisierung des Theorems herleiten, 
welche auch in der intuitionistischen Mathematik in Kraft bleibt. 

Es sei S eine katalogisiertkompakte Spezies 2), P ein Element von S, 
n eine natiirliche Zahl. Eine Teilspezies von S, zu der jedes in einer 
Entfernung :::;; 4-n von P gelegene Element von S gehort, nennen wir 
eine n-Umgebung von P in S. Eine Teilspezies von S, welche fiir eine 
passende natiirliche Zahl n eine n-Umgebung von P ist, nennen wir eine 
Umgebung von P in S. 

Es sei S' eine in bezug auf S katalogisierte kompakte Teilspezies von 
S, und es sei mittels eines Gesetzes w jedem Element P' von S' eine 
Umgebung w (P') von P' in S zugeordnet. In der in diesen Proceedings 
XXIX, S. 856 angegebenen Weise· bestimmen wir zu S' fiir jede natiir
liche Zahl n die a' -Elemente, und sodann die mit S' ,,zusammenfallende" n 
finite Menge M'. Alsdann ist jedem Elemente e' von M' infolge w 
eine Umgebung in S eines mit e' zusammenfallenden Elementes P' von 
S', und somit gleichzeitig eine natiirliche Zahl m (e'). mittels deren die 
betreffende Umgebung als m (e')-Umgebung charakterisiert wird, zuge
ordnet. Auf Grund der in diesen Proceedings XXVII. S. 1 92 (vgl. 
auch S. 646) hergeleiteten Eigenschaft besteht dann, bei Variierung von 
e' innerhalb M', fiir m (e') nur eine endliche Anzahl von Werten, und 
darunter ein Maximalwert m1 - 1 .  Zurn Gesetze w gehort also eine sokhe 
natiirliche Zahl m1,  class fiir jedes Element P' von S' die Umgebung 
w (P') eine (m1-l )-Umgebung ist. 

Wir bezeichnen die Anzahl der a' -Elemente mit d und die a' -mt mt m1 
Elemente selber der Reihe nach mit a' ( 1  :::;; v :::;; d ). Fiir jedes v wahlen ll m1 m1 

I) Vgl. Wis- en Natuurkundig Tijdschrift 2, S. 4 ;  Journ. f. Math. 1 54, S. 4-5. 
2) Vgl. diese Proceedings XXIX, S. 856. 
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wir als P (p�) ein in einer Entfernung :=::; c < o � • 4-mi von 

genes Element von S'. Alsdann liegt ein beliebiges Element von S', 

weil es in einer Entfernung < o 4-mi von einem der P�, gelegen ist, in 

einer Entfernung < o � .  4-mi von einem der P (p�). liegt also innerhalb 

eines der w I P  Ca�1) j .  
Hiermit ist folgende Eigenschaft bewiesen : 
INTUITIONISTISCHES UBERDECKUNGSTHEOREM : Wenn in der katalogi� 

siertkompakten Spezies S durch ein Gesetz w einem beliebigen Elemente 
e einer in bezug au{ S katalogisierten kompakten Teilspezies S' van S 
eine Umgebung van e in S zugeordnet ist, so kann eine endliche An� 
zahl dieser Umgebungen angegeben werden, in denen S' vollstandig 
enthalten ist 3). [4] 

3) Die Aussage des Satzes bleibt bestehen, wenn durch w nicht einem beliebigen Elemente 
e von S', sondern nur einem beliebigen (eine positiv-konvergente unbegrenzte Folge von 
verschiedenen Elementen einer katalogisierten Folge darstellenden) Elemente eines beliebigen 
Elementes e von S' eine Umgebung von e in S zugeordnet ist (ohne dass dabei not
wendigerweise den verschiedenen Elementen von e die gleiche Umgebung zugeordnet zu 
sein braucht). 

[35 1] 
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Von 

L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

Wohlordnung. 
§ 1 .  Die wohlgeordneten Spezies sind geordnete Spezies, welche auf 

Grund der folgenden Festsetzungen definiert sind : 

1. Ein beliebiges Element einer wohlgeordneten Spezies ist entweder 
ein als ,, Vollelement" zu bezeichnendes Element erster Art, oder ein als 

[ 1]  ,, Nullelement" zu  bezeichnendes Element zweiter Art. 

[352] 

2. Eine Spezies mit einem einzigen Elemente wird, nachdem man 
dieses Element entweder mit dem Pradikate eines Vollelementes oder mit 
dem Pradikate eines N ullelementes versehen hat, zu einer wohlgeordneten 
Spezies, und wird als solche insbesondere als Urspezies bezeichnet. 

3. Aus bekannten wohlgeordneten Spezies werden weitere wohlgeordnete 
Spezies hergeleitet durch die erste erzeugende Operation, welche in der 
Addition einer nicht verschwindenden endlichen Anzahl, und durch die 
zweite erzeugende Operation, welche in der Addition einer Fundamental
reihe von bekannten wohlgeordneten Spezies besteht. 

J ede wohlgeordnete Spezies, welche bei der Herstellung der wohl
geordneten Spezies F nach dem vorigen Absatz eine Rolle gespielt hat, 
heiI3t eine konstruktive Unterspezies von F. Diejenigen konstruktiven Unter
spezies, welche bei der letzten erzeugenden Operation von F eine Rolle ge
spielt haben, heiI3en konstruktive Unterspezies erster Ordnung yon F und wer
den durch einen Index ,, voneinander unterschieden, also mit F1 , F2 , • • • , Fm 
bzw. mit F1 , F2 , F8 , • • • bezeichnet. Die konstruktiven Unterspezies erster 
Ordnung eines F,, heiI3en konstruktive Unterspezies zweiter Ordnung von 
F und werden mit F,, i ,  F,, 2 ' . .  . ,  F,,m bzw. mit F,, 1 ,  F,,2, F,, 3, • • • be
zeichnet. Die konstruktiven Unterspezies erster Ordnung eines F.,,, . . . ,,,. 
heiI3en konstruktive Unterspezies ( n + 1 )-ter Ordnung von F und werden mit 
F,,, . . . ..  ,. 1 , F,,1 • • •  ,,,.2 , • • • , F,,, . . . ..  ,.m bzw. mit F,,1 • • •  ,,,. 1 , F,,1 . . . ... 2 , F,,1 • • •  ,,.s , . . .  
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bezeichnet ( F selbst gilt als konstruktive Unterspezies nullter Ordnung 
von F). Jede bei der Herstellung von F benutzte Urspezies erscheint 
in dieser Weise als konstruktive Unterspezies endlicher Ordnung von F 
( obgleich es natiirlich moglich ist, da13 diese Ordnung fiir passend gewahlte 
Urspezies von F unbeschrankt wachst ). Um dies einzusehen, braucht man 
nur die induktive Methode anzuwenden, d. h. zu bemerken, da13 die betreffende 
Eigenschaft fiir Urspezies erfiillt ist, da13, wenn ; = ;1 + ;2 + . . . + ;m auf 
Grund der ersten erzeugenden Operation und ; ' = ;1 + ;2 + . . .  + ;m_ 1  
auf Grund der ersten er:;mugenden Operation ist ( m � 2 ), die betreffende 
Eigenschaft, wenn sie fiir ;1 ' �2 ,  • • •  , ;m sowie fiir �' gilt , ebenfalls fiir ; 
besteht, und schlie13lich, dal3, wenn ; = �1 + ;2 + �3 + . . . auf Grund der 
zweiten erzeugenden Operation ist, die betreffende Eigenschaft, wenn sie 
fiir jedes �v gilt, ebenfalls fiir � besteht. 

Mittels der induktiven Methode ersieht man, da13 fiir eine beliebige 
wohlgeordnete Spezies F sowohl die Spezies der Indizesreihen der Elemente 
wie die Spezies der Indizesreihen der konstrukti ven U nterspezies eine 
abtrennbare Teilspezies der Spezies der endlichen Nummernreihen bildet; 
weiter, da.13 fiir eine beliebige konstruktive Unterspezies Fv, . . .  vn von F die 
Kardinalzahl der Fv, . . · "nf' bekannt ist. 

Wir heben hervor, da.13 die Definition einer bestimmten wohlgeordneten 
Spezies F au/ der Erzeugung von F beruht ( mithin insbesondere die Be
stimmung der Indizesreihen der einzelnen Elemente in sich schlie13t), da13 
also die Bestimmung der Elemente von F und der zwischen denselben 
bestehenden ordnenden Relationen zur Festlegung der Definition von F 
im allgemeinen nicht ausreicht. 

Offenbar ist jede wohlgeordnete Spezies diskret und mithin vollstandig 
geordnet. 

Die ordnungsgema13e Summe einer wohlgeordneten Spezies von wohl
geordneten Spezies liefert in auf der Hand liegender Weise wiederum eine 
wohlgeordnete Spezies, welche auch kurz als die ordnungsgema13e Summe 
der von den Summanden dargestellten wohlgeordneten Spezies bezeichnet 
wird. 

Zwei wohlgeordnete Urspezies F' und F "  besitzen denselben Erzeugungs
wert oder hei.13en erzeugungsgleich, wenn das einzige Element, aus dem jede 
von ihnen besteht, entweder fiir beide ein Vollelement oder fiir beide ein 
Nullelement ist. 

Zwei wohlgeordnete Spezies F' und F" hei.13en erzeugungsgleich, wenn 
fiir ein beliebiges v die konstruktiven Unterspezies erster Ordnung F: und 
F;' entweder beide nicht existieren oder beide existieren und erzeugungs
gleich sind. In diesem Falle sind , wie man mittels der induktiven Me
thode ersieht, die Spezies der lndizesreihen der konstruktiven Unterspezies 
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von F' und von F" identisch. Wenn umgekehrt die letztere Eigenschaft 
besteht, und iiberdies jedem Vollelemente bzw. N ullelemente von F '  ein 
Vollelement bzw. Nullelement der gleichen Indizesreihe von F "  entspricht, 
dann ergibt die induktive Methode an der Hand der Erzeugung von F ', 
·dal3 zu jeder konstruktiven Unterspezies von F '  eine mit ihr erzeugungs
gleiche und die gleiche Spezies der Indizesreihen der konstruktiven Unter
spezies besitzende konstruktive Unterspezies von F" existiert , so daf3 ins
besondere F '  sich als mit F" erzeugungsgleich herausstellt. 

Zwei wohlgeordnete Spezies ( oder Teilspezies von wohlgeordneten 
Spezies) F'  und F" besitzen denselben Ordnungswert oder heil3en gleich
wertig, und wir schreiben F' "'  F",  wenn zwischen ihnen eine solche 
.Ahnlichkeitskorrespondenz besteht , daf3 dabei immer Vollelemente mit 
Vollelementen und N ullelemente mit N ullelementen korrespondieren. W enn 
F' und F" gleichwertig sind, besteht ein Gesetz, auf Grund dessen aus 
der In<lizesreihe eines Elementes von F' bzw. F" die Indizesreihe des kor
respondierenden Elementes von F" bzw. F' hergeleitet werden kann. 

Zwei wohlgeordnete Spezies (oder Teilspezies von wohlgeordneten 
Spezies) F' und F" heif3en inhaltsgleich, wenn die Spezies der Vollelemente 
von F ' und die Spezies der V ollelemente von F" ahnlich sind. 

Es sei a ein Element der wohlgeordneten Spezies F, das in F die 
Indizes ii , i2 , • • •  , im besitzt. Alsdann geht in leicht ersichtlicher, eindeu
tiger Weise aus der Erzeugung von F als wohlgeordneter Spezies die Er
zeugung einer bestimmten, die a in F nicht vorangehenden Elemente von 
F als Elemente besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnen
den Relationen wie F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies aF hervor, 
wobei von einem beliebigen Elemente von aF der erste Index in aF 
um ii - 1 niedriger ist als in F, von einem beliebigen, in F den 
ersten Index i1 besitzenden Elemente von aF der zweite Index in aF um 
i2 - 1 niedriger ist als in F, von einem beliebigen, in F die beiden 
ersten Indizes i1 und i2 besitzenden Elemente von aF der dritte Index 
in aF um i3 - 1 niedriger ist als in F, . . . , von einem beliebigen, in F 
die m - 1 ersten Indizes i1 , i2 , • • •  , im - i besitzenden Elemente von aF 
der m- te Index in aF um im - 1 niedriger ist als in F, wahrend alle 
weiteren Indizes der Elemente von aF in aF die gleichen sind wie in F. 
Wir nennen die wohlgeordnete Spezies aF einen Rest der wohlgeordneten 
Spezies F. 

In analoger Weise geht, wenn a nicht das erste Element von F ist, 
aus der Erzeugung von F als wohlgeordneter Spezies die Erzeugung einer 
bestimmten, die a in F vorangehenden Elemente von F als Elemente 
besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnenden Relationen wie 
in F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies Fa hervor, wobei von den Ele-
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menten von Fa alle Indizes in Fa die gleichen sind wie in F.  Wir nennen 
die wohlgeordnete Spezies Fa einen Abschnitt der wohlgeordneten Spezies F. 
Wir schreiben auch aF "-' F - Fa und bezeichnen aF als die Dif ferenz 
von F und Fa . Unter den Abschnitten von F rechnen wir F selbst als 
uneigentlichen Abschnitt mit. 

Es seien a und b zwei verschiedene Elemente der wohlgeordneten 
Spezies F, und es sei a <  b .  Alsdann geht aus der Erzeugung von F 
als wohlgeordneter Spezies die Erzeugung einer bestimmten , die a in F 
nicht vorangehenden, aber b in F vorangehenden Elemente von F als Ele
mente besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnenden Rela
tionen wie in F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies aFb hervor, wobei 
von den Elementen von aFb alle lndizes in aFb die gleichen sind wie in 
aF. Wir nennen die wohlgeordnete Spezies aFb einen Ausschnitt der wohl
geordneten Spezies F. Unter den Ausschnitten von F rechnen wir die 
Reste von F als uneigentliche Ausschnitte mit. 

Wenn die wohlgeordneten Spezies F' und F" gleichwertig sind, so 
korrespondieren fiir die Gleichwertigkeitskorrespondenz mit den Ausschnitten 
von F' Ausschnitte von F" , insbesondere also mit den konstruktiven 
Unterspezies von F' Ausschnitte von F" . 

Der Begrifl eines Restes von F ist enger als derjenige eines Endteiles 
von F, d. h. einer solchen abtrennbaren Teilspezies von F, zu der alle 
auf eines ihrer Elemente folgenden Elemente ebenfalls gehoren. Ebenso 
ist der Begrifl eines Abschnittes von F enger als derjenige eines Anfangs
teiles von F, d. h. einer solchen abtrennbaren Teilspezies von F, zu der 
alle einem ihrer Elemente vorangehenden Elemente ebenfalls gehoren. 
Anfangsteile und Endteile von F brauchen nicht wohlgeordnet zu sein, 
sind aber, wie alle abtrennbaren Teilspezies von F, mit wohlgeordneten 
Spezies inhaltsgleich. 

W enn fiir eine Fundamentalreihe a1 , a2 , • • •  von Elementen der wohl
geordneten Spezies F fiir jedes 11 die Beziehung av < adl gilt, so sprechen 
wir von einer steigenden Fundamentalreihe von F. Wenn iiberdies aw ein 
derartiges Element von F ist, da13 av < a"' fiir jedes Y ,  wahrend zu jedem 
Elemente b < a"' von F ein av > b angegeben werden kann, so hei13t aw 
Grenzelement der steigenden Fundamentalreihe a1 , a� , . . . . W enn aber zu 
jedem beliebigen Elemente b von F ein av > b angegeben werden kann, 
so hei13t a1 , a2 , • • • eine abschliefJende Fundamentalreihe von F. 

Eine dureh eine endliche Anzahl oder durch eine abschlie13ende Fun
damentalreihe von verschiedenen E lementen von F zustande gebrachte 
ordnungsgema13e Teilung von F in eine endliche Anzahl bzw. in eine 
Fundamentalreihe von Ausschnitten 1F, 2F, . . .  , mF bzw. 1F, 2F, 3F, . . .  
hei13t eine regulare Zerlegung von F, und wir schreiben F "-' 1 F + 2F + . . . [2] 
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+ mF oder 1F + l!F +  . . .  + mF 'Y F bzw. F ,..;,., 1F + 2F + 3F +  . . . oder 
1F+ 2F+ aF + . . .  'Y F . 1) 

Sei F;, F; , . . . eine Fundamentalreihe, in welcher jedes F: entweder 
in Fortfall kommt oder eine wohlgeordnete Spezies vorstellt, wobei indes 
entweder eine steigende Fundamentalreihe v1 , v2 , v3 ,  • • •  definiert ist, so 
da13 jedes F;a eine wohlgeordnete Spezies vorstellt, oder ein m bekannt 
ist, so dal3 F; fiir v > m in Fortfall kommt. Wenn dann Fv = F; + F; 
+ . . . + F: auf Grund der ersten erzeugenden Operation , und 
F = F; + F; + F; + . . .  auf Grund der ersten oder auf Grund der 
zweiten erzeugenden Operation, so wird die wohlgeordnete Spezies F auch 
als lim Fv bezeichnet. 

v 

Mittels der induktiven Methode beweisen wir leicht folgende Satze : 
1 .  Ein Gesetz, welches in einer wohlgeordneten Spezies F eine kon

struktive Unterspezies F' bestimmt und jeder schon bestimmten konstruk
tiven Unterspezies FM entweder die Hemmung des Prozesses oder eine in 
F vor FM liegende konstruktive Unterspezies F(v+t> zuordnet, bestimmt 
sicker eine naturliche Zahl n und eine zugehorige konstruktive Unter
spezies F(n> , der es die Hemmung des Prozesses zuordnet. lnsbesondere gilt 
diese Eigenschaft, wenn jedes F(v) ein Element von F ist, und hieraus 
folgern wir unmittelbar die Unmi:iglichkeit der .Ahnlichkeit und insbesondere 
der Gleichwertigkeit von F und einer Teilspezies eines eigentlichen Ab
schnittes von F. 

2. Eine wohlgeordnete Spezies F ist entweder endlich oder abziihlbar 
unendlich, und die Spezies ihrer Vollelemente ist ziihlbar. Mithin ist die 
Spezies derjenigen N ummernreihen, welche als lndizesreihe eines Voll
elementes von F auftreten konnen, eine Menge, so da13 in dieser Weise 
zu jeder wohlgeordneten Spezies eine ziihlbare vollstiindig geordnete Menge 
von endlichen Nummernreihen gehort, welche die Eigenschaft besitzt, da[J 
jedes Gesetz, welches in ihr eine Nummernreihe z' bestimmt, und jeder 
schon bestimmten Nummernreihe zM entweder die Hemmung des Prozesses 
oder eine vor z <v> liegende Nummernreihe z (,·+ 1> zuordnet, sicker eine natur
liche Zahl n und eine zugehOrige Nummernreihe z <nl, der die Hemmung 
des Prozesses zugeordnet ist, bestimmt. 

1) Offenbar ist auf Grund dieser Gleichungen F nicht eindeutig durch die .F be
stimmt. Weiter ist zu bemerken , daB jedes Element von F in 1 F + 2F + . . .  + mF 
bzw. in 1F + 2F + 3F + . . .  eine um I hohere Anzahl lndizes be8itzt als in F.  In 
Dbereinstimmung hiermit schreiben wir insbesondere F ,..;,,.., G oder G 'Y F, wenn 
F-. G oder G +-- F, d. h. wenn G aus F hervorgeht, indem wir auf F die erste 
erzeugende Operation mit nur einem einzigen Summanden anwenden, also der Jndizes
reihe eines jeden Elementes von F den Index I als ersten Index hinzufiigen. 
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3. In der wohlgeordneten Spezies F existiert erstens ein erstes Element, 
zweitens entweder ein letztes Element oder eine abschlie(Jende Fundamental
reihe von Elementen. Weiter existiert entweder keine letzte konstruktive 
Unterspezies nichtverschwindender Ordnung oder eine nicht verschwindende 
endliche Anzahl m von solchen, niimlich von den Ordnungen 1 ,  2 ,  . . .  , m 
je eine. 

4. In der wohlgeordneten Spezies F besitzt jedes Element e, mit Aus
nahme des ersten, entweder ein ihm unmittelbar vorangehendes Element, 
oder es ist Grenzelement einer steigenden Fundamentalreihe von Elementen 
von F. Schreiben wir namlich F ,.;.,, F. + .F, so ist dieser Satz eine un
mittelbare Folge des auf F. angewandten Satzes 3. 

5.  In der wohlgeordneten Spezies F besitzt jedes Element, mit Aus
nahme des letzten, falls ein solches ex£stiert, ein niichstfolgendes Element. 

W enn die wohlgeordnete Spezies F' einem wenigstens ein Voll element 
auslassenden Abschnitt der wohlgeordneten Spezies F" gleichwertig ist, 
so schreiben wir F' < F" oder F11 > F', und sagen, dal3 F" gro(Jer ist 
als F', und dal3 F' kleiner ist als F". Schreiben wir noch F'S F'' oder 
F11?:._ F', wenn entweder F' ""' F" gilt oder F' einem Abschnitte von F11 

gleichwertig ist, so gelangen wir, indem wir die Folgemng des obigen 
Satzes 1 beriicksichtigen, sofort zu den folgenden Eigenschaften : 

1. Die Relationen F' 
< F11 und F'?:_ F11 schlie(Jen einander aus. 

I fl II < Ill • f < II II Ill 
2. Aus F < F und F _ F  sowie aus F _ F  und F < F 

folgt F' < F"'. 
3 A F' F" d F11 F"' I l F ' F"' . us ""' u n ""' o gt ""' . 

4. Aus F'S F'' und F'' S F"' folgt F' S F"'. 
5. Die Relationen F 'S F" und G ' < G " schlie(Jen zusammen die 

Relation F' + G I?:__ F" + a" aus. 
6. Die Relationen F'S F11 und G 'S a'' schlie(Jen zusammen die 

Relation F' + G I > F" + a" aus. 
Eine wohlgeordnete Spezies, welche ausschliel3lich Vollelemente ent

halt, nennen wir vollstandig. Die Ordinalzahlen der vollstandigen wohl
geordneten Spezies nennen wir Ordnungszahlen. 

Die Spezies derjenigen Ordnungszahlen, welche kleiner sind als eine 
gegebene Ordnungszahl fJ ,  besitzt ( wenn sie nach der Gro(Je ihrer Elemente 
geordnet und 0 mit hinzugerechnet wird) die Ordinalzahl fJ .  Zwischen den 
vom ersten verschiedenen Elementen und den eigentlichen Abschnitten 
einer vollstandigen wohlgeordneten Spezies V der Ordnungszahl fJ besteht 
namlich eine solche eineindeutige Beziehung, dal3, wenn das Element e2 
nach dem Elemente e1 liegt, der Abschnitt V •• gro(Jer als der Abschnitt 
V., ist. 
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Wir nennen einc wohlgeordnete Spezies quasi-vollstandig, wenn zu 
einem beliebigen N ullelement e0 entweder ein erstes auf e0 folgendes Voll
element angegeben werden kann oder feststeht, dal3 keine auf e0 folgenden 
Vollelemente existieren ; zu einem beliebigen Vollelement e1 entweder ein 
erstes e1 vorangehendes und durch kein Vollelement von e1 getrenntes 
Nullelement angegeben werden kann, oder feststeht, dal3 keine e1 voran
gehenden und durch kein Vollelement von e1 getrennten Nullelemente 
existieren ; und entweder ein erstes N ullelement, auf welches nur noch 
Nullelemente folgen, angegeben werden kann, oder feststeht, dal3 keine 
Nullelemente, auf welche nur noch Nullelemente folgen, existieren. 

Die Ausschnitte und Reste einer quasi-vollstandigen wohlgeordneten 
Spezies sind offenbar ebenfalls quasi-vollstandig. 

Die notwendige und hirireichende Bedingung fiir die Quasi-Vollstandig
keit einer wohlgeordneten Spezies besteht darin, dal3 wahrend ihrer Er
zeugung bei jeder durch eine Formel F1 = F; + F; + F; + . . . aus
gedriickten Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende 
Fundamentalreihe elementar induziert ist, d. h. entweder eine Fundamental
reihe von unbeschrankt wachsenden natiirlichen Zahlen m1 ,  m2 , m3 , • • • 

bestimmt ist, so dal3 in jedem F�� ein Vollelement angegeben werden 
kann, oder eine natiirliche Zahl m besteht, so dal3 F; fi.ir 'JI > m lauter 
Nullelemente enthalt. Hieraus folgern wir mittels der induktiven Methode 
weiter, dal3 zu einem beliebigen Elemente e einer quaei-vollstandigen wohl
geordneten Spezies, mit Ausnahme des ersten, entweder ein erstes e voran
gehendes und durch kein Vollelement von e getrenntes N ullelement, oder 
eine e als Grenzelement besitzende steigende Fundamentalreihe von Voll
elementen, oder aber ein e unmittelbar vorangehendes Vollelement an
gegeben werden kann, wahrend entweder ein erstes N ullelement, auf 
welches nur noch Nullelemente folgen, oder eine abschlie13ende Fundamental
reihe von Vollelementen, oder aber ein letztes Element, das ein Voll
element ist, existiert. 

Mittels der induktiven Methode ersieht man leicht, dal3 die Spezies 
der Vollelemente einer quasi-vollstandigen wohlgeordneten Spezies F' ent
weder elementlos ist oder ein angebbares Element besitzt, wahrend im 
letzteren Falle eindeutig eine ,,F' entsprechende" oder ,,mit F' korrespon
dierende", mit F'  inhaltsgleiche vollstandige wohlgeordnete Spezies F" 
bestimmt ist. Sei namlich F1 = F; + F; + . . . auf Grund der ersten oder 
auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, und seien im Falle, dal3 F' 
ein angebbares Vollelement besitzt, F;, , F;, , . . . diejenigen (endlich- oder 
abzahlbarunendlichvielen) unter den F; , welche je ein angebbares Voll
element und im Anschlu13 daran eine entsprechende vollstandige wohl-
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geordnete Spezies F;� besitzen. Alsdann ist F" = F:: + F:: + . . .  auf 
Grund der ersten oder auf Grund der zweiten erzeugenden Operation. 

Dagegen ist nicht jede mit einer vollstandigen inhaltsgleiche wohl
geordneten Spezies F auch quasi-vollstandig, und zwar schon deshalb nicht, 
weil ihre konstruktiven Unterspezies nicht mit vollstandigen wohlgeordneten 
Spezies inhaltsgleich zu sein brauchen, wie aus folgendem Beispiel hervor-
geht : es werde k1 in iiblicher Weise ( vgl. z. B .  Math. Ann. 93, S. 255 ) [3] 
definiert und es sei F1 = a1 + a2 + a3 + . . .  , wo av fiir 'P > k1 ein Null-
element, sonst ein Vollelement ist; F2 = b1 + b2 + b3 + . . . , wo bv fiir 
"' = k1 ein Vollelement, sonst ein N ullelement ist ; F3 = c1 + c2 + c3 + . . .  , 
wo Cv fiir "' >  k1 em Vollelement, sonst em Nullelement ist ; 
F = F1 + F� + F3 . 

Einer quasi-vollstii.ndigen wohlgeordneten Spezies sprechen w1r die 
gleiche Ordnungszahl zu, wie den vollstd.ndigen wohlgeordneten Spezies, 
mit denen sie inhaltsgleich ist. Den ausschlie13lich Nullelemente enthalten
den wohlgeordneten Spezies sprechen wir die Ordnungszahl Null zu. Die 
ordnungsgemal3e Summe einer ,,der ersten erzeugenden Operation unter
zogenen" endlichen Folge von Ordnungszahlen wird mittels der ordnungs
gemii.Ben Summe entsprechender vollstii.ndiger bzw. ( im Falle der Ordnungs
zahl Null ) nur ein einziges N ullelement enthaltender wohlgeordneter Spezies 
wiederum als Ordnungszahl definiert. ( Das gleiche Resultat wird erhalten, 
wenn im Falle, dal3 alle Summanden gleich Null sind, auch die Summe 
gleich Null gesetzt wird, und im entgegengesetzten Falle nur die von 
Null verschiedenen Sum man den beibehalten werden ) .  

Eine wohlgeordnete Spezies heil3t basiert, wenn ihr erstes Element 
ein Vollelement ist. 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt kondensiert, wenn sie einen 
( eigentlichen oder uneigentlichen) Abschnitt der Ordnungszahl 1 besitzt. 
Der vom auf das erste Vollelement von F folgenden Elemente bestimmte 
Rest von F heil3t Hauptrest von F und wird mit h (F) bezeichnet. Selbst
verstandlich kann h (F) auch in Fortfall kommen. 

Bei der Multiplikation von endlichvielen elementefremden wohl
geordneten Spezies erteilen wir das Pradikat eines Vollelementes nur den
jenigen Elementen des Produktes, welche aus lauter Vollelementen der 
Faktoren bestehen ; alle anderen Elemente des Produktes erhalten das 
Pradikat eines Nullelementes. Mittels der induktiven Methode an der 
Hand der Erzeugung des rechtaseitigen Faktors ersehen wir, daB das Pro
dukt zweier elementefremder wohlgeordneter Spezies in auf der Hand 
liegender Weise wiederum eine wohlgeordnete Spezies liefert, welche au ch 
kurz als das Produkt der von den Faktoren dargestellten wohlgeordneten 
Spezies bezeichnet wird. Diese Erweite:mng des Produktbegriffes lii.Bt sich 
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unmittelbar auf das Produkt endlichvieler elementefremder wohlgeordneter 
Spezies ausdehnen. Erzeugungsgleiche bzw. gleichwertige bzw. inhalts
gleiche Faktoren liefern dabei erzeugungsgleiche bzw. gleichwertige bzw. 
inhaltsgleiche Produkte. Das Produkt endlichvieler Ordnungszahlen wird 
mittels des Produktes entsprechender vollstiindiger bzw. ( im Falle der 
Ordnungszahl Nul l )  nur ein einziges Nullelement enthaltender wohl
geordneter Spezies wiederum als Ordnungszahl definiert. 

Man beweist ohne Schwierigkeit, dal3 das Produkt zweier quasi-voll
stiindiger Faktoren wiederum quasi-vollstiindig ist und inhaltsgleich mit 
dem Produkte der vollstiindigen bzw. nur ein einziges Nullelement ent
haltenden wohlgeordneten Spezies, mit denen seine Faktoren inhaltsgleich 
sind, so dal3 die Ordnungszahl des Produktes gleich dem Produkte der 
Ordnungszahlen der Faktoren ist. Mithin gilt dasselbe fiir das Produkt 
endlichvieler quasi-vollstiindiger Faktoren. 

§ 2. Unter den Ordnungszahlen des ersten Bereichs verstehen w1r 
die endlichen Ordnungszahlen, mit EinschluJ3 der Ordnungszahl Null. 

Unter einer Spezies des ersten Bereichs verstehen wir eine ( vollstiindige 
oder quasi-vollstiindige) wohlgeordnete Spezies, welche eine Ordnungszahl 
des ersten Bereichs besitzt. 

Offenbar ist jede Spezies des ersten Bereichs, deren Ordnungszahl von 
Null verschieden ist, kondensiert. 

Zwei beliebige Ordnungszahlen des ersten Bereicbs sind vergleichbar, 
d. h. wenn die Relationen > , = , ?: zwischen zwei nicht verschwindenden 
Ordnungszahlen dann gelten sollen, wenn sie fiir die entsprechenden voll
stiindigen wohlgeordneten Spezies gelten, und die Ordnungszahl Null als 
kleiner als die Ordnungszahl einer beliebigen vollstandigen Spezies des 
ersten Bereichs gelten soil, dann sind zwei beliebige Ordnungszahlen des 
ersten Bereichs entweder einander gleich oder eine von ihnen ist grol3er 
als die andere. Dberdies besitzen sie, wenn sie voneinander und von Null 
verschieden sind, eine gleichfalls zum ersten Bereich gehorende Differenz. 

Die ordnungsgemd(Je Summe und das Produkt endlichvieler Ord
nungszahlen des ersten Bereichs sind wiederum Ordnungszahlen des ersten 
Bereichs. 

Eine Fundamentalreihe p1 , p2 , • • •  von Ordnungszahlen des ersten Be
reichs heil3t induziert in bezug auf den ersten Bereich, wenn entweder 
eine Fundamentalreihe von unbeschriinkt wachsenden natiirlichen Zahlen 
mi> m2, m8, • • •  bestimmt ist, so dal3 jedes Pm,, von Null verschieden ist, 
oder eine natiirliche Zahl m beRteht, so dal3 py fiir '>' > m gleich Null ist. 

Wenn wir die ordnungsgema13e Summe einer ,,der zweiten erzeugenden 
Operation unterzogenen" in bezug auf den ersten Bereich induzierten Fun-

30* 
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damentalreihe von Ordnungszahlen des ersten Bereichs mittels der ord
nungsgema.13en Summe entsprechender vollstandiger bzw. aus nur einem 
einzigen Nullelement bestehender wohlgeordneter Spezies definieren ( das 
gleiche - auf eine beliebige elementar induzierte Fundamentalreihe von 
Ordnungszahlen erweiterbare - Resultat wird erhalten, wenn wir im Falle, 
da.13 alle Summanden gleich Null sind, auch die Summe gleich Null setzen 
und im entgegengesetzten Falle nur die von Null verschiedenen Summan
den beibehalten), dann erweist sich diese Summe wiederum als eine Ord
nungszahl, und zwar ist dieselbe entweder gleich w oder gehort wiederum 
dem ersten Bereiche an. 

Wir formulieren folgende vier evidente Eigenschaften : 
1 . Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des ersten 

Bereichs gehOrt sicher ein vollstandiger Erzeugungswert, der vollstandig 
induziert in bezug au/ den ersten Bereich ist, d. h. dessen konstruktive 
Unterwerte alle Ordnungszahlen des ersten Bereichs besitzen und fiir den 
bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende 
Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den ersten Bereich 
induziert ist. 

2. Jeder beliebige Abschnitt einer Ordnungszahl des ersten Bereichs 
gehort ebenfalls dem ersten Bereiche an, was wir kurz folgenderma.13en 
ausdriicken : 

Der erste Bereich der Ordnungszahlen ist ununterbrochen. 

3. Eine Fundamentalreihe a1 , a2 , • • • von Ordnungszahlen des ersten 
Bereichs, deren ( in der im vorigen schon mehrfach angegebenen Weise de
finierte ) ordnungsgema.13e Summe entweder die Ordnungszahl w oder eine 
Ordnungszahl des ersten Bereichs ist, ist induziert in bezug auf den ersten 
Bereich. 

4. Ein beliebiger, zu einer Ordnungszahl des ersten Bereichs gehOriger 
Erzeugungswert ist vollstandig induziert in bezug auf den ersten Bereich 
(um dies fiir einen q uasi-vollstandigen Erzeugungswert zu zeigen, setzen 
wir denselben zum entsprechenden vollstandigen Erzeugungswert in Be
ziehung ) . 

Eine wohlgeordnete Spezies F hei.13t unbestimmt zerlegt in bezug au/ 
den ersten Berei"ch, wenn sie in solcher Weise in einen ( evtl. fortfallenden ) 
Abschnitt F' und einen ( evtl. fortfallenden) Rest F" regular zerlegt werden 
kann, da.13 jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen besteht 
oder einen mit w inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt, und F" mit einer 
Spezies des ersten Bereichs inhaltsgleich ist ( mithin eine endliche Ord
nungszahl besitzt) .  
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Eine wohlgeordnete Spezies F hei.13t scharf zerlegt in bezug au/ den 
ersten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen ( evtl. fortfallenden) 
Abschnitt F' und einen ( evtl. fortfallenden) Rest F" regular zerlegt wer
den kann, daB jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen be
steht oder die Ordnungszahl w oder einen Abschnitt der Ordnungszahl w be
sitzt und F" eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt (hierbei 
konnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Einschrankung 
aufzuerlegen, iiberdies fordern, daB F' entweder in Fortfall kommt oder 
wenigstens ein Vollelement enthalt ). 

Eine quasi-vollstandige wohlgeordnete Spezies F ist, wie man unter 
Verwendung des S. 457, Z. 1 3  bis 21 erwahnten Satzes mittels der induk
tiven Methode einsieht, unbestimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich, 
dagegen nicht notwendig scharf zerlegt in bezug auf den ersten Bereich, 
wie aus folgendem Beispiel hervorgeht : Es bestehe Fv fiir Y = k1 aus einer 
Fundamentalreihe von Vollelementen, sonst aus einem einzigen Vollelement, 
und es sei F = F1 + F 2 + F3 + . . . . 

Ebensowenig ist eine in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegte 
wohlgeordnete Spezies F notwendig quasi-vollstandig, sogar nicht mit einer 
vollstandigen inhaltsgleich, wie folgendes Beispiel zeigt : Es bestehe Gv fiir 
Y < k1 aus einer Fundamentalreihe von Vollelementen, fiir Y = k1 + 1 und 
fiir Y = k1 + 2 aus einem einzigen Vollelement, fiir Y > k1 + 2 aus einem 
einzigen Nullelement, es sei G = G1 + G2 + G3 + . . . ,  es bestehe H aus 
einer Fundamentalreihe von Vollelementen, und es sei F = G + H ( aus 
diesem Beispiel geht gleichzeitig hervor, daB die konstruktiven Unter
spezies einer in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegten wohlgeord
neten Spezies in bezug auf den ersten Bereich nicht einmal unbestimmt 
zerlegt zu sein brauchen). 

Eine mit einer vollstandigen inhaltsgleiche wohlgeordnete Spezies F 
ist nicht notwendig unbestimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich, 
wie man aus folgendem Beispiel ersieht : Es bestehe F� fiir Y < k1 + 1 
aus einem Vollelement, sonst aus einem Nullelement, F':> (µ > 1 )  fiir 
Y = k1 + µ aus einem Vollelement, sonst aus einem N ullelement, es sei 
F(µ) ( 1 2 3 ) -d,u) + F(µ) + -,,,(µ) 1 d . F - F' + F"+ 1u = , , , . .  . = .ffi 2 Pg 1 • . .  un es se1 -

F,,, ( R " "' F i·· B . h h" d + + . . . vom este F + F + . . . von a t sic ier we er 
behaupten, daB er aus lauter Nullelementen bestehe, noch daB er einen 
mit w inhaltsgleichen Anfangsteil besitze ) .  

Wir fiigen noch ein Beispiel einer wohlgeordneten Spezies F hinzu, 
welche einerseits mit einer vollstandigen inhaltsgleich, aber nicht quasi
vollstandig, andererseits in bezug auf den ersten Bereich unbestimmt, aber 
nicht scharf zerlegt ist : Es bestehe P.:> (µ < k1 ) fiir Y = µ aus einem 
Vollelement, sonst aus einem N ullelement, F':> (µ = ki ) fiir Y > k1 aus 
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einem Vollelement, son st aus einem N ullelement, F;.u> (µ  > k1 ) aus einem 
Nullelement, es sei F<µ> = Ft> + F�µ) + Fiµ> + . . . und es sei F = F1 + F'' + 
+ F"' + . . . .  

Eine wohlgeordnete Spezies F heil3t vollstdndig induziert in bezug 
au/ den ersten Bereich, wenn wahrend ihrer Erzeugung bei jeder durch 
eine Formel F0 = F1 + F2 + Fa + . . . ausgedriickten Anwendung der 
zweiten erzeugenden Operation, wo jedes F,, nach der Formel F,, "-' F; + F;' 
in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda
mentalreihe Fl' F2, Fa , . . . in bezug au/ den ersten Bereich induziert ist, 
d. h. erstens entweder eine unbeschrankt wachsende Fundamentalreihe 
,,1, Y2, Ya, • • • existiert, so da/3 jedes F:,, Vollelemente besitzt, oder ein 
solches m angegeben werden kann, da.13 F; fiir Y > m aus lauter Null
elementen besteht bzw. fortfallt, zweitens im letzteren Falle die Funda
mentalreihe der Ordnungszahlen von F�', F;', F's', . . .  ( wobei wir einem fort
fallenden F'; die Ordnungszahl Null zusprechen) in bezug auf den ersten 
Bereich induziert ist. Demzufolge ist dann jedesmal auch F0 in bezug 
auf den ersten Bereich scharf zerlegt. 

Sei Fi, ;2 • • •  im ein Element der in bezug auf den ersten Bereich vollstandig 
induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich, da.13 dieses 
Element in Fi, i, . . .  im-• ' in Fi, i, . . .  im-• ' . . . , in Fi, i, , in Fi, und in F je einen 
Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den ersten Bereich 
gleichfalls vollstandig induziert sind. Mithin haben wir den Satz, da/3 jeder 
Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den ersten Bereich voll
standig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleichfalls in bezug auf den 
ersten Bereich vollstandig induziert ist. 

Eine in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induzierte wohl
geordnete Spezies F ist offenbar erstens quasi-vollstandig, zweitens scharf 
zerlegt in bezug auf den ersten Bereich 

2
). Schreiben wir, der scharfen Zer

legbarkeit von F in bezug auf den ersten Bereich entsprechend, F "-' F' + F'' , 
so besitzt die wohlgeordnete Spezies F', wenn sie nicht fortfallt, entweder 
einen Rest der Ordnungszahl w,  oder alle nichtverschwindenden Ordnungs
zahlen von Resten von F' sind gro.l3er als w. 

a) 

2) Dagegen ist sogar eine sowohl vollstandige wie in bezug auf den ersten Be
reich scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies nicht notwendig vollstandig induziert in 
bezug auf den ersten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt : Es bestehe F,, fiir 11 < k1 
aus einer Fundamentalreihe von Vollelementen, fiir 11 > k1 aus einem einzigen Voll
element, und es sei F = F1 + F2 + F3 + . . . .  

3)  Die Aussage, daB eine in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induzierte 
wohlgeordnete Spezies F in bezug auf den ersten Bereich scha.rf zerlegt ist, bldbt 
auch dann richtig, wenn die Bedingungen fiir die scharfe Zerlegung dahin verscharft 
werden, daB im entsprechenden F' kein Nullelement, auf welches nur Nullelemente 
folgen, enthalten sein darf. 
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Sei F eine in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induzierte 
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgemallen Summe einer 
Fundamentalreihe F1, F2, • • •  von in bezug auf den ersten Bereich scharf 
zer!Pgten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen, 
dal3 die Fundamentalreihe F1, F2, • • • in bezug auf den ersten Bereich in
d uziert ist und bemerken dazu zunachst, dal3 fiir die wohlgeordnete 
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den ersten Bereich vollstandig indu
ziert ist, eine der drei folgenden Eigenschaften bestehen mull : Entweder 
F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des ersten Bereichs ( die auch 
Null sein kann ) ,  oder von einem gewissen Rest von F besitzt jeder Rest 
die Ordnungszahl w ,  oder aber jeder Rest von F besitzt eine Ordnungs
zahl > w .  Diese drei Falle behandeln wir der Reihe nach. 

Erster  F a l l. F besitzt einen Rest F0 mit einer Ordnungszahl des 
ersten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann Fm einen derartigen 
Rest Fm 2 ,  dal3 die ordnungsgemalle Summe der Fundamentalreihe 
Fm2 ,  Fm+ l '  Fm +2 ' . . . mit F0 gleichwertig ist, so dal3 jedes Glied der 
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt 
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen ( eben weil ihre ordnungs
gemalle Summe eine Ordnungszahl des ersten Bereichs ist ) in bezug auf 
den ersten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Funda
mentalreihe der Ordnungszahlen von Fm + l '  FmH ' . . . bzw. fiir die Fun
damentalreihe der Ordnungszahlen von F;:,+1 ,  F�+2 ,  • •  . , mithin auch fiir 
die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fm + 1 '  Fm H ' . . . ,  mi t
hin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fl' F2, F3, • • • • 

Z w e iter Fa ll .  Vom Reste F0 von F besitzt jeder Rest die Ordnungs
zahl w .  Fiir ein bestimmtes m besitzt dann Fm einen derartigen Rest Fm 2 , 
dal3 die ordnungsgemiil3e Sum me der Fundamentalreihe F m'J , Fm+ 1 ,  Fm + 2 ,  • • •  

mit F0 gleichwertig ist, so dal3 jedes Glied der letzteren Fundamentalreihe 
eine Ordnungl"zahl des ersten Bereichs besitzt und die Fundamentalreihe 
dieser Ordnungszahlen ( eben weil ihre ordnungsgemal3e Summe gleich w 
ist) in bezug auf den ersten Bereich induziert ist. Dann aber gilt das
selbe fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Fm+ i •  Fm+2 '  . . .  bzw. 
fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von F;;,+1 ,  F;:,+2 ,  . .  . , mithin 
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fm +i • FmH , . .  . ,  
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F1 , F2 , 
Fa , . . . .  

Dritter  Fa l l. Jeder Rest von F besitzt eine Ordnungszahl > w .  Zu 
jedem m gibt es dann ein derartiges vm, dal3 fiir einen bestimmten (eigent
lichen oder uneigentlichen ) Abschnitt F,,� von F,.m die ordnungsgemalle 
Summe Fm +  Fm+1 + . . .  + F,,,._1  + F,,� die Ordnungszahl w besitzt, so 
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da.13 wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies F�, F�+ 1 , • • •  , F;m_1 ,  F;m 
existiert und Vollelemente besitzt. Das hei.llt aber, da.13 es zu jedem m 
ein derartiges em � m gibt, da.13 F ;m existiert und Vollelemente besitzt, so 
da.13 die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F1 , F2 , F3 , • • • in 
bezug auf den ersten Bereich induziert ist. 

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft, 
da.13 jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den ersten Bereich 
vollstandig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug auf den 
ersten Bereich vollstandig induziert ist, so ergibt sich, da.13 jede mit einer 
in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induzierten wohlgeordneten 
Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies G ebenfalls in bezug auf 
den ersten Bereich vollstandig induziert ist ( und zwar mittels der induk
tiven Methode an der Hand der Erzeugung von G ). Auf Grund dieser 
Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug au/ den ersten 
Bereich vollstandig induziert, wenn jeder zu ihr gehorige vollstandige Er
zeugungswert in bezug au/ den ersten Bereich vollstandig induziert ist. 

Dann aber ist auch jeder zu ihr gehorige quasi-vollstandige Erzeugungs
wert in b ezug au/ den ersten Bereich vollstandig induziert. Sei namlich 
fJ ein solcher quasi - vollstandiger Erzeugungswert, daB der entsprechende 
vollstandige Erzeugungswert a in bezug auf den ersten Bereich vollstandig 
induziert ist. J eder <lurch eine Formel a, ,...,, a: + a:' ausgedriickten scharfen 
Zerlegung in bezug auf den ersten Bereich eines konstruktiven Unter
wertes a, von a entspricht dann eine durch eine Formel /J, ,...,, p; + p;' aus
gedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den ersten Bereich des ent
sprechenden konstruktiven Unterwertes {J, von fJ ( welche leicht eindeutig 
festgelegt werden kann, z. B. durch die Forderung, da.13, wenn p; nicht 
fortfiillt, jeder Rest von p; Vollelemente aufweisen soil ). Auf Grund dieser 
scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte aber stellt sich fJ an 
der Hand seiner mit a parallelen Erzeugung unmittelbar als in bezug auf 
den ersten Bereich vollstandig induziert heraus. 

§ 3. Sei a ein basierter Erzeugungswert, fJ ein quasi-vollstandiger Er
zeugungswert. Alsdann wird die Potenz afl , in welcher a das Argument, 
fJ der Exponent hei.llt, auf Grund der folgenden Festsetzungen definiert : 

Wenn fJ einer Null -Urspezies entspricht, so ist afl = l ,  d. h. gleich 
dem Erzeugungswerte einer Voll - Urspezies. 

Wenn fJ einer Voll -Urspezies entspricht, so ist afl = a .  
Wenn /J=/J1 +f32+ . . .  +Pm auf Grund der ersten erzeugenden Operation, 

so ist afl = a/11 + a/11 . h (afl• ) + af11+fJ • .  h (afla) + . . .  + a/11+/J,+ . . .  +flm- 1 . h (aflm )  
,...._, a/11 . a/12 . a,P, . . .  aflm . 
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Wenn fJ = J; {J,, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, so ist P=1 
afl = aff, + a ff1 . h ( aff•) + a ff1+ff • .  h (a/3• ) + . . . = lirn a ff, +ff.+ . . .  +ff,, ,, 

I
. <ff1+ . . .  +ffe l + <ffe +i +  . . .  + ffe l + . . . + <ffe + 1 +  . . .  + ffe l  

"""" im a 1 1 2 v - 1 ,.. , ,, 

WO el ' e2 ,  . . .  eine beliebige Fundarnentalreihe von unbeschriinkt wachsenden 
natiirlichen Zahlen vorstellt. 

Aus diesen Festsetzungen folgt, dal3 aff wiederurn ein basierter Er
zeugungswert ist. Ist weiter p0 der rnit fJ korrespondierende vollstiindige 
bzw. einer Null -Urspezies entsprechende Erzeugungswert, so ist, wie sich 
rnittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von fJ heraus
stellt, a ff 0 = aff. 

Hinsichtlich des Potenzbegriffes gelten zuniichst folgende Siitze : 

1 .  Wenn {J ,..;.., 1{J + 2{J + . . .  + J ,  so ist aff "' a iff · a•/3 • . .  amff 
"' a, 1f3+2ff + · · • + mff . 

2. Wenn fJ ,..;.., J; ,,{J ( in diesern Falle existiert wegen der Quasivoll-
,, = 1  

stiindigkeit von fJ entweder eine steigende Fundarnentalreihe Y1 , Y2 , • • •  , so 
dal3 ,,0{J fiir jedes o Vollelernente enthaltenden wohlgeordneten Spezies 
entspricht , oder ein m ,  so da.13 ,,{J fiir Y > m irnrner ausschliel3lich 
N ullelernente enthaltenden wohlgeordneten Spezies entspricht) ,  so ist 
a ff "' a 1ff + ,fi + . · · = lim a ,ff + .f3 + · . . + ,,ff • ,, 

Beide Siitze sind offenbar erfiillt, wenn fJ den Erzeugungswert einer 
Urspezies darstellt. Bei ihrem (ja gleichzeitig fiir die Ausschnitte und 
Reste von fJ giiltigen) Beweise diirfen wir mithin ihre Giiltigkeit fiir die 
konstruktiven Unterwerte erster Ordnung von {J, sowie fiir deren Aus
schnitte und Reste voraussetzen. 

Sei also erstens fJ = {J1 + fi2 + . . .  + fln auf Grund der ersten er
zeugenden Operation und sei fJ '°'-' 1{J + 2{J + . . . + mfl .  Wir konnen es nun 
so einrichten, dal3 

fJ · {J( r,, _ 1 + 1 l + fJ < 1,, - 1 + 2 l -f- + p< r,,) (y - 1 2 n · r = 0 · r > r ) · v '°"" • • •  - , , • . .  , , o , ,.. + 1  "' '  

,,(J = p < h,, _ 1 + 1 )  + . . . + p<h,, l bzw. - p< h,, l 

(Y = l , 2 , . . .  , m ; h0 = 0 ; h,, > h,,_1 + 1  bzw. = h,,- 1 + 1 ) .  

Alsdann ist a ff "' aff, . a, ff• • . .  af3n "' a ff ' . af1"  . • •  afJ <rn l "' a, 1f1 · a.f3 . • . a,mfJ .  
Sei zweitens fJ = {J1 + {J2 + . . .  + fln auf Grund der ersten erzeugen

den Operation und sei fJ '°'-' 1{J + 2/J + 3{J + . . . . Wir konnen es nun so 
einrichten, dal3 

fJ · p <•,, - 1 + 1l + p <r,,_ 1+ 2l + __J__ p<r,,l ( -- 1 2 n - 1 · r - 0 · r > r ) · v """" • • •  
J 

V - , , • . .  , ' o - ' v+ 1 v ' 
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/Jn ,..;.,, (J ('n - 1  + l) + (J(rn-1  +2) + . . , ; ,,(J = (J(hv - 1  + l) + (J(hv -1 + 2) + . . . + (J(hv) 

bzw. +-- (J( h,) (Y = 1 ,  2 , 3 ,  . . . ; ho = O ;  h,, > h,,_ 1 + 1 bzw. = h,_ 1  + 1 ) .  

Alsdann ist a/11+f12+ . . · +fln - 1 ,.....,, a f3 '  -<1.fi "  • • • afl (rn - 1> ,.....,, a fl '  +fl " + . . .  +fl('n- 1> ; 

a/Jn ,.....,, Iim aP(Tn - l + 1> +  . . .  + fl (r,._ , +p) . a P ,.....,, afl1+ . . .  +fln- i . aPn ,.....,, lim a fl '  + . . . + fl (r,._ ,) . ' µ µ 
. a,fl (r,._ , + ll + . . .  + fl(rn - 1 + 1•> ,.....,, lim aP ' + P " +  . . .  + fl(r) ,.....,, lim a 1fl + ,/1 + . . . + ,.P , 

00 
T V 

Sei drittens (J = .2) (J,, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation 
v= l 

und sei (J ,..;.,, 1(J + 2(J + . . . + m/J . Wir konnen es nun so einrichten, da13 
/3 . /J (r,_ 1+1) + /J (r,,_ 1+ 2) + + R ( r, ) ( - 1 2 . - 0 · > ) · v ,.....,, . . . {' 'JI - ' ' • • • ' ro - ' rv+ 1 r, ' 
,,/J = fJ (h,,_1+ 1l +  . . . + fJ ( h,, ) bzw. - fJ ( h, ) ( Y = l , 2 , . . . , m - 1 ; h0 = 0 ; 
hv > hv-1 + 1  bzw. = hv- 1 + 1 ) ; mfl = (J (hm_ ,- t- l) + (J(hm- i + 2) + . , . , 

Alsdann ist afl = lim afl, + fl, +  . . .  + fJ,, ,.....,, ( wie oben unter erstens be-,, 
wiesen wurde) 

lim afl ' + fl " +  . . .  + fl ( r,, ) ,.....,, lim afl ' + fl " +  . . .  + p (f• )  ,.....,, a P '  + fl " + . . · + p ( hm- i l . 
v fl 

· lim afi ( hm - 1 + 1 ) + . . . + p ( hm - 1 + r ) ,.....,, a iP . a •P • • • • a, mfl . 
T 

00 
Sei viertens (J = .2) (J. auf Grund der zweiten erzeugenden Operation 

v = 1  
und sei (J ,..;.,, 1(J + 2 (J  + 3(J + . . . . Wir konnen es nun so einrichten, da13 

(J · (J (r,,_1 +1) _J_ (J(r,,_1 +2> + + (J(r,, l  ( " = 1 2 · r = O ·  r > r ) ·  1' "'-' I • • • " ' ' • • • ' 0 ' v+ 1  Y , ' 

fJ - (J (h, _ 1+1) + + (J (h,, ) b (J(h,,) ( - 1 2 3 . h - 0 . 1' -- • • • zw. +- v - ' ' ' . . .  ' 0 - ' 
h,. > hv- 1 + 1 bzw. = hv- 1 + 1 ) . 

Alsdann ist aP = lim afl1 + fl, + · · · + fl,, ,.....,, ( wie ob en unter erstens be-,, 
wiesen wurde) 

lim a ll ' + fl " + . . . + fl( r,, l ,.....,, lim afl' + fl " + . . . + fl( µ ) 
v µ 

,.....,, lim a tfl ' + . . .  + fl ( h, l ) + ( fl (h, + 1) + . . .  + p (h2 l ) + . . .  + (p( h,_ 1  +1 ) + . . .  + {l ( h, l ) 

= lim a 1fl + ,JI + . . . + ;fl • 

N achdem hiermit die Satze 1 und 2 hergeleitet sind, sind w1r m der 
Lage, das nachstehende Theorem auszusprechen : 

Wenn (J und (J0 gleichwerti'g sind, dann sind auch aP und afl0 gleich
wertig. 

Diese Eigenschaft ergibt sich leicht mittels der induktiven Methode 
an der Hand der Erzeugung von (J. Nehmen wir narnlich an, daB sie fiir 
jeden konstruktiven Unterwert (J,, von (J bewiesen ist, und sei (J� ein 
mit (J,, gleichwertiger Ausschnitt bzw. Rest von p0 , so daB also a11" und a /1� 
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fiir jedes 11 gleichwertig sind. 1st nun fJ = {J1 + {J2 + . . . + flm auf Grund 
der ersten erzeugenden Operation, dann ist (nach dem obigen Satz 1 )  

0 0 0 Q • I 
afl ,....,, afl1 . aP2 . . . . aflm ,....,, afl1 . aP. _ . • • aflm ,....,, afl . Und ist fJ = {J1 + (J2 + (J3 + . . . 
auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, dann ist ( nach dem obigen 

Satz 2 )  aP0 ,....,, lim aP? + P� + · · · + fl� ,....,, lim afl, + fl, + · · · + flv = aP .  
y y 

Sind fJ und {J0 nur inhaltsgleich, so sind die mit fJ und p0 korre
spondierenden vollstandigen bzw. einer Null-Urspezies entsprechenden Er
zeugungswerte {J und {}0 gleichwertig, so da.13 wir haben : afl0 = a{}0 ,....,, a{} = aP, 
d. h. wenn fJ und (3 °  inhaltsgleich sind, dann sind aP und aP0 gleichwertig. 

N och einfacher ergibt sich ( wiederum mittels der induktiven Meth ode 
an der Hand der Erzeugung von fJ )  folgende Eigenschaft : 

Wenn a und a1 inhaltsgleich (bzw. gleichwertig) sind, dann sind auch 
aP  und af inhaltsgleich ( bzw. gleichwertig ) .  

Mittels der induktiven Methode beweisen wir noch den Satz : 

(aP/ ,....,, afir . 

Es sei namlich 'Y = 'Yi + ')'2 + . . . + 'Ym auf Grund der ersten er

zeugenden Operation, und es seien die F ormeln (a fi /v ,....,, afi r v ( 11 = 1 , 2 ,  . . . , m) 
bewiesen. Alsdann ist 

m 
fl :E firv (i (i fl fl r, fl r. fl rm a r = av=l ,....,, a r' · a r• • . .  a rm ,....,, (a ) · (a ) . . .  (a ) 

,....,, (a  (i ) r1 + r, + · · · + rm = (a fl / 
• 

Es sei weiter 'Y = 'Yi + r2 + 'Ys + . . . auf Grund der zweiten erzeugenden 

Operation, und es seien die Formeln ( afl ) rv ,....,, a fir,, ( 11 = 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  ) , mit-
n n 

( fi ) :E rv fl :E rv . 
bin auch die Formeln a v=1 ,....,, a v=1 ( n = 1 ,  2 ,  . . .  ) bewiesen. Als-
dann ist 

oo n n n 
fl Y :E fi Yv • :f: fi rv . fi :f: rv . ( fl) 2,' rv a = av=1 = hm a"=1 = hm av=l ,....,, hm a "=1 

n n n 

= (afl) v}irv 
= (afir . 

Im Falle, daB der basierte Erzeugungswert a ebenfalls quasi-vollstandig 
ist, ersehen wir unter Anwendung der Eigenschaft, daB das Produkt zweier 
quasi-vollstandiger Erzeugungswerte wiederum quasi-vollstandig ist, sowie 
des S. 457, Zeilen 13 bis 2 1  erwahnten Satzes, mittels der induktiven Methode 
an der Hand der Erzeugung von fJ ,  da.13 auch afl quasi-vollstandig ist. 
Wenn dann a1 bzw. {J1 ein mit a bzw. fJ inhaltsgleicher vollstandiger bzw. 
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zu Null-Urspezies gehOriger Erzeugungswert ist, haben wir nach dem Obigen, 
daJ3 afl mit af • inhaltsgleich ist, was wir au ch wie folgt ausdriicken konnen : 

!st a ein basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert der Ordnungs
zahl a und fJ ein quasi-vollstandiger Erzeugungswert der Ordnungszahl b ,  
dann ist a P  ein basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert der Ord
nungszahl ab. 

§ 4. Unter den Ordnungszahlen des zweiten Bereichs vom Grade Null 
verstehen wir die Ordnungszahlen des ersten Bereichs. Unter den Ord
nungszahlen des zweiten Bereichs vom Grade p (p eine nicht verschwin
dende natiirliche Zahl ) verstehen wir die Ordnungszahlen 

w P1 . a1 + wP . . a2 + . . . + w Pn . an ,  

wo n und die a, nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die p. 
natiirliche Zahlen ( unter denen auch 0 vorkommen kann, in welchem Fall 
w 0 = 1 ist ) ,  deren groJ3te gleich p ist. Offenbar diirfen wir annehmen, 
daJ3 Pv+ 1  > p. (.,, = 1, 2, . . . , n - 1 ) . 

Unter einer Spezies des zweiten Bereichs vom Grade p verstehen wir 
eine ( vollstandige oder quasi-vollstandige ) wohlgeordnete Spezies, welche 
eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs vom Grade p besitzt4) .  

Offenbar ist jede Spezies des zweiten Bereichs, deren Ordnungszahl 
von Null verschieden ist, kondensiert. 

Wie man leicht einsieht , sind zwei beliebige Ordnungszahlen des 
zweiten Bereichs vergleichbar und besitzen , wenn sie voneinander und 
von Null verschieden sind, eine gleichfalls zum zweiten Bereich gehOrende 
Differenz. 

Die ordnungsgemaf3e Summe endlichvieler Ordnungszahlen des zweiten 
Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs. 

Aus der Formel 

4) Eine wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl roP1 . a1 + wP• . a2 + . . . + wPn . an 
kiinnen wir erzeugen durch Addition einer - vollstandigen oder quasi-vollstandigen -
wohlgeordneten Spezies der Ordnungszabl roP1 • a1 ( welche wir ihrerseits herstellen 
konnen durch Multiplikation von p1 + 1 elementefremden - vollstandigen oder quasi
vollstandigen - wohlgeordneten Spezies, von denen die ersten p1 die Ordnungszahl ro 
und die letzte die Ordnungszahl a1 besitzt), einer - vollstandigen oder quasi-voll
standigen - wohlgrordneten Spezies der Ordnungszahl roP2 • a2 , • . •  , und einer - voll
standigen oder quasi-vollstandigen - wohlgeordneten Spezies der Ordnungszahl 
wPn · an . Diese Erzeugungsweise von Spezies des zweiten Bereichs ist indes keines
wegs die einzige, wie man schon fiir die Ordnungszahl ro2 durch einfache Beispiele 
belegen kann. 
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geht hervor, da.13 die Multiplikation einer Ordnungszahl des zweiten Be
reichs mit einem rechtsseitigen Multiplikator w ,  mithin auch mit einem 
rechtsseitigen Multiplikator wP, mithin auch mit einem beliebigen, eine 
Ordnungszahl des zweiten Bereichs darstellenden rechtsseitigen Multiplikator, 
wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist. Hieraus folgt, da/3 
allgemein das Produkt endlichvieler Ordnungszahlen des zweiten Bereichs 
wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist. 

Eine Fundamentalreihe fl1 , fl2 ,  • • • von Ordnungszahlen des zweiten 
Bereichs heil3t induziert in bezug au/ den zweiten Bereich, wenn eine 
solche steigende Fundamentalreihe 1'1 ' 1'2 , • • •  existiert, da/3 die Grade von 

ftv, , flv, , • . . entweder bestandig wachsen oder einander gleich sind, wahrend 
fiir m zwischen .,,. n und .,,. n + 1 der Grad von fl m kleiner ist als der Grad 
von flv,. + • '  und, falls die flv,. vom Grade Null sind, die Fundamentalreihe 

/3v,, flv,+ 1 ,  flv,+2 ,  • • •  in bezug auf den ersten Bereich induziert ist. 
Wenn wir die ordnungsgema.Be Summe einer in bezug auf den zweiten 

Bereich induzierten Fundamentalreihe von Ordnungszahlen des zweiten Be
reichs mittels der ordnungsgema.Ben Summe entsprechender vollstandiger 
bzw. aus nur einem einzigen Nullelement bestehender wohlgeordneter Spezies 
definieren, dann erweist sich diese Summe wiederum als eine Ordnungs
zahl, und zwar ist dieselbe entweder gleich ww oder gehort wiederum 
dem zweiten Bereich an. 

Wir formulieren jetzt eine Reihe von sechs Eigenschaften : 

1 .  Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des zweiten 
Bereichs gehort sicher ein vollstandiger Erzeugungswert, der vollstiindig 
induziert in bezug au/ den zweiten Bereich ist, d. h. dessen konstruktive 
Unterwerte alle Ordnungszahlen des zweiten Bereichs besitzen, und fiir 
den bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betref
fende Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den zweiten Be
reich induziert ist. 

2. Eine beliebige von Null verschiedene Ordnungszahl des zweiten 
Bereichs, deren letzter Exponent von Null verschieden ist, ist gleich der 
ordnungsgemaI3en Summe einer in bezug auf den zweiten Bereich indu
zierten Fundamentalreihe von nichtverschwindenden Ordnungszahlen des 
zweiten Bereichs. 

3. Jeder Abschnitt ( also auch jeder Rest und jeder Ausschnitt) einer 
Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des 
zweiten Bereichs ( so daI3 der zweite, ebenso wie der erste Bereich der 
Ordnungszahlen ununterbrochen ist ). 

Diese Eigenschaft braucht nur fiir eine beliebige von Null verschie
dene Ordnungszahl des zweiten Bereichs fl bewiesen zu werden. Sie ergibt 
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sich mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung eines ( auf 
Grund der Eigenschaft 1 existierenden) zu fJ gehorigen vollstandigen und 
in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induzierten Erzeugungswertes. 

4. Eine Fundamentalreihe a1, a2, • • • von Ordnungszahlen des zweiten 
Bereichs, deren ( in der im vorigen schon mehrfach angegebenen Weise de
finierte ) ordnungsgemal3e Summe entweder eine Ordnungszahl des zweiten 
Bereichs oder die Ordnungszahl w 00 ist, ist induziert in bezug auf den 
zweiten Bereich. 

I m  ers t en  Fal le di.irfen wir, weil die ordnungsgemal3e Summe von 
a1, a2, • • •  voraussetzungsgemal3 quasi-vollstandigen wohlgeordneten Spezies 
entspricht, und mithin feststeht, entweder dal3 nur endlichviele, oder dal3 
abzahlbarunendlichviele nichtverschwindende a,, existieren, annehmen, dal3 
das letztere der Fall ist. Weiter di.irfen wir den Beweis be�chranken 
auf den Fall a = wP,  wo p = q + 1 und q nicht verschwindet, mithin 
a =  lim w q  · n ( n eine unbeschrankt wachsende nati.irliche Zahl ). Alsdann n 
gibt es ein kleinstes l\ , zu dem ein solches ?\ > 0 bestimmt werden 
kann, dal3 w q · (Y1 + l ) > a1 + a2 +  . . .  + a1,, > w q · Y1 ; ein kleinstes [>2 , 
zu dem ein solches r2 > Y1 bestimmt werden kann, dal3 wq · (Y� + 1 ) > a1 + 
+ a2 + . . . + a112 > w q · r2 ; ein kleinstcs [>3 , zu dem ein solches ,,3 > Y2 
bestirnmt werden kann, dal3 w q  • ( 113 + 1 )  > a1 + a2 + . . .  + aea > w q  · Y3 ;  
usw. Die Exponenten der Anfangsglieder von a1h , al', , . . . mi.issen alle gleich 
q sein, wahrend fi.ir m zwischen Qn und Qn + 1 die Exponenten von am 
kleiner als q sind. Mithin ist die Fundamentalreihe al ' a2 , a3, • • •  indu
ziert in bezug auf den zweiten Bereich. 

I m  z w ei t en  Fa l l e  ist die Ordnungszahl a1 + a2 + a3 + . . .  gleich der 
Ordnungszahl w + w ·! w

3 + . . .  und gibt es ein kleinstes [>1 , zu dem 
ein solches r1 > 0 bestimmt werden kann , dal3 w"1+1 > a1 + a2 + . . .  

+ «e, > w "1 ; ein kleinstes Q2 , zu dem ein solches r2 > y1 bestimmt werden 
kann, dal3 w"2+1 > a1 + a2 + . . . + «e, > w ''2 ; ein kleinstes (!3 , zu dem 
ein solches y3 > r2 bestimmt werden kann, dal3 w"a+l > a1 + a2 + . . .  
+ ae, > w "• ; usw. Die Grade von «e1 , ac, , . . . mi.issen bestandig wachsen, 
wahrend fi.ir m zwischen en und Qn + 1 der Grad von am kleiner ist als 
der Grad von «en + , . Mith in ist die Fundamentalreihe a1, a2, a3, • • • indu
ziert in bezug auf den zweiten Bereich. 

5. W enn {J1, {J2, {J3, • • • eine Fundamentalreihe von Ordnungszahlen ist, 
welche mit der in bezug auf den zweiten Bereich induzierten Fundamental
reihe al' a2, • • •  von Ordnungszahlen des zweiten Bereichs additiv-zusarnmen
gehorig ist ( d. h. dal3 zu jedem r ein solchfS µ gefunden werden kann, 
dal3 {J1 + {J2 + . . . + fJ.,, > a1 + a2 + . . . -t- a. , und zu jedem e em solches a ,  
da.13 a1  + a2 + . . .  + a" > {J1 + {J2 -1- . . . + Pe ) ,  so  gehort au ch jedes fJ,, zum 
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zweiten Bereich und ist die Fundamentalreihe /J1, /J2, /J3, • • • m bezug auf 
den zweiten Bereich induziert. 

Diese Eigenschaft ist eine unmittelbare Folge der Eigenschaften 3 
und 4. 

6. Ein beliebiger zu einer Ordnungszahl des zweiten Bereichs gehoriger 
Erzeugungswert ist vollstandig induziert in bezug auf den zweiten Bereich. 

Fi.ir einen vollstandigen Erzeugungswert folgt diese Eigenschaft un
mittelbar aus den Eigenschaften 3 und 4. Um sie ftir einen quasi-voll
standigen Erzeugungswert ( dessen Ordnungszahl wir als nichtverschwin
dend voraussetzen di.irfen ) herzuleiten, geni.igt es , denselben zum ent
sprechenden vollstandigen Erzeugungswert in Beziehung zu setzen. 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt unbestimmt zerlegt in bezug auf 
den zweiten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen ( evtl. fortfallen
den) Abschnitt F' und einen ( evtl. fortfallenden ) Rest F" regular zerlegt 
werden kann, daB jeder Rest von F' entweder aus lauter N ullelementen 
besteht oder einen mit w w  inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt, und F" mit 
einer Spezies des zweiten Bereichs inhaltsgleich ist ( ohne deshalb not
wendigerweise eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs b esitzen zu mi.issen ). 

Eine in bezug auf den zweiten Bereich unbestimmt zerlegte wohlge
ordnete Spezies F braucht - schon im Falle, daB F" mit F identisch 
und mit der Ordnungszahl w inhaltsgleich ist - nicht notwendig unbe
stimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich zu sein, wie aus folgen
dem Beispiel hervorgeht : Es sei Fv ftir Y < k1 und Gv fiir 'P > k1 eine 
Voll-Urspezies ; Fv ftir "' 2  k1 und Gv fiir Y < k1 eine Null-Urspezies ; 
F =  (F1 + F2 + . . .  ) + (G1 + G2 + . . .  ) . 

Ebensowenig ist eine in bezug auf den ersten Bereich unbestimmt 
zerlegte wohlgeordnete Spezies G notwendigerweise unbestimmt zerlegt in 
bezug auf den zweiten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt : Es sei Gv 
eine vollstandige wohlgeordnete Spezies, welche ftir "' < k1 die Ordnungs
zahl w", fi.ir y 2 k1 die Ordnungszahl wk, besitzt, und es sei G = G1 + G2 
+ Ga + · · · . 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt scharf zerlegt in bezug au/ den 
zweiten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen ( evtl . fortfallenden) 
Abschnitt F' und einen ( evtl. fortfallenden ) Rest F" regular zerlegt werden 
kann, daB jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen besteht, 
oder die Ordnungszahl w <»  oder einen Abschnitt der Ordnungszahl w<» be
sitzt, und F" eine Ordnungszahl des zweiten BereichB besitzt ( hierbei 
konnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Einschrankung 
aufzuerlegen, iiberdies fordern, daB F' entweder in Fortfall kommt, oder 
wenigstens ein Vollelement enthalt) .  
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Eine in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete 

Spezies ist ebenfalls scharf zerlegt in bezug auf den ersten Bereich. N ach 
dem obigen Beispiel G = G1 + G2 + G3 + . . .  , wo Gv eine vollstandige 
wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl w v bzw. wk, vorstellt, ist aber 
eine in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies 
nicht notwendig scharf zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich. 

Von einer in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegten wohl
geordneten Spezies ist nicht notwendig auch jede konstruktive Unterspezies 
in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegt, wie wir aus folgendem 
Beispiel ersehen : Es besitze Gv fiir v < k1 die Ordnungszahl w w, fiir v > k1 
die Ordnungszahl w ;  Hv fiir jedes v die Ordnungszahl wv ; und es sei 
G = G 1 + G2 + . . .  ; H = H1 + H2 + . . . ; F = G + H. Alsdann ist F scharf 
zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich ; die konstruktive Unterspezies 
G von F dagegen ist weder scharf, noch unbestimmt zerlegt in bezug auf 
den zweiten Bereich. 

Eine wohlgeordnete Spezies F hei.13t vollstiindig induziert in bezug 
au/ den zweiten Bereich, wenn wahrend ihrer Erzeugung bei jeder durch 
eine Formel F0 = F1 + F2 + Fa + . . .  ausgedrtickten Anwendung der zweiten 
erzeugenden Operation, wo jedes Fv nach der Formel Fv "1 F; + F;' in 
bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda
mentalreihe F1 , F2 , Fa , . . . in bezug au/ den zweiten Bereich induziert ist, 
d. h. erstens entweder eine unbeschrankt wachsende Fundamentalreihe 

'Jl1 , 'Jl2 ,  Ya ,  • • •  existiert, so da.13 jedes F;a Vollelemente besitzt, oder ein solches 
m angegeben werden kann, daB F; fiir v > m aus lauter Nullelementen 
besteht bzw. fortfiillt, zweitens im letzteren Falle die Fundamentalreihe 
der Ordnungszahlen von F;', F;', F(/, . . . ( wobei wir einem fortfallenden 
F,,' die Ordnungszahl Null zusprechen) in bezug auf den zweiten Bereich 
induziert ist. Demzufolge ist dann jedesmal auch F0 in bezug auf den 
zweiten Bereich scharf zerlegt. 

Sei Fi, i, . . .  im ein Element der in bezug auf den zweiten Bereich voll
standig induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich, 
daB dies es Element in Fi1 i, . . . im-i , in Fi, i • . . .  im-2 ' . . .  , in Fi, i, , in Fi1 und 
in F j e  einen Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den 
zweiten Bereich gleichfalls vollstiindig induziert sind. Mithin haben wir 
den Satz, da.13 jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den 
zweiten Bereich vollstandig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleich
falls in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert ist. 

Eine in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induzierte wohl
geordnete Spezies F ist offenbar scharf zerlegt in bezug auf den zweiten 
Bereich, weiter quasi-vollstandig und, wie wir mittels der induktiven Me
thode ersehen, auch in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induziert. 
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Schreiben wir, der scharfen Zerlegbarkeit von F in bezug auf den zweiten 
Bereich entsprechend, F '"'-' F' + F'' , so besitzt die wohlgeordnete Spezies F', 
wenn sie nicht fortfallt, entweder einen Rest der Ordnungszahl w "' , oder 
alle nichtverschwindenden Ordnungszahlen von Resten von F '  sind groBer 
a.ls w "' . 

Sei F eine in bezug auf den zweiten Bereich vollstii.ndig induzierte 
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgemii.Ben Summe einer 
Fundamentalreihe F1 , F2 , • • • von in bezug auf den zweiten Bereich scharf 
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen, 
dal3 die Fundamentalreihe F1 , F2 , • • • in bezug auf den zweiten Bereich 
induziert ist, und bemerken dazu zunii.chst, daB fiir die wohlgeordnete 
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den zweiten Bereich vollstii.ndig 
induziert ist, eine der drei folgenden Eigenschaften bestehen mul3 : ent
weder F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des zweiten Bereichs 
( die au ch Null sein kann ), oder von einem gewissen Reste von F besitzt 
j eder Rest die Ordnungszahl w w , oder aber jeder Rest von F besitzt eine 
Ordnungszahl > w "' . Diese drei Fii.lle behandeln wir der Reihe nach. 

E rster Fa l l. F besitzt einen Rest F0 mit einer Ordnungszahl des 
zweiten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann Fm einen derartigen 
Rest Fm 2 ,  dal3 die ordnungsgemii.13e Summe der Fundamentalreihe 
Fm� ,  Fm+ i ,  Fm+2 • . . . mit F0 gleichwertig ist, so daB jedes Glied der 
letzteren Fundarnentalreihe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzt, 
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen ( eben weil ihre ordnungs
gemii.Be Summe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist) in bezug auf 
den zweiten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Fun
darnentalreihe der Ordnungszahlen von Fm+ l •  Fm+2 ,  • • •  bzw. fiir die 

Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von F :;,+i , F;,:+2 , • • •  , mi thin auch 
fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fm+ 1 ,  Fm+2 , . . •  , 
mithin auch ftir die Fundarnentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
F1 , F2 , Fa , . . . . 

Z weiter  Fa ll. Vom Reste F0 von F besitzt jeder Rest die Ordnungs
zahl w "' . Fiir ein bestimmtes m besitzt dann Fm einen derartigen Rest Fm2 , 
dal3 die ordnungsgemii.Be Summe der Fundamentalreihe Fm2 ,  Fm+i .  Fm+2 > . . . 
mit F0 gleichwertig ist, so dal3 jedes Glied der letzteren Fundamental
reihe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzt und die Fundamental
reihe dieser Ordnungszahlen ( eben weil ihre ordnungsgemii.13e Summe 
gleich w "' ist ) in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist. Dann aber gilt 
dasselbe fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Fm+l •  Fm+2 •  . . . 
bzw. fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von F;,:+i .  F;,:+2 ,  . .  . ,  
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
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Fm+l ' Fm+2 , • • •  , mithin auch fur die Fundamentalreihe der wohlgeord
neten Spezies F1 , F 2 ,  F3 , • • • • 

D ri t ter F a l l. Jeder Rest von F besitzt eine Ordnungszahl > w "' .  
Zu jedem m gibt es dann ein derartiges Y m ,  da.B fiir einen bestimmten 
( eigentlichen oder uneigentlichen) Abschnitt Fv�n von Fv'" die ordnungs-

gema.Be Summe Fm + Frn+1  + . . .  + Fvm-i + Fv�n die Ordnungszahl w "' 

besitzt, so da.B wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies F�, Fi�+l ' 
. . .  , F:,11_1 , F;,,. existiert und Vollelemente besitzt. Das hei.Bt aber, da.B 
es zu jedem m ein derartiges l!m > m gibt, da.B F ;,,, existiert und Voll
elemente besitzt, so da.B die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
F1 , F2 , F3 , • • • in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist. 

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft, 
da.B jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den zweiten 
Bereich vollstandig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug 
auf den zweiten Bereich vollstandig induziert ist, so ergibt sich, da.B jede 
mit einer in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induzierten wohl
geordneten Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies G ebenfalls in 
bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert ist ( und zwar mittels 
der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von G). Auf Grund 
dieser Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug au/ den 
zweiten Bereich vollstandig induziert, wenn jeder zu ihr gehOrige voll
standige Erzeugungswert in bezug au/ den zweiten Bereich vollstandig 
induziert ist. 

Dann aber ist auch jeder zu ihr gehorige quasi-vollstandige Er
zeugungswert in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert. 
Sei namlich /J ein solcher quasi -vollstandiger Erzeugungswert, da.B der 
entsprechende vollstandige Erzeugungswert IX in bezug auf den zweiten 
Bereich vollstandig induziert ist. J eder durch eine Formel IX, ,..;., IX: + IX;' 
ausgedriickten scharfen Zerlegung in bezug auf den zweiten Bereich eines 
konstruktiven Unterwertes IX, von IX entspricht dann eine durch eine Formel 

/J, '°" fl; + fl,' ausgedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den zweiten 
Bereich des entsprechenden konstruktiven Unterwertes fl, von fl ( welche 
leicht eindeutig festgelegt werden kann, z. B. <lurch die Forderung, da.B, 
wenn fl; nicht fortfii.llt, jeder Rest von µ; Vollelemente aufweisen soll ). 
Auf Grund dieser scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte 
aber stellt sich fl an der Hand seiner mit IX parallelen Erzeugung un
mittelbar als in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert heraus. 

§ 5. Unter den Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Range Null 
verstehen wir die Ordnungszahlen des zweiten Bereichs. Unter den Ord-
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nungszahlen des dritten Bereichs vom Range 1 verstehen wir die Ordnungs
zahlen 

Pr ' + Pn W · a1 I . . . OJ · an , 

wo n und die av nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die 

P,, Ordnungszahlen des zweiten Bereichs, deren Maximalgrad nicht ver
schwindet. Unter den Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Range 
p + 1 verstehen wir die Ordnungszahlen 

wP' . a1 + . . .  + OJPn , an ,  

wo n und die av nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die 

Pv Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Maximalrange p .  
Unter einer Spezies des dritten Bereichs vom Range p verstehen w1r 

eine ( vollstandige oder quasi-vollstandige ) wohlgeordnete Spezies, welche 
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs vom Range p besitzt. 

Offenbar ist jede Spezies des dritten Bereichs, deren Ordnungszahl 
von Null verschieden ist, kondensiert. 

Es gel ten folgende zwei Eigenschaften : 

1 .  Je zwei Ordnungszahlen des dritten Bereichs sind vergleichbar und 
besitzen, wenn sie voneinander und von Null verschieden sind, eine gleich
falls zum dritten Bereich gehOrende Differenz. 

2. Bei der Ordnungszahl w"' ·  a1 + . . . + w"" ·  an darf man annehmen, 
daf3 jedes Pv+l < P,, ist. 

Diese Satze begriinden wir, indem wir den ersten fiir Zahlen, deren 
Rang < p ist, mithin den zweiten fiir Zahlen, deren Rang < p ist, als 
bewiesen annehmen, und hieraus die Giiltigkeit des ersten fiir Zahlen, 
deren Rang < p ist, folgern. Hierzu bemerken wir zunachst, daB wir 
fur zwei Zahlen e und a ,  deren Rang < p ist, aus e < a die Formel 
w"  = wl! + w"  folgern diirfen , und nennen sodann fiir eine Zahl des 
dritten Bereichs w"' ·  a1 + . . . + wP" · an den Exponenten p,, das (2 h - 1 ) - te 
Bestimmungselement und den Koeffizienten ah das 2 h - te Bestimmungs
element. Unter diesen Voraussetzungen wird von zwei Zahlen , deren 
Rang < p ist, diejenige als die groBere erkannt, von der das erste Be
stimmungselement, das nicht fiir beide Zahlen gleich ist, das groBere ist, 
wahrend als Differenz der beiden Zahlen wiederum eine Zahl des Ranges 
< p auftritt. 

Die ordnungsgemaf3e Summe endlichvieler Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des dritten Bereichs. 

n 
Es seien ..J; wPv · av und w P ,  wo weder a1 noch p verschwindet, zwe1 

11= l 
Zahlen des dritten Bereichs. lndem wir p = 1 + q ,  mithin wP = w · wq 

31* 
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setzen, ersehen wir, daB w P sich mittels der beiden erzeugenden Opera
tionen aus Urzahlen w herstellen lii.Bt. An der Hand dieser Konstruktion 
von wP konnen wir nun die Formel 

mittels der induktiven Methode b eweisen, und zwar auf Grund der Tat
sachen, daB 

[Z wP •· · avJ · w  = wP1 · w ;  
P=l 

da.13 fiir f3 = {31 + {32 + . . .  + Pm auf Grund der ersten erzeugenden Opera
tion, aus 

folgt 

"' 
und daB fiir f3 = 2 /J,,, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, aus 

folgt 

1•= 1  

[
v
J:. W Pv · av J • f3.u = W P i  • {J 1, fiir jedes µ 

n m 
Es seien nun 2 wP" · a,. und 2 w q.i• . b1, + bm+1 , wo al ' bm+l und 

v=l µ=1 
die qµ nicht verschwinden, zwei Zahlen des dritten Bereichs. Alsdann ist 
das Produkt 

gleich 

m i n 
J [ n , 

2 1 L.J wP• . av Wq·11 · b1, + L} wPv . a. J · bm+ l  = 
µ=1 v=l v=l 

m n 
-- " p,+q" b + P1 ( b ) + )' Pv - ,.::..i w · · 1, w · a1 m+1 .,;;...; w · a, . .  

,n=l  v=2 

Mithin ist das Produkt von zwei, also auch allgemein von endlich
vielen Ordnungszahlen des dritten Bereichs wiederum eine Ordnungszahl 
des dritten Bereichs. 
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n 2 
Insbesondere ist, wenn p1 nicht verschwindet, [,;?1 wP• · a,, J eine Zahl 

n 3 
des dritten Bereichs mit dem ersten Glied wp, · t  · a1 ; [.;:E wP" . a,, J eine 

1 n 
J 

m 
Zahl des dritten Bereichs mit dem ersten Glied wP1 • 3 · a1 ; l� wP" · a. , 

wo m eine beliebige nichtverschwindende natiirliche Zahl vorstellt , eine 
Zahl des dritten Bereichs mit dem ersten Glied wP1·m . a1 • Mithin ist 

Auf Grund dieser Eigenschaft konnen wir, wenn wP, wo p nicht ver
schwindet, eine Zahl des dritten Bereichs ist, an der Hand einer Kon
struktion von wP mittels der beiden erzeugenden Operationen aus Ur
zahlen w ,  die Form el 

I n 
J wP 1_,§1 wP" · a,, _ = wP,. ,. ,11 

mittels der induktiven Methode herleiten, und zwar unter Benutzung der 
Tatsachen, da.B fiir fJ = {31 + /32 + . . .  + fJ... auf Grund der ersten erzeugen· 
den Operation, a\ls 

fol gt 

und daB fiir {J = lim {31, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, aus 
·" 

fiir jedes µ 
fol gt 

r n ] fJ r n J 
fl1, (! lim p, ·fJ" ! .2 wP" · a,, = li� l.2 wP" · a,, = li� wp, · I' = w 11 • = wP1 ·/3 . 

·v=l 1 v=l I 
m 

Sei nun .2 w q,u • b,, + bm+1 ' wo die q11 und bm+l nicht verschwinden, 
µ=1 ' ' 

eine weitere Zahl des dritten Bereichs, so ist 

� qu 1n q 

r n ] - w ·ba + bm; 1  n - �-. riJ .U · bu n b "' Pv 11 =1 - [ )' Pv , l ,1 1= 1 ' · [ "' Pv , l
j

m+l 
1 L w · a. - ......, w a,. 1 ..:;..; w a,. 
•·v=1 ·)•= l  I .,,= 1 

m q 
p, ·,,�1 w µ .bµ r n ] bm+ 1  

= W , - . l ,?� W Pv . av
. 

' 
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welcher Ausdruck als Produkt zweier Zahlen des dritten Bereichs wiederum 
eine Zahl des dritten Bereichs ist. 

Mithin ist eine Potenz, deren Argument und Exponent Zahlen des 
dritten Bereichs sind, wiederum eine Zahl des dritten Bereichs. 

Eine Fundamentalreihe {J1 , {J2 , • • • von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs vom Range Null heillt induziert in bezug auf den dritten Bereich, 
wenn sie induziert in bezug auf den zweiten Bereich ist. Eine Fundamental
reihe a1 , . • .  , am , {J1 , {J2 , . • • von Ordnungszahlen des dritten Bereichs, bei 
welcher {JI > {J2 , • • • alle vom Range Null sind, heillt induziert in bezug 
auf den dritten Bereich, wenn die Fundamentalreihe /31 , {J2 , • • • induziert 
in bezug auf den dritten Bereich ist. 

Eine Fundamentalreihe {J1 , {J2 , • • • von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs, bei welcher eine solche steigende Fundamentalreihe 'I\ ,  .,,2 , • • •  

existiert, da/3 fJv, ,  {J,., , . . . alle vom Range p ( > 0 )  sind, wahrend fiir m 
zwischen .,,,, und .,,,, + 1 der Rang von flm kleiner als p ist, heillt induziert in bezug 
auf den dritten Bereich, wenn erstens eine solche steigende Fundamental
reihe el ' e2 , • • • existiert, da/3 die Exponenten p;, , {J;, ,  . . . der Anfangs
glieder von fJe, , {J112 , • • • entweder bestandig wachsen oder einander gleich 
sind, wahrend fiir m zwischen en und en + i die Exponenten von flm kleiner 
sind als p;,.+, ,  zweitens im ersteren Falle bei der Fundamentalreihe " p " R "  I d ' d fJ " fJ ' 

I 
• • 

d /Ji , 2 , . • •  , wo 1,1 = {J12, un Je es n+l = en+i - /Jen '  e1ne steigen e 
Fundamentalreihe a1 , a2 , • • • auftritt, so da/3 p;:, (3�: , . . . alle vom Range 
h ( < p)  sind, wahrend fiir m zwischen a,, und an+ 1 der Rang von 13;:. kleiner 
als h ist, und die Fundamentalreihe fJ;', jJ;', . . . in bezug auf den dritten 
Bereich induziert ist. 

Wir wollen jetzt beweisen, da/3 die ( in iiblicher Weise definierte ) 
ordnungsgemalle Summe einer in bezug auf den dritten Bereich induzierten 
Fundamentalreihe {J1 , /J2 , • • • von Ordnungszahlen des dritten Bereichs, 
bei welcher eine solche steigende Fundamentalreihe .,,1 ' .,,2 ,  • • • existiert, 
da/3 (J,.1 , /Iv, , . . .  alle vom Range p sind, wahrend fiir m zwischen .,, n und .,,,, + 1 
der Rang von flm kleiner als p ist, wiederum eine Ordnungszahl des dritten 
Bereichs ist. Weil der Satz offenbar fiir p = O erfiillt ist, so diirfen wir 
beim Beweise des Satzes fiir den Rang p die Giiltigkeit des Satzes fiir 
Range < p voraussetzen. Dberdies diirfen wir bei der Beweisfiihrung an
nehmen , da/3 (>1 = 1 ist und uns auf den ersten Fall des vorigen Ab
satzes beschranken, weil fiir den Ietzten Fall der Satz ohne weiteres 
einleuchtet. Fiir eine derartige im ersten Falle befindliche Funda
mentalreihe /11 , /)2 , • • • aber haben wir unter der Voraussetzung (>1 = 1 : 

ni p' lim 11; p' 
, 

lim 2) f:J,. = lim /Jen = lim OJ en = OJ n "' = OJ 'w = fJ,,, , wo fJ,,, auf Grund 
m l' = l  n n 
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der Giiltigkcit des Satzes fiir Range < p eine Zahl des dritten Bereichs 
vorstellt, so dal3 sich auch /3w als eine Zahl des dritten Bereichs ergibt. 

Eine Fundamentalreihe /31 , /32 , • • • von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs heil3t induziert in bezug au/ den dritten Bereich, wenn erstens 
eine solche steigende Fun dam en talreihe v 1 ' v 2 , • • • existiert, dal3 die Range 
von (>,.1 , fJY, , . . . entweder bestandig wachsen oder einander gleich sind, 
wahrend fiir m zwischen "'n und v,. + 1 der Rang von /3m kleiner ist als der 
Rang von fJYn+i ' zweitens im letzteren Falle die Fundamentalreihe /31 ,  (J2 ,  • • • 
m bezug auf den dritten Bereich induziert ist. 

"' 
Schreiben wir w ''' = wl ' w w, = w2, w "'' = w3 , • • • , .2.,' wn = e ,  so ist 

n = 1  
die ( in iiblicher Weise definierte) ordnungsgemal3e Summe einer in bezug 
auf den dritten Bereich induzierten Fundamentalreihe von Ordnungszahlen 
des dritten Bereichs entweder gleich der Ordnungszahl e oder wiederum 
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs. 

Wir lei ten jetzt eine Reihe von sechs Eigenschaften her : 

1 .  Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des dritten 
Bereichs gehort sicher ein vollstandiger Erzeugungswert, der vollstandig 
induziert in bezug au/ den dritten Bereich ist, d. h. dessen kornffruktive 
Unterwerte alle Ordnungszahlen des dritten Bereichs besitzen, und fiir den-' · 
bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende 
Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den dritten Bereich 
induziert ist. 

Fiir eine Ordnungszahl vom Range Null ist die Eigenschaft evident. 
Beim Beweise fiir eine Ordnungszahl vom Range p diirfen wir also voraus
setzen , daB die Giiltigkeit der Eigenschaft fiir Ordnungszahlen von 
Rangen < p schon feststeht. Weiter diirfen wir den Beweis beschranken 
auf eine Ordnungszahl der Form w k ,  wo k eine Ordnungszahl des dritten 
Bereichs vom Range q < p ( fiir welche also die Giiltigkeit unserer Eigen
schaft schon feststeht) vorstellt. Wir beweisen nunmehr nach der induk
tiven Methode, dal3 derjenige zu w ,. gehorige Erzeugungswert, der einem 
unserer Eigenschaft geniigenden zu k gehorigen Erzeugungswert entspricht, 
ebenfalls unserer Eigenschaft geniigt. 

Sei T = T1 + T2 + . . .  + Tm eine bei der Erzeugung des betreffenden 
zu k gehorigen Erzeugungswertes auftretende Anwendung der ersten er
zeugenden Operation. Alsdann gilt unsere Eigenschaft, wenn sie fiir 
w '1 ,  w'• ,  . . . , w '"', sowie fiir h (w'i ) ,  h (w '•) ,  . . . , h ( w'm) gilt, ebenfalls fiir 
w '' +- w '• · h ( w '• )  = w'1+r, ,  sowie fiir h ( w '' )  + w'1 · h ( w '• )  = h ( w'1+r, ) ; . . .  ; 
mithin auch fiir w '1+ . . . + rm-1 -j- w '1 +  . . .  + r,,,_, · h (w '"' ) = w ' ,  sowie fiir 
h (w T1 + • • .+Tm-l ) + w '1+ •  . . +rm-1 . h (  w 'm ) = h ( w' ) • 

Sei T = T1 + T2 + T3 + . . . eine bei der Erzeugung des betreffenden 
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zu k gehorigen Erzeugungswertes auftretende Anwendung der zweiten er
zeugenden Operation. Alsdann gilt unsere Eigenschaft, wenn sie fiir 
jedes w '• , sowie fiir jedes h ( w '" ) gilt, nach dem vorhergehenden ebenfalls 
fiir jedes w '' +r,+ . . .  + rv ,  und somit (weil die Fundamentalreihe -r1 , T� , • • •  , 

also auch die Fundamentalreihe w '" w '1+'2 , w r,+ r,+r,, . . .  bzw. die Fundamen
talreihe (J) 7' ,  (J)7' · h ( w'2) , wr,+ r2 . h ( w '') , . . .  in bezug auf den dritten Bereich 
induziert ist) auch fiir lim w'1+r2+  . . .  + 'v = w',  sowie fiir lim h ( w'1+r,+ . . .  -,- r ,') 
= h ( w ' ) . 

• " 

Also gilt unsere Eigenschaft fiir wk. 

2. Eine beliebige von Null verschiedene Ordnungszahl des dritten 
Bereichs, deren letzter Exponent von Null verschieden ist, ist gleich der 
ordnungsgemaBen Summe einer in bezug auf den dritten Bereich indu
zierten Fundamentalreihe von nichtverschwindenden Ordnungszahlen des 
dritten Bereichs. 

Diese Eigenschaft ergibt sich unmittelbar mittels der induktiven 
Methode unter Benutzung der Eigenschaft 1 .  

3 .  Jeder Abschnitt ( also auch jeder Rest und jeder Ausschnitt) einer 
Ordnungszahl des dritten Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des 
dritten Bereichs ( so daB der dritte ebenso wie der erste und der zweite 
Bereich der Ordnungszahlen ununterbrochen ist ) . 

Die Eigenschaft braucht nur fiir eine beliebige von Null verschied!; .. S 
Ordnungszahl des dritten Bereichs fJ bewiesen zu werden. Sie ergibt sich 
mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung eines ( auf 
Grund von Eigenschaft 1 existierenden) zu fJ gehorigen vollstandigen und 
in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induzierten Erzeugungswertes. 

4. Eine Fundamentalreihe cc1 , a2 , • • • von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs, deren ( in iiblicher Weise definierte ) ordnungsgemaBe Summe 
entweder eine Ordnungszahl des dritten Bereichs oder die Ordnungszahl e 
ist, ist induziert in bezug auf den dritten Bereich. 

I m  er s ten Fa l l e  diirfen wir, weil die ordnungsgemaBe Summe von 
al ' a2 , • • • voraussetzungsgemaB quasi-vol lstandigen wohlgeordneten Spezies 
entspricht und mithin feststeht, entweder daB nur eine endliche Anzahl, 
oder daB eine Fundamentalreihe von nichtverschwindenden a, existiert, 
annehmen, daB das letztere der Fall ist. Auch diirfen wir annehmen. daB 
a1 + a2 + . . .  eine Ordnungszahl des dritten Bereichs a vom Range k ist, 
wahrend die Giiltigkeit der zu beweisenden Eigenschaft fiir Range der 
ordnungsgemaBen Summe < k schon feststeht. Weiter diirfen wir den 
Beweis beschranken auf den Fall a = wP,  wo p eine Ordnungszahl des 
dritten Bereichs vorstellt, deren Rang < k ist. 

N ehmen wir als ersten U nterfall an, daB der letzte Exponent von p 
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verschwindet, mithin p = q + 1 ( wo q ebenfalls eine Ordnungszahl des 
<lritten Bereichs, deren Rang < k ist, vorstellt) und IX = lim wq . n ( n eine n 
unbeschriinkt wachsende natiirliche Zahl). Alsdann gibt es ein kleinstes e1 , 
zu dem ein sol ch es Y 1 > 0 bestimmt werden kann, daB w q • ( y 1 + 1 )  > 
u1 + IX2 + . . .  + 1Xe, > Wq · Y1 ; ein kleinstes (J2 , ZU dem ein solches '.J'2 > '.J'1 
bestimmt werden kann, daB w q · (Yt + 1 )  > IX1 + u2 + . . .  + 1Xe, > w q · Y2 ; 
ein kleinstes Q3 , zu dem ein solches Y3 > Y� bestimmt werden kann, daB 
w q · (Y3 + 1 )  > IX1 + IX2 + . . . + IX!!s > w q · v3 ; usw. Die Exponenten der 
Anfangsglieder von IX1h , 1Xe, , • • • miissen alle gleich q sein, wiihrend fiir m 
zwischen en und en + l die Exponenten von IXm kleiner als q sind. Mithin 
ist die Fundamentalreihe IXl ' IX2 , IX3 , • • •  induziert in bezug auf den dritten 
Bereich. 

Bleibt als zweiter Unterfall, daB der letzte Exponent von p nicht 
verschwindet. Alsdann ist (nach Eigenschaft 2 )  p = lim Pv , wo jedes p,. 

,. 
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs vorstellt, und Pv+i > p,. fiir jedes Y. 

Mithin ist auch die Ordnungszahl IX =  wP gleich der Ordnungszahl lim wPv un<l 
,. 

gibt es ein kleinstes el ' zu dem ein solches Y1 > 0 bestimmt werden kann, 
daJ3 WP,., + 1 > IX1 + IX2 + . . .  -+- a!!, > WP,., ; ein kleinstes e2 , ZU dem ein 

solches y 2 > y 1 bestimmt werden kann , daB wPv, +1 > IX1 + 1X2 + . . . 

-+- 1Xe, > wP"• ; ein kleinstes e3 , zu dem ein solches y3 > Y2 bestimmt werden 
kann, daB wp,., + 1 > IX1 + a2 + . . . a!!, > wP'" ; usw. Bezeichnen wir den 
Exponenten des Anfangsgliedes von a,. mit a;, so miissen IX;, , a;2 , • • • eine 
bestandig wachsende Fundamentalreihe bilden, wahrend fiir m zwischen 

!!n und en + l die Exponenten von IX1Jl kleiner als a;,.+ l sind. Weiter ist die 
Ordnungszahl lim aJ = p .  Schreiben wir also a�' = 1Xe' und IX�' = 1Xe' - ae' 

v ,. ... 1 1 .... n+1 n+i n 

fiir jedes n > 1 ,  so ist ( eben weil die zu beweisende Eigenschaft fiir 
Range der ordnungsgemaBen Summe < k schon feststeht) die Funda
mentalreihe IX�'. , aJ:, • . .  in bezug auf den dritten Bereich induziert. Mit-

' ' 
hin sind auch zunachst die Fundamentalreihe w"!! 1 , w"1h , . . . , sodann die 

Fundamentalreihe w af ,  w "�, . . . und schlieBlich die Fundamentalreihe 
a1 , IX2 , • • • in bezug auf den dritten Bereich induziert. 

I m  z we  i t  e n  Fa  1 1  e ist die Ordnungszahl a1 + a2 + . . . gleich der 
Ordnungszahl w + w1 + w2 - f- . . . und gibt es ein kleinstes e1 , zu dem 
ein solches Y1 > 0 bestimmt werden kann , daB w,.,+1 > IX1 + IX2 + . . . 
+ 1Xe1 > Wv, ; ein kleinstes e2 , Zll dem ein solches 'P 2 > 'P 1 bestimmt Werden 
kann, daB w,.,+1 > a1 + IX2 + . . . + a,h > w,., ; ein kleinstes e3 , zu dem ein 
solches Y3 > Y2 bestimmt werden kann, daB w,.,+1 > c,1 + IX2 + . . .  + 1Xe3 > w,., ; 
usw. Die Range von IX1h , IX112 , • • •  miissen bestandig wachsen, wahrend fiir m 
zwischen Q n und en + i  der Rang von IX,.. kl einer ist als der Rang von a!!n + , .  



482 L. E. J. Brouwer. 

Mithin ist die Fundamentalreihe c,1 , a2 , a3 , • • • induziert in bezug auf den 
dritten Bereich. 

5. W enn /J1 , /J2 , • • • cine Fundamentalreihe von Ordnungszahlen ist, 
welche mit der in bezug auf den dritten Bereich induzierten Fundamental
reihe a1 , a2 , • • • von Ordnungszahlen des dritten Bereichs additiv
zusammengeh6rig ist, so gehi:irt auch jedes /J,, zum dritten Bereich und 
ist die Fundamentalreihe /J1 , /J2 , • • • in bezug auf den dritten Bereich 
induziert. 

Diese Eigenschaft ist cine unmittelbare Folge der Eigenschaften 3 und 4 .  

6. Ein beliebiger zu einer Ordnungszahl des dritten Bereichs gehi:iriger 
Erzeugungswert ist vollstandig induziert in bezug auf den dritten Bereich. 

Fiir einen vollstandigen Erzeugungswert folgt diese Eigenschaft un
mittelbar aus den Eigenschaften 3 und 4. Um sie fiir einen quasi-voll
standigen Erzeugungswert ( dessen Ordnungszahl wir als nichtverschwindend 
voraussetzen diirfen) herzuleiten, geniigt es, denselben zum entsprechenden 
vollstandigen Erzeugungswert in Beziehung zu setzen. 

Eine wohlgeordnete Spezies F hei13t unbestimmt zerlegt in bezug au/ 
den dritten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen ( evtl. fortfallenden 1 
Abschnitt F' und einen ( evtl. fortfallenden ) Rest F "  regular zerlegt 
werden kann, da13 jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen 
besteht oder einen mit e inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt und F" mit 
einer Spezies des dritten Bereichs inhaltsgleich ist ( ohne deshalb not
wendigerweise cine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzen zu miissen ) . 

Eine in bezug auf den dritten Bereich unbestimmt zerlegte wohl
geordnete Spezies F braucht - schon im Falle, da13 F" mit F identisch 
und mit der Ordnungszahl w1 inhaltsgleich ist - nicht notwendig un
bestimmt zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich zu sein, wie aus 
folgendem Beispiel hervorgeht : Es sei F,, fiir Y < k1 und G,, fiir "' >  k1 
eine vollstandige wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl w" ;  es bestehe 
F,, fiir "' >  k1 und G,. fiir "' <  k1 aus einem einzigen Nullelement ; und es 
sei F - ( F1 + F2 + Fa + . . .  ) + (G1 + G2 + Ga + . . .  ) .  

Ebensowenig ist cine in bezug auf den zweiten Bereich unbestimmt 
zerlegte wohlgeordnete Spezies G notwendigerweise unbestimmt zerlegt in 
bezug auf den dritten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt : Es sei G,. eine 
vollstandige wohlgeordnete Spezies, welche fiir 'P < k1 die Ordnungszahl w,. , 
fiir "' > k1 die Ordnungszahl wk, besitzt, und es sei G = G1 + G2 + G3 + . . . . 

Eine wohlgeordnete Spezies F hei13t schar/ zerlegt in bezug au/ den 
dritten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen ( evtl. fortfallenden ) 
Abschnitt F' und einen ( evtl. fortfallenden) Rest F" regular zerlegt 
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werden kann, dal3 jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen 
besteht oder die Ordnungszahl e oder einen Abschnitt der Ordnungszahl e 

besitzt, und F" eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt (hierbei 
konnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Einschrankung 
aufzuerlegen, iiberdies fordern, dal3 F' entweder in Fortfall kommt oder 
wenigstens ein Vollelement enthalt ) . 

Eine in bezug auf den dritten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete 
Spezies ist ebenfalls scharf zerlegt in bezug auf den zweiten ( mithin auch 
in bezug auf den ersten) Bereich. Nach dem obigen Beispiel G = G1 + 02 
+ G3 + . . .  , wo G,. eine vollstandige wohlgeordnete Spezies der Ordnungs
zahl wv bzw. wk, vorstellt, ist aber eine in bezug auf den zweiten Bereich 
scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies nicht notwendig scharf zerlegt in 
bezug auf den dritten Bereich. 

Eine wohlgeordnete Spezies F heil3t vollstiindig induziert in bezug 
au/ den dritten Bereich, wenn wahrend ihrer Erzeugung bei jeder durch 
eine Formel F0 = F1 + F2 + . . . ausgedriickten Anwendung der zweiten 
erzeugenden Operation, wo jedes F,, nach der Formel F,, "-' F; + F;.' in 
bezug auf den dritten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda
mentalreihe F1 , F2 , • • •  in bezug au/ den dritten Bereich induziert ist, 
d. h. erst ens entweder eine unbeschrankt wachsende Fundamentalreihe Y 1 ,  Y 2 ,  • • •  

existiert, so dal3 jedes F;.a Vollelemente besitzt, oder ein solches m an
gegeben werden kann, dal3 F; fiir '>' > m aus lauter Nullelementen besteht 
bzw. fortfallt, zweitens im letzteren Falle die Fundamentalreihe der Ordnungs
zahlen von F;' , F;' , . . . ( wobei wir einem fortfallenden F;.' die Ordnungs
zahl Null zusprechen) in bezug auf den dritten Bereich induziert ist. Dem
zufolge ist dann jedesmal auch F0 in bezug auf den dritten Bereich scharf 
zerlegt. 

Sei Fi, i, . . . im ein Element der in bezug auf den dritten Bereich voll
standig induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich, 
dal3 dieses Element in F,,i, . . .  im- " in Fi, i, . . .  i,,, _ , ,  . . . , in Fi, i, , in Fi, und 
in F je einen Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den 
dritten Bereich gleichfalls vollstandig induziert sind. Mithin haben wir den 
Satz, dal3 jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den dritten 
Bereich vollstandig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleichfalls in 
bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert ist. 

Eine in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induzierte wohl
geordnete Spezies F ist offenbar scharf zerlegt in bezug auf den dritten 
Bereich, weiter quasi -vollstandig und , wie wir mittels der induktiven 
Methode ersehen, auch in bezug au£ den zweiten (mi thin ebenfalls in be
zug auf den ersten) Bereich vollstandig induziert. Schreiben wir, der scharfen 
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Zerlegbarkeit von F in bezug auf den dritten Bereich entsprechend, 
F "'-' F1 + F11 , so besitzt die wohlgeordnete Spezies F', wenn sie nicht 
fortfallt, entweder einen Rest der Ordnungszahl e ,  oder alle nichtver
schwindenden Ordnungszahlen von Resten von F' sind groBer als e .  

Sei F eine in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induzierte 
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgemaBen Summe einer 
Fundamentalreihe F1 , F2 , • • •  von in bezug auf den dritten Bereich scharf 
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen, 
daB die Fundamentalreihe F1 , F2 , • . . in bezug auf den dritten Bereich 
induziert ist, und bemerken dazu zunachst, daB fiir die wohlgeordnete 
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den dritten Bereich vollstandig 
induziert ist , eine der drei folgenden Eigenschaften bestehen muB : 
entweder F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des dritten Bereichs 
(die au ch Null sein kann) ,  oder von einem gewissen Reste von F besitzt 
jeder Rest die Ordnungszahl e ,  oder aber jeder Rest von F besitzt eine 
Ordnungszahl > f .  Diese drei Falle behandeln wir der Reihe nach. 

Erster  Fa l l. F besitzt einen Rest F0 mit einer Ordnungszahl des 
dritten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann Fm einen der
artigen Rest Fm'J '  daB die ordnungsgemaBe Summe der Fundamentalreihe 
Fm2 ,  Fm + i >  Fm+ 2 '  . . . mit F0 gleichwertig ist, so daB jedes Glied der 
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt, 
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen ( eben weil ihre ordnungs
gemaBe Summe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs ist) in bezug auf 
den dritten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Funda
mentalreihe der Ordnungszahlen von Fm + l  • Fm + 2 ,  . . . bzw. fiir die Funda

mentalreihe der Ordnungszahlen von F;:i+ 1 ,  F;:,+2 ,  • •  . , mithin auch fiir die 
Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fm + i ,  Fm + 2 ,  . • .  , mi thin 
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F1 , F2 , F3 , • • • • 

Zwei ter  F a l l. Vom Reste F0 von F besitzt jeder Rest die Ordnungs
zahl e .  Fiir ein bestimmtes m besitzt dann Fm einen derartigen Rest Fm·J , 
daB die ordnungsgemaBe Sum me der Fundamentalreihe Fm 2 ,  Fm+ 1 ,  Fm + 2 ,  • • • 

mit F0 gleichwertig ist, so daB jedes Glied der letzteren Fundamental
reihe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt und die Fundamental
reihe dieser Ordnungszahlen ( eben weil ihre ordnungsgemaBe Summe gleich e 

ist ) in bezug auf den dritten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe 
fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Fm+ 1 '  Fm + 2 , • • • bzw. fiir 

die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von F :;,+1 ,  F :;,H , . . . , mi thin 
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fm+ 1 ,  Fm + 2 ,  . . •  , 
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
Fi , F2 , Fa , . . . . 
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D ri t t er Fa 1 1. Jeder Rest von F besitzt eine Ordnungszahl > E. Zu 
jedem m gibt es dann ein derartiges Y m' dal3 fiir einen bestimmten ( eigent
Iichen oder uneigentlichen) Abschnitt F�m von F,."' die ordnungsgemalle 
Summe Fm + Fm+ l  + . . .  + F,,m- 1  + F�. die Ordnungszahl E besitzt, so 
dall wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies F� , F�+1 ,  . . .  , F;,,,_ 1 , JI,.'" 
existiert und Vollelemente besitzt. Das heillt aber, dal3 es zu jedem m 
ein derartiges em > m gibt, dall F;m existiert und Vollelemente besitzt, 
so dal3 die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies FI ' F2, F3, • • • in 
bezug auf den dritten Bereich induziert ist. 

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft, 
dall jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den dritten Be
reich vollstandig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug 
auf den dritten Bereich vollstandig induziert ist, so ergibt sich, dal3 jede 
mit einer in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induzierten wohl
geordneten Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies G ebenfalls in 
bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert ist ( und zwar mittels 
der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von G) .  Auf Grund 
dieser Eigenschaft bezeichnen wir e4ne Ordnungszahl als in bezug au/ den 
dritten Bereich vollstandig induziert, wenn jeder zu ihr gehorige vollstandige 
Erzeugungswert in bezug au/ den dritten Bereich vollstandig induziert ist. 

Dann aber ist auch jeder zu ihr gehorige quasi-vollstandige Er
zeugungswert in bezug au/ den dritten Bereich vollstiindig induziert. Sei 
namlich {3 ein solcher quasi-vollstandiger Erzeugungswert, dal3 der ent
sprechende vollstandige Erzeugungswert a in bezug auf den dritten Bereich 
vollstandig induziert ist. Jeder <lurch eine Formel a, ,..;.., a: + a;' ausge
drtickten scharfen Zerlegung in bezug auf den dritten Bereich eines kon
struktiven Unterwertes a, von a entspricht dann eine <lurch eine Formel 
fJ, ,..;.., p; + p;' ausgedrtickte scharfe Zerlegung in bezug auf den dritten Be
reich des entsprechenden konstruktiven Unterwertes (3, von f3 ( welche leicht 
eindeutig festgelegt werden kann, z. B. <lurch die Forderung, dall, wenn p; 
nicht fortfallt, jeder Rest von p; Vollelemente aufweisen soll ). Auf Grund 
dieser sch�rfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte aber stellt 
sich f3 an der Hand seiner mit a parallelen Erzeugung unmittelbar als in 
bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert heraus. 

§ 6. Im vorigen haben wir gesehen, wie zur endlichen Bezeichnung 
von Ordnnngszahlen zweierlei Elementarsymbole benutzt werden, namlich 
Zahlsymbole, welche je eine bestimmte Ordnungszahl, und Verknupjungs
symbole, welche je ein aus gewissen geordneten endlichen Mengen von 
vorgegebenen Ordnungszahlen jedesmal eine Ordnungszahl erzeugendes Ge-
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setz reprasentieren. Zur Bezeichnung der Ordnungszahlen des ersten Be
reichs genligten dabei das Zahlsymbol 1 und das Verknlipfungssymbol der 
Addition ; zur Bezeichnung der Ordnungszahlen des zweiten Bereichs kam 
das Zahlsymbol w und das Verknlipfungssymbol der Multiplikation hinzu, 
wahrend die weitere Hinzunahme des Verknlipfungssymbols der Potenzie
rung die Bezeichnung der Ordnungszahlen des dritten Bereichs erlaubte. 
Indem wir auf den Aufbau systematischer Theorien von Bereichen von 
Ordnungszahlen, welche liber den dritten Bereich hinausgehen, verzichten, 
beschranken wir uns darauf, ein Beispiel eines Verknlipfungssymbols an
zugeben, das, in Vereinigung mit den Zahlsymbolen 1 und w und den 
Verknlipfungssymbolen der Addition, Multiplikation und Potenzierung, die 
Bezeichnung von Ordnungszahlen erlaubt, welche nicht nur groBer sind 
als die Ordnungszahlen des dritten Bereichs, sondern auch groBer als die 

Ordnungszahlen e, e1 = e ', e2 = e' 1 ,  fa = e'', . . .  , e ' = J; en . 
n=l 

Es sei a ein beliebiger basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert, 
p ein beliebiger quasi-vollstandiger Erzeugungswert. Alsdann definieren 
wir den symbolischen Ausdruck { a, p } mittels der induktiven Methode an 
der Hand der Erzeugung von p durch folgende Festsetzungen : 

W enn p einer aus einem einzigen N ullelemente bestehenden Spezies 
entspricht, so ist { a, p } = a .  

W enn p einer aus einem einzigen Vollelemente bestehenden Spezies 
entspricht, so ist { a, p }  = a ". 

Wenn P = p1 + p2 + . . . + Pm au£ Grund der ersten erzeugenden Ope
ration und der symbolische Ausdruck { a, Pv }  for Y = 1 ,  2, . . . ,  m flir jeden 
basierten quasi-vollstiindigen Erzeugungswert a als basierter quasi-voll
standiger Erzeugungswert definiert ist, wahrend tiberdies ein beliebiger basierter 
quasi-vollstandiger Erzeugungswert a flir Y = 1, 2, . .  . ,  m einen Abschnitt 
von { a, Pv }  darstellt , so ist { a, P } = { cc, ,81 } + [ { { a, Pi } ,  P2 } - { a, Pi } ] 
+ [{ { a, (Pi + P2)} '  Pa} - {a, (/J1 + P2)}] + · · · + [ {{cc, (P1 + P2+ . . · + Pm-1) }, Pm} 
- {a, (p1 + P2 + . . . + Pm-1 )}] , so daB auch {a, p} flir jeden basierten quasi
vollstandigen Erzeugungswert a als basierter quasi-vollstandiger Erzeugungs
wert definiert ist, wahrend tiberdies ein beliebiger basierter quasi-vollstan
diger Erzeugungswert a einen Abschnitt von { a, p } darstellt. 

W enn ,8 = J; Pv auf Grund der zweiten erzeugenden Operation nnd 
'V=l 

{ a, Pv }  flir jeden basierten quasi-vollstandigen Erzeugungswert cc und jedes 
v als basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert definiert ist, wahrend 
tiberdies ein beliebiger basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert a flir 
jedes Y einen Abschnitt von { a, Pv }  darstellt, so ist { a, p } = { a, /31 } 
+ [ { a, U1 + f32 )} - { a, P1 } ] + [ { a, (f31 + /12 + /la ) } - { a, U1 + P2 )} ] � · · · 
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= lirn { a, (/31 + . . .  + {Jy ) } ,  so da.13 auch { a, fJ }  fiir jeden basierten quasi-y 
vollstandigen Erzeugungswert a als basierter quasi-vollstandiger Erzeugungs-
wert definiert ist, wahrend iiberdies ein beliebiger basierter quasi-voll
standiger Erzeugungswert a einen Abschnitt von { a, f3 }  darstellt. 

Auf Grund dieser Definition beweist man, in derselben Weise wie die 
analoge Eigenschaft der Potenz afi, dall die Gleichwertigkeit bzw. lnhalts
gleichheit von /3 und /-J 0 einerseits und von a und a0 andererseits, die 
Gleichwertigkeit bzw. lnhaltsgleichheit von { a, f3 }  und { a  0, /1 ° }  nach sich 
zieht. Der symbolische Ausdruck { a, f3 }  ist mithin nicht nur fiir einen 
beliebigen basierten quasi-vollstandigen Erzeugungswert a und einen be
liebigen quasi-vollstandigen Erzeugungswert f3 als basierter quasi-vollstan
diger Erzeugungswert , sondern auch fiir eine beliebige nichtverschwin
dende Ordnungszahl a und eine beliebige Ordnungszahl f3 als nichtver
schwindende . (Jrdnungszahl definiert. 

Wie weit man indessen zur Bezeichnung von Ordnungszahlen mit de'£ 
Einfiihrung neuer Zahlsymbole und Verkniipfungssymbole auch fortfahrt, 
so lallt sich dabei doch die Spezies der eingefiihrten Symbole in jedem 
Stadium als endlich betrachten, weil jede Definition einer Fundamental
reihe von Symbolen rl' r2, • • • auf die Definition eines einzigen, auf ein 
beliebiges Element von A ,  mithin auf eine beliebige endliche Gruppe von 
Symbolen 1 beziiglichen Symboles r hinauskommt. W enn wir nun nur 
solche Verkniipfungssymbole zulassen, welche je aus einer beliebig vorge
gebenen endlichen geordneten Menge von Ordnungszahlen entweder eine 
Ordnungszahl erzeugen oder unmoglich eine Ordnungszahl erzeugen konnen, 
so bilden in jedem Stadium der Symboleinfiihrung diejenigen Zusammen
setzungen der schon eingefiihrten Elementarsymbole, welche Ordnungs
zahlen reprasentieren, eine zahlbare ( und selbstverstandlich auch abzahl
bar unendliche ) Spezies, von der iibrigens mehrere Elemente dieselbe Ord
nungszahl reprasentieren konnen. 

Hieraus folgern wir die Unmoglichkeit , ein System a von Zahlsymbolen 
und Verkniipfungssymbolen der angegebenen Art einzufiihren, das die Dar
stellung aller Ordnungszahlen erlaubt. Nehmen wir namlich einen Augen
blick die Existenz eines diese Eigenschaft besitzenden Systems a an, zahlen 
wir diejenigen durch a gelieferten endlichen Zusammensetzungen von Ele
mentarsymbolen, welche nichtverschwindende Ordnungszahlen reprasentieren, 
als eine Fundamentalreihe ab und sei fJY die dabei der natiirlichen Zahl v 

entsprechende Ordnungszahl. Alsdann kann die Ordnungszahl fJw = J; (Jy 
'J'=l 

keinem fJY gleich sein, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind. 

In analoger Weise zeigt man, dall die Spezies 0 der Ordnungszahlen 
nicht aufzahlbar ist. Andererseits kann man jeder endlichen Ordnungszahl 
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die entsprechende Nummer der Folge ' und jeder unendlichen Ordnungs
zahl die N ummer 1 zuordnen. Bezeichnen wir also die Kardinalzahl von 
0 mit o, so haben wir nebst der Beziehung o � a  die Unmoglichkeit der 
Beziehung a �  o, mithin die Beziehung o > a, d. h. 0 ist von gro[Jerem Ge
wickt als A. 

( Eingegangen am 28. 11 .  1925.) 
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Dber Definitionsbereiche von Funktionen. 

Von 

L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

§ 1 .  

Nach § 5 meines Aufsatzes ,,Zur Begriindung der intuitionistischen 
Mathematik I 'n) definieren wir in der ,, natiirlich geordneten" Spezies der 
endlichen Dualbriiche die u - Intervalle und die l- Intervalle ; insbesondere 
werden wir dieselben als u M -Intervalle bzw. l <"> - Intervalle beze,chnen, 
wenn ihre Lange gleich 2 -v ist. 

Unter einem Punkte des Linearkontinuums verstehen wir eine unbe
grenzte Folge von l - lntervallen (den ,,erzeugenden lntervallen" des Punk
tes ), deren jedes im engern Sinne in dem ihm vorangehenden enthalten ist, 
deren GroBe mithin positiv gegen Null konvergiert2). 

Eine Menge, in der jede nicht die Hemmung des Prozesses herbei
fiihrende Wahl ein l- Intervall erzeugt, wahrend jedes dieser J. - lntervalle 
in dem von der vorangehenden Wahl erzeugten l - lntervall im engern Sinne 
enthalten ist, heiBe eine Punktmenge des Linearkontinuums. 

Die Spezies derjenigen Punkte p des Linearkontinuums , welche mit 
einem gewissen Punkte p1 des Linearkontinuums ,,zusammenfallen" 1, wo
mit gemeint wird, daB jedes erzeugende Jntervall von p jedes erzeugende ln
tervall von p1 ganz oder teilweise iiberdeckt) heiBe ein Punktkern des 
Linearkontinuums. Wir wollen im folgenden die Punktkerne des Linear
kontinuums mit y bezeichnen. 

Diejenigen Punkte bzw. Punktkerne, welche ausschlieBlich von das 
Intervall ( O ,  I )  teilweise iiberdeckenden 1 -Intervallen erzeugt werden, heiBen 
Punkte bzw. Punktkerne des Einheitskontinuums. Die Punktkerne des Ein
heitskontinuums werden im folgenden mit x bezeichnet. 

In ahnlicher Weise, wie dies im § 7 meines Aufsatzes ,,Zur Begriin-

1) Math. Annalen 93 , S. 253. 
2) Journ. f. Math. 154, S. 6. 
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dung der intuitionistischen Mathematik II" fiir die Spezies der Einschal
tungselemente einer abziihlbar unendlichen, im engern Sinne iiberall dich
ten geordneten Spezies ausgefiihrt ist3), kann auch die Spezies der Punkt
kerne des Linearkontinuums bzw. des Einheitskontinuums virtuell geordnet 
werden ; mit dieser virtuellen Ordnung versehen, wird sie als Linearkonti
nuum bzw. als Einheitskontinuum bezeichnet. 

Wenn die ,,natiirlich geordnete" Spezies der endlichen Dualbriiche 
zwischen 0 und 1 mit M bezeichnet wird, so werden wir sagen, daI3 der 
Punktkern :n des Einheitskontinuums und das Element e von K ( M) :i) 
zusammenfallen, wenn niemals ein Element der rechten bzw. linken Teil
spezies einer zu e gehorigen Einschaltungsteilung von JJJ links bzw. rechts 
von einem erzeugenden Intervalle eines Punktes von :n gelegen sein kann. 
Durch diese Zusammenfallbeziehungen wird offenbar zwischen dem Ein
heitskontinuum und K ( M) eine Ahnlichkeitskorrespondenz 4) bestimmt. 

Unter einer reellen Funktion oder kurz unter einer Funktion f( x )  
von x verstehen wir ein Gesetz, das gewissen mit � zu  bezeichnenden, 
den ,,Definitionsbereich" der Funktion bildenden Punktkernen des Ein
heitskontinuums je einen mit 17 = f(�)  zu bezeichnenden Punktkern des 
Linearkontinuums zuordnet. 

Eine Funktion f(x ) heil3t negativ stetig fiir den Wert �0 , wenn fiir 
eine beliebige gegen �o positiv konvergierende Fundamentalreihe �1 ,  �2 , • • •  
die Fundamentalreihe f( �1 ) , f(�2 ) , • • •  negativ gegen f (�0 ) konvergiert 2). 

Eine Funktion f ( x) heiI3t positiv stetig fiir den Wert � 0 oder kurz 
stetig fiir den Wert �o , wenn zu jedem positiven rationalen e ein solches 
positives rationales a, bestimmt werden kann , daI3 fiir / � - �o : < a, die 
Ungleichung I r(n - f(�o )  I < E besteht. 

Eine fiir jedes � negativ bzw. positiv stetige Funktion wird kurz als 
eine negativ stetige bzw. als eine stetige Funktion bezeichnet werden. 

Eine Funktion f( x )  heil3t gleichmii(Jig stetig , wenn zu jedem posi
tiven rationalen e ein solches positives rationales a, bestimmt werden kann, 
da/3 fiir [ �2 - �1 l < a, immer die Ungleichung l f( �2 ) - f(�1 ) l < e  be
steht5). 

3) Math. Annalen 95,  S . 467. [1] 
4) Joe. cit. 3), S. 455. 
5) Die Stetigkeitsdefinitionen sind nur der Einfachheit, halber in die obige me

trische Form gebracht worden, von der sie ihrem Inhalte nach unabhangig sind. Um 
dies einzusehen, greifen wir auf die die den x bzw. den y entsprechenden Einschaltungs
elemente erzeugenden abzahlbar unendlichen, iiberall dichten geordneten Mengen µ' 
und µ " der Ordinalzahlen I +  '7 + I  bzw. '7 zuriick, zahlen ft'  und µ " durch Funda
mentalreihen g i ,  g; , . . .  bzw. gi', g�', . . .  ab , bezeichnen @:i (gf, g;, . . .  , g;) bzw. "" 

( 
fl If If • I ff • • I • , If . "" 91 , Yo , . . .  , 9v ) m1t s,. bzw. Sv und verstehen unter emem iv bzw. emem i,. em 
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Eine Funktion f( x) heil3t unstetig fur den Wert ;0 , wenn eine natiir
liche Zahl n und eine gegen t0 positiv konvergierende

2
) Fundamental

reihe ;1 , ;2 , .  . .  angegeben werden konnen, so daJ3 f( ti ) ,  fU2 ) , . . .  alle 

um mehr als -� von f ( ;0) verschieden sind. 
n 

Eine fiir irgendeinen bestimmten zu ihrem Definitionsbereiche ge
horigen Wert unstetige Funktion heil3t auch kurz unstetig. 

Eine Funktion f( x )  heiJ3t voll, wenn ihr Definitionsbereich mit dem 
Einheitskontinuum zusammenfiillt. 

Theorem 1 .  Jede volle Funktion ist negativ stetig. 

Beweis. Sei f(x )  eine volle Funktion, ;0 ein beliebiger Punktkern x 
und ;1 ' ;2 , • • •  eine gegen ;0 positiv konvergierende Fundamentalreihe von 
Punktkernen x .  Wir nehmen nun einen Augenblick an, da/3 es eine natiir
liche Zahl p und eine Fundamentalreihe von bestandig wachsenden natiir-

lichen Zahlen p1 , p2 , . . . gabe, so da/3 I f ( ;PJ - f ( ;0) I > � fiir jedes v ,  und 

definieren einen Punktkern ;'° des Einheitskontinuums , indem wir von 
einer unbegrenzten Folge .F1 von erzeugenden Intervallen eines zu t0 ge
horigen Punktes ausgehen, und sodann durch eine unbegrenzte Folge von 
Wahlen von 2 -Intervallen in sol ch er Weise einen Punkt .F 2 des Einhei ts
kontinuums konstruieren, daJ3 wir einstweilen fiir jede schon ins Auge ge
faJ3te natiirliche Zahl n die ersten n Intervalle mit den ersten n Inter
vallen von .F1 identisch wahlen, uns aber die Freiheit vorbehalten, jeder
zeit, nachdem das erste, zweite, . . .  , ( m - 1 ) - te und m - te Intervall ge
wahlt worden sind, die Wahl aller weiteren ( d. h. des ( m + 1 ) - ten, 
( m + 2 ) - ten usw.) Intervalle in der Weise festzulegen, da/3 entweder ein 
zu t0 oder ein zu einem gewissen ;P� gehoriger Punkt erzeugt wird. Alsdann 
ist fiir den .F2 enthaltenden Punktkern ;00 die Funktion f(x)  nicht defi
niert, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind, und unsere Annahme 
sich als unstatthaft erwiesen hat. Dies aber besagt die negative Stetig
keit der Funktion f ( x ). 

Durch dieses eine unmittelbare Konsequenz des intuitionistischen 
Standpunktes bildende, seit 1 9 1 8  von mir vielfach in Vorlesungen und Ge
sprachen erwahnte Theorem 1 wird die Vermutung der Giiltigkeit des 
untenstehenden viel mehr aussagenden Theorems 3 nahegelegt, dessen Be-

geschlossenes lntervall von ft ' bzw. µ 11, <lessen Endelemente zu s: bzw. s:' gehoren, 
dessen Inneres aber hochstens ein Element von s: bzw. s:' enthalt. Auf dieser Grund
lage ist dann z. B. eine gleichmaCig stetige Funktion eine solche Funktion, daB fiir 
eine beliebigc Abzahlung von µ / und eine beliebige Abzahlung von µ /' zu jeder na
tiirlichen Zahl m eine solche natiirliche Zahl n bestimmt werden kann, daB, wenn �1 
und �2 zum selben i� gehoren, f (�1 ) und f (�2 )  zum selben i:;. gehiiren. 
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weis mir indessen erst vi el spater gelungen ist 6). Es ist eine moglichst 
durchsichtige Darstellung dieses Beweises, welche den Gegenstand der folgen
den beiden Paragraphen bildet. 

§ 2. 

Sei M eine beliebige Menge, µ die ihr zugrunde liegende abzahlbar 
unendliche Menge der endlichen (gehemmten und ungehemmten) Wahl
folgen F8n1 . . .  n, (wo s und die nv die fiir die betreffende Wahlfolge der 
Reihe nach gewahlten natiirlichen Zahlen vorstellen) ,  und sei jedem Ele
mente von M eine natiirliche Zahl fJ zugeordnet. Alsdann ist in µ eine 
solche abtrennbare zahlbare Teilmenge µ1 von ungehemmten endlichen 
W ahlfolgen ausgezeichnet, da13 einem beliebigen Elemente von µ1 fiir alle 
aus ihm hervorgehenden Elemente von M dieselbe natiirliche Zahl fJ zu
geordnet ist, wahrend weiter eine Beweisfiihrung h vorliegt, mittels wel
cher sich fiir ein beliebiges ungehemmtes Element von µ herausstellt, daB 
jede aus ihm hervorgehende ungehemmte unendliche Wahlfolge einen zu µ1 
gehOrigen Abschnitt besitzt. ( Ein ungehemmtes Element von µ soII nam
lich dann und nur dann zu /I1 gerechnet werden, wenn bei ihm - aber 
bei keinern seiner echten Abschnitte - nach dern Algorithmus des Zu
ordnungsgesetzes die Entscheidung hinsichtlich fJ nicht bis auf weitere 
Wahlen aufgeschoben wird ; dabei ist es selbstverstandlich keineswegs aus
geschlossen, daB man hinterher auch weder zu µ1 gehorige noch einen 
zu µ1 gehOrigen Abschnitt besitzende Elemente von µ angeben kann mit 
der Eigenschaft, da13 allen aus einem solchen Elemente von µ hervor
gehenden Elementen von M dieselbe natiirliche Zahl zugeordnet ist.) 

Nennen wir ein Element von µ versichert, wenn es entweder gehemmt 
ist oder einen zu µ1 gehorigen ( echten oder nicht echten) Abschnitt be
sitzt, so ist µ in eine zahlbare Menge 1 von versicherten und eine zahl
bare Menge a von nicht versicherten endlichen Wahlfolgen zerlegt, und 
die Beweisfiihrung h zeigt, daB ein beliebiges F. versicherbar ist, d. h. 
daB jede aus ihm hervorgehende fiir M ungehemmte unendliche W ahlfolge einen 
bestimmten zu µ1 gehorigen Abschnitt besitzt 7). Sei h. n , . . . n, eine Beweis
fiihrung, welche die Versicherbarkeit des Elementes F.n, . . ' " r  von a herleitet, so 

6) Vgl. Amsterdamer Proceedings 27, S. 189-193 ; 644-646. 
7) Intuitionistisch durchdacht, ist diose Versicherbarkeit nichts anderes als diejenige 

Eigenschaft, welche daduroh definiert ist, daB sie fiir jedes Element von /Li und fiir 
jedes gehemmte Element von µ bestPht , und daB sie fiir ein beliebiges Fm . . • n be
steht , sobald sic fiir jedes v fiir Fsn . . .  n v erfiillt ist. Diese Bemerkung 

1
zieht die 

i r 
Wohlordnungseigenschaft eines beliebigen Fsn . . .  n sofort nach sich. Der im Texte 
fiir die letztere Eigenschaft gefiihrte Beweis s�hei;t mi r aber trotzdem wegen der in 
seinem Gedankengange enthaltenen Aussagen Interesse zu besitzen. 

[3] 

[2] 
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beruhen diese Versicherbarkeit und diese Beweisfiihrung, auBer auf dem Ge
gebensein von µ1 und den gehemmten W ahlfolgen von µ ,  ausschlie.13lich 
auf denjenigen zwischen den Elementen von µ bestehenden Beziehungen, 
welche sich zusammensetzen aus Elementarbeziehungen e von der Art, wie 
sie zwischen zwei Elementen F , und F bestehen, von m n1 • • • 1ng m nr1 · · · mgmg + i  
denen das eine eine unmittelbare Verlangerung des anderen ist. Weil 
nun von einer beliebigen Beweisfiihrung, wenn die in derselben benutzten 
Beziehungen in Grundbeziehungen zerlegbar sind, die ,,kanonisierte", d. h. 
in Elementarschliisse 8) zerlegte Form nur noch die Grundbeziehungen be
nutzt, so kann bei der kanonisierten Form k.n1 . .  · nr der Beweisfiihrung 
h81,1 • " "r die Versicherbarkeit von F.n1 . . . nr in letzter Instanz ausschlie13lich 
ans einer Korn bi nation der von den Elementarbeziehungen e ,  welche 
F.,,, . . . Hr mit F.n1 . .  · "r _ 1 und mit den F.111 . . . n,� verbinden, gebildeten Spe
zies S mit einer aus beliebigen Elementarbeziehungen e, sowie dem s 111 • . .  nr 
Gegebensein ·von µ1 und den gehemmten Wahlfolgen, zuvor hergeleiteten 
Eigenschaft gefolgert werden. Zurn SchluBglied von krn, . . · nr braucht man 
also die vorherige Feststellung der Versicherbarkeit entweder von F.n1 • • •  "r - i 
oder von allen F8,,1 • • • ,,,. , • •  

Bezeichnen wir nun die Herleitung der Versicherbarkeit eines Fmm1 • • • 1110 

ans derjenigen von Fmm1 • • • "'u-1 als ' -Schluf3, die. Herleitung der Versicher� 
barkeit eines Fmm, . . . m(I aus derjenigen von allen Fmm, . . .  mg •' als J-Schluf3, 
dann bildet die Beweisfiihrung k.,,1 • • •  "r eine wohlgeordnete Spezies , von 
der jedes Vollelement von einem Elementarschlu.B gebildet wird, der im 
Falle, da.B er die Versicherbarkeit eines Elementes von a herleitet, ent
weder einen J- SchluB oder einen , _ Schlu.B darstellt. 

'.) Genau so wie im allgemeinen wohlgeordnete Spezies mittels der beiden er
zeugenden Operationen aus Urspezies (vgl. meinen Aufsatz ,,Zur Begriindung der in
tuitionistischen Mathematik III", Math. Annalen 96, S. 451) werden insbesondere mathe
matische Beweisfiihrungen mittels der beiden erzeugenden Operationen aus Null
elementen und der Intuition unmittelbar gegebenen Elementarschliissen hergestellt 
(wobei allerdings die Beschrankung besteht, da.B immer ein letzter Elementarschlu.B 
a.uftrit t). Diese gedanklichen , im allgemeinen unendlichviele Glieder aufweisenden 
mathematischen Beweisfiihrungen diirfen mit ihren endlichen , notwendigerweise in
adaquaten, mithin nicht zur Mathematik gehi:irenden sprachlichen Begleitungen nicht 
verwechselt werden. 

Die vorstehende Bemerkung enthalt mein Hauptargument gegen die Anspriiche 
der Hilbertschen Metamathematik ; ein zweites Argument ist dieses, da.B die Erledigung 
der (iibrigens dem Intuitionismus entnommenen) Sicherheitsfrage des Satzes vom aus
geschlossenen Dritten, von Hilbert in einem circulus vitiosus gesucht wird ; wenn 
man namlich die Richtigkeit dieses Satzes mittels des Beweises seiner Widerspruchs
freiheit begriinden will, so wird dabei das Prinzip dcr Reziprozitat der Komplemcn
tarspezies , mithin der Satz vom ausgeschlossenen Dritten selbst (vgl. Jahresber. d. 
D. M.-V. 33, S. 252) implizite vorausgesetzt. 



Definitionsbereiche von Funktionen. 6 5  

Wir behaupten nun , da13 jedes Element F8 111 • • •  "r von a die Wohl
ordnungseigenschaft besitzt, d. h. da13 die durch F.n1 • • •  "r bestimmte Teil
menge Msn, . . .  ,,,. von M in eine mit der Spezies der Vollelemente einer 
wohlgeordneten Spezies T.,,1 . . .  "r ahnliche Spezies von Teilmengen Mo. , 
deren jede durch ein Fsn, . . . n,. enthaltendes , zu µ1 gehoriges endliches 
Anfangssegment Fa von Wahlen bestimmt wird, zerlegt ist. Die Spezies 
T.,,1 • • • nr wird mittels erzeugender Operationen zweiter Art w konstruiert, 
deren jede der Umkehrung der Fortsetzung eines bestimmten fiir M un
gehemm ten endlichen Anfangssegmentes von Wahlen mi t einer freien neuen 
Wahl entspricht. Mit einer fiir M gehemmten bzw. ein Element von µ1 ab
schlie13enden neuen Wahl korrespondiert dabei fiir die entsprechende Ope
ration w eine aus einem N ullelement bzw. aus einem V ollelement bestehende 
Urspezies. 

Zurn Beweise dieser Behauptung bezeichnen wir mit f.,,1 • . .  ,.,. die 
Spezies derjenigen Elemente von a ,  von denen im Laufe von k.,.1 • . •  ,,

,. 

die Versicherbarkeit festgestellt wird, und sagen, dal3 eine konstruktive 
Unterspezies u von k.,,1 . . . ,,,. die Wohlordnungseigenschaft besitzt , wenn 
jedes Element von a, von dem im Laufe von u die Versicherbarkeit fest
gestellt wird, die Wohlordnungseigenschaft besitzt. Weiter werden wir sagen, 
dal3 fiir eine konstruktive Unterspezies u von k.,,1 . . .  ,.,. die Erhaltungs
eigenschaft besteht, wenn im Falle, dafJ jedes Element von f. ,,1 • • •  ,,,. , 
dessen V ersicherbarkeit der Beweisfiihrung u zugrunde liegt, die Wohl
ordnungseigenschaft besitzt ' jedes Element von r. ,.1 . . . Hr ' von dem im 
Laufe von u die Versicherbarkeit hergeleitet wird , gleichfalls die Wohl
ordnungseigenschaft besitzt. Alsdann ersehen wir mittels der induktiven 
Methode an der Hand der Erzeugung von k.n1 • • •  "r , dal3 fiir jede kon
struktive Unterspezies von k. ,,1 • . •  "• ' mithin insbesondere fiir k .. ,,1 . . . ,,,

. 
selbst, die Erhaltungseigenschaft besteht. Aus der Erhaltungseigenschaft 
von k. ,,1 • • •  n,. folgt aber unmittelbar die Wohlordnungseigenschaft von 
k.,,, . . . ,, ,. , mithin die Wohlordnungseigenschaft von F.,,1 • . •  ,,,. 

11) . 

Im Falle, da13 M eine finite Menge ist, ist die wohlgeordnete Spe-
zies T.111 • • • ,,,. inhaltsgleich mit einer wohlgeordneten Spezies Q .,,1 • • • "r , welche [6] 
ohne Benutzung von N ullelementen, und zwar in solcher Weise der oben 
besprochenen Konstruktion von T. ,,1 . . •  »r parallel konstruiert wird, da13 
jeder fiir die Konstruktion von T.,,1 • . •  "r verwandten Operation Wa eine 

9) :Falls die Versicherbarkeit von F8n1 • • • "r bei mehreren Beweisfiihrungen 
k8n1 • • •  n,. oder an mehreren Stellen einer und derselben Beweisfiihrung ksn1 • • • n,. 
festgestellt wird, so sind die entsprechenden T8,.1 • • • n,. alle erzeugungsgleich, wie sich 
mittels der induktiven Methode an der Hand der Entstehung einer von ihnen ergibt. 
Fiir den obigen Beweis ist diese Bemerkung iibrigens iiberfliissig. 

Mathematische Annalen 97. 5 

[395] 



[396] 

66 L. E. J. Brouwer. 

fiir die Konstruktion von Q.n1 • • •  "r verwandte erzeugende Operation 
erster Art Va entspricht, wobei die Summanden von v., der Reihe nach 
ahnlich sind mit den Spezies der Vollelemente derjenigen Summanden von 
Wa , die Vollelemente enthalten. Die wohlgeordnete Spezies Q.n, . . . nr wird 
also unter ausschlieBlicher Anwendung von erzeugenden Operationen erster 
Art konstruiert. Hieraus folgt aber , daf3 sowohl die Spezies der Elemente 
von Q.rn1 • • . "r , wie die Spezies der Vollelemente von T8n1 • • • nr endlich 
ist, daf3 also insbesondere fiir jede natiirliche Zahl s die Spezies der Voll
elemente von T8 endlich ist. Mithin kann eine solche natiirliche Zahl z 
angegeben werden, daf3 ein beliebiges Element von µ1 hochstens z Indizes 
besitzt , so daI3 die einem beliebigen Elemente e von M zugeordnete natiir
liche Zahl fJ e <lurch die ersten z erzeugenden Wahlen von e vollstandig be
stimmt ist und wir folgende Eigenschaft bewiesen haben : 

Theorem 2. Wenn jedem Elemente e einer finiten Menge M eine 
natUrliche Zahl fJ e zugeordnet ist, so kann eine solche naturliche Zahl z 
angegeben werden, da/3 fJ. durch die ersten z der e erzeugenden Wahlen voll
standig bestimmt ist. 

§ 3. 

Wir bestimmen nun im Einheitskontinuum fiir jede natiirliche Zahl v 

die kv -Intervalle k: , k�' , . .  . ,  k�sv ) , d. h. die von links nach rechts geord
neten, das Intervall ( 0 ,  1 )  teilweise iiberdeckenden 2 (4v+iJ - Intervalle. Als
dann fallt die finite Punktmenge J, welche von den Intervallschachtelungen 
ki"'l , k�',l , kt'l , . . . ( wo jedes folgende Intervall im ihm vorangehenden im 
engeren Sinne enthalten ist) gebildet wird, mit der Spezies der x zusammen, 
d. h. jede derartige Intervallschachtelung gehort zu einem x und jedes x 

enthalt eine derartige Intervallschachtelung10) . 

Bei einer vollen Funktion f ( x) ist nun jeder Intervallschachtelung 
kiµ,) , kJ"•l , . . . eine Schachtelung von 2 - Intervallen 11 , 12 , • • • zugeordnet, 
und zwar besteht auf Grund des Theorems 2 fiir jede natiirliche Zahl v 

eine solche natiirliche Zahl mv ( von der wir voraussetzen diirfen, daf3 
sie mit wachsendem v nicht abnimmt) ,  daI3 lv <lurch die Wahl von ki'"') , kJ·"•) , . . .  , k�:mvl bestimmt ist. Fiir jedes v kann mithin nur eine 
endliche Anzahl lv von 1- Intervallen als lv auftreten, und es besteht fiir 

10) Wenn wir in analoger Weise eine passende, mit der Spezies der Punktkern

paare des Einheitskontinuums zusammenfallende finite MPnge von Punktepaaren be
trachten, so ergibt sich auf Grund von Theorem 2 miihelos die UrizerlPgbarkeit des Kon

tinuiims, d. h. die Eigenschaft, dall bei einer beliebigen Zerlegung des Einheitskon
tinuums in eine diskrete Spezies von Teilspezies eine dieser Teilspezies mit dem Ein
heitskontinuum identisch ist. 
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dieselben eine maximale Breite bv , die fiir unbeschrankt wachsendes 1• 
gegen Null konvergiert. 

Bezeichnen wir mit t;!'l das zu k�!'l konzentrisch liegende Intervall, 
dessen Breite � der Breite von k;!') betragt, und seien P1 und P2 zwei 
beliebige Punktkerne des Einheitskontinuums, deren Abstand <f. 2-4v-s , 
d. b. <f. i der Breite der kv - lntervalle ist. Alsdann kann ein t�•,.l bestimmt 
werden, in dem P1 und P2 beide enthalten sind, und mittels dieses t;µvl 
. 

P h"" . I t 11 h ht 1 k(p,) k (u,.) k (a,) k(a,) eme zu 1 ge or1ge n erva sc ac e ung 1 , • • • , v' , v+ 1, v+2 ,  • • •  

d 
. 

P b "" 
. 

I t 11 h ht 1 k(µ,) k (µv) k (r,) k (r,) un e1ne zu 2 ge onge n erva sc ac e ung 1 , • • • , v , ,,+ i ,  ,.+2 , • • • • 

Sei e eine beliebige positive , von Null positiv verschiedene GroBe. 
Wahlen wir Y, so gro£, da£ b,., < e und setzen wir 2-4m,., -s = a. ,  dann 
gehoren nach dem zweiten Absatze dieses Paragraphen zu zwei beliebigen 
Elementen von J, fiir welcbe µ1 , µ2 , • • •  , µm gleich sind, zwei ,, W erte" 

'"• 
von f (x ) ,  deren Differenz dem absoluten Werte nach weniger als b,., , 
mithin weniger als e betragt. Nach dem dritten Absatze dieses Para
graphen gehOren also auch zu zwei beliebigen Punktkernen P1 und P2 des 
Einheitskontinuums, deren Abstand <f. a, ist, zwei Werte von f ( x) ,  deren 
Differenz dem absoluten Werte nach weniger als B betragt, so daB f ( x )  
sich als gleichma{Jig stetig herausstellt und wir bewiesen haben : 

The orem 3 .  Jede volle Funktion ist gleichma{Jig stetig. 

§ 4 . 

Es fragt sich nun, ob von den verschiedenen unstetigen bzw. keine 
festgestellte Stetigkeit besitzenden Funktionen , die nach der klassischen 
Auffassung als ,,iiberall definiert" gelten (und die im allgemeinen keines
wegs die Vereinigung einer Spezies von Teilkontinuen des Einheitskonti
nuums als Definitionsbereich besitzen) sich vom intuitionistischen Stand
punkt wenigstens eine Teilkategorie unter einen verniinftigen Begriff der 
pseudovollen Funktion zusammenfassen la£t, d. h. ob sich ein verniinftiger 
Begriff des pseudovollen Definitionsbereichs auffinden laBt, der solche nach 
cler klassischen Auffassung mit dem vollen Einbeitskontinuum identische 
Teilspezies des Einheitskontinuums umfa£t, die auch vom intuitionistischen 
8tandpunkt eine hinreichend enge Anschmiegung an das volle Einheits
kontinuum aufweisen. Zu dieser Frage wollen wir hier einige ( iibrigens 
keinerlei abschlieBenden Charakter beanspruchende ) Bemerkungen machen 

Selbstverstandlich werden wir dabei von den Teilspezies des Einheits
kontinuums nur die geometrischen Typen 11) unserer Betrachtung zu unter-

u) In den Amsterdamer Proceedings 15, S. 1262 wird dieser Begriff in einem [7] 
Sinne eingefiihrt, der im allgemeinen Falle von dem hier gebrauchten verschieden ist. Der 
enge Zusammenhang der beiden Definitionen geht aus Fu13note 12 ) hervor. 

5* 
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ziehen haben , d. h. wir werden jede Spezies S von Punktkernen des Ein
heitskontinuums als gleichberechtigt anzusehen haben mit denjenigen, in 
die sie durch topologische ( d. h. eindeutige und eine eindeutige U mkehrung 
hesitzende) Transformationen des Einheitskontinuums in sich, iibergefiihrt 
werden kann. Das Kontinuum iiber M fallt namlich zusammen mit dem 
Kontinuum iiber eine beliebige Verzerrung von M, d. h. iiber eine beliebige 
abzahlbare , im engeren Sinne iiberall dichte und in M iiberall dichte 
Menge M' von in M paarweise ortlich verschiedenen ( d. h. durch wenigstens 
zwei Elemente von M getrennten) Einschaltungselementen von M12) .  

Zur Charakterisierung der pseudovollen Definitionsbereiche bzw. geo
metrischen Typen liegt es nun nahe, in erster Linie solche Kriterien, die 
sich auf den Grad der Verschmelzung mit dem Einheitskontinuum 13), nnd 
1 weil diese, wie wir sehen werden, nicht ausreichen ) in zweiter Linie solche, 
die sich auf den Grad der lnhaltsgleichheit mit dem Einheitskontinuum 1 4) be
ziehen, zu versuchen. Den letzteren Kriterien werden wir nicht eine feste 
MaBbestimmung, sondern die volle Spezies der Ma/Jbestimmungen des Ein
heitskontinuums 1 ") ( welche aus einer beliebigen von ihnen mittels der 
vollen Spezies der topologischen Transformationen des Einheitskontinuums 
in sich erzeugt winl ) zugrunde legen miissen. 

Um fiir die ge1:mchte Charakterisierung eine orientierende Grundlage 
zn gewinnen, erortem wir eine Reihe von Beispielen : 

1 .  Es sei A der geometrische Typus derjenigen Spezies von Punkt
kernen, zu der ein beliebiger Punktkern des Einheitskontinuums dann und 
nm dann gehort, wenn der Satz vom ausgeschlossenen Dritten richtig ist. 
Alsdann enthalten die Spezies vom Typus A keinen einzigen Punktkern, 
wahrend ihre Komplementarspezies in bezug auf das Einheitskontinuum 

12) Falls die Spezies S eine Verzerrung M1 von M enthalt und wir die End
punktkerne des Einheitskontinuums mit E1 und E2 bezeichnen, dann sind die nach 
dem Obigen mit S gleichberechtigten Spezies diejenigen, welche aus den samt ihren 
Umkehrungen eindeutigen, gleichmaBig stetigen und E, und E2 fest lassenden Trans
formationen von 6 ( E1 ,  S, E2) innerhalb des Einheitskontinuums hervorgehen , was 
nine unmittelbare Folge davon ist, daB die letzteren Transformationen die Trennung 
und Nichttrennung von Punktepaaren von @!J(E1 ,  M, , E2 ) im Einheitskontinuum erhalten . 

13) Jahresber. d. D. M.-V. 33, S. 255. 
14) Die intuitionistische Theorie des Inhaltes und der MeBbarkeit findet sich 

kurz skizziert in den Amsterdamer Verhandelingen ( 1 .  Sektion ) 12, Nr. 7, und wird aus
fiihrlich dargestellt in einem demnachst in diesen Annalen erscheinenden Aufsatz der 
Serie ,,Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik".  

16) Vgl. in diesem Zusammenhang Enseignement Math. 13,  S. 377. 
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sogar unmoglich einen Punktkern enthalten kOnnen, so daB zum Typus A 
fiir keine einzige MaBbestimmung eine mel3bare 14) Reprasentante gehOrt. 
Nichtsdestoweniger sind alle Spezies vom Typus A mit dem Einheitskon
tinuum verflochten 16) ; a fortiori sind sie also mit dem Einheitskontinuum 
kongruent 16) und stimmen mit dem Einheitskontinuum iiberein r n) . 

2. Es sei B1 der geometrische Typus der Spezies G1 der Punktkerne 
des Einheitskontinuums, die gegeben sind durch die unendlichen Dualbriiche 

_}; �; , zu denen je drei lndizes m,  n1 > m urnl n2 > m angegeben werden 
P = l  
konnen, so dal3 am = an, = 1, an. = 0; B2 der geometrische Typus der Spezies 
der positiv-irrationalen 16) Punktkerne des Einheitskontinuums. Alle Repra
sentanten der Typen B1 und B2 sind fiir jede Ma.Bbestimmung meBbar 
und vom lnhalte 1. lndessen !assen sich fiir eine beliebige Reprti.sen
tante der Typen B1 oder B2 Punktkerne angeben , welche von ihr 
entfernt liegen , so dal3 fiir eine beliebige Reprasentante der Typen B1 
oder B2 die Dbereinstimmung mit dem Einheitskontinuum ( a  fortiori 
also die Kongruenz und die Verftechtung mit dem Einheitskontinuum ) 
absurd ist. 

3. Es sei C1 der geometrische Typus der Vereinigung H1 der obigen 
Spezies G 1 und der Spezies der <lurch die Zahl en 0 ,  1 ,  � ,  � ,  � ,  1�; usw. ge
gebenen Punktkerne des Einheitskontinuums; C2 der geometrische Typus 
der Vereinigung H2 von G1 und der Komplementarspezies von G1 in bezug 
auf das Einheitskontinuum. Alsdann ist C1 in C2 als Teilspezies enthalten, 
aber nicht umgekehrt ; z. B. gehOrt der dur:ch die Zahl r2 17) gegebene 
Punktkern des Einheitskontinuums zu C2 , aber nicht zu C1 . Alle Repra
sentanten der Typen C1 und C2 sind fiir jede Mal3bestimmung meBbar und 
vom Inhalte 1. Weiter stimmen sie mit dem Einheitskontinuum ii herein, 
sind aber auch vom Einheitskontinuum losgewunden, so dal3 ihre Ver
ftechtung mit dem Einheitskontinuum absurd ist. Schlie.Blich sind die 
Reprasentanten des Typus C2 mit dem Einheitskontinuum kongruent, llic 
Repriisentanten des Typus C1 aber nicht. 

Zu einer beliebigen Reprasentante c des Typus C1 oder des Typm; C2 
laBt sich im Einheitskontinuum eine Fundamentalreihe von nicht zu c ge
horigen, paarweise ortlich verschiedenen Punktkernen angeben. Um dies 
einzusehen, geniigt es zu bemerken, da13 in bezug auf die Spezies H1 und 
H2 die Spezies der <lurch die reellen Zahlen b + r 2 gegebenen Punktkerne 

16) Jahresber. d. D. M. -V. 33, S. 25G. Man bemerke die Aquivalenz der Begriffc 
.. Verflechtung" und ,,Zusammenfallung" im Falle, daf3 der Satz vom ausgcschlossenen 
Dritten richtig ist. 

1 7) Jahresber. d. D. M.-V. 33, S. 2G2. 

[12] 
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die geforderte Eigenschaft besitzt, wenn b = 2 - n ( n eine beliebige nicht 
verschwindende natiirliche Zahl) und r nach dem Zitate in FuBnote 17) er
klart ist. 

4. Es sei D1 der geometrische Typus der Vereinigung ]1 der Spezies 
der rationalen und der Spezies der positiv-irrationalen Punktkerne des 
Einheitskontinuums ; D 2 der geometrische Typus der Vereinigung ]2 der 
Spezies der rationalen Punktkerne des Einheitskontinuums und ihrer Kom
plementarspezies in bezug auf das Einheitskontinuum, d. h. der Spezies der 
negativ - irrationalen Punktkerne des Einheitskontinuums ; D3 der geo
metrische Typus der Vereinigung 13 der Spezies der negativ-irrationalen 
Punktkerne des Einheitskontinuums und ihrer Komplementli.rspezies in 
bezug auf das Einheitskontinuum. Alle Reprasentanten der Typen D1 , D2 
und D3 sind fiir jede MaBbestimmung meBbar und vom Inhalte 1 . Weiter 
stimmen sie mit dem Einheitskontinuum ii herein, wahrend ihre Verflech
tung mit dem Einheitskontinuum absurd ist. SchlieBlich sind die Repra
sentanten der Typen D2 und D3 mit dem Einheitskontinuum kongruent, 
die Reprasentanten des Typus D1 aber nicht. 

Zu einer beliebigen Reprasentante d der Typen D1 , D2 oder D3 lli.Bt 
sich eine im Einheitskontinuum iiberall dichte Spezies der Ordinalzahl 1J 
von nicht zu d gehorigen, paarweise ortlich verschiedenen Punktkernen 
angeben. Um dies einzusehen, geniigt es zu bemerken, daB in bezug auf 
die Spezies ]1 und 12 die Spezies der durch die zwischen 0 und 1 ge
legenen reellen Zahlen a + r ,  und in bezug auf die Spezies ]3 die Spezies 
der durch die zwischen 0 und 1 gelegenen reellen Zahlen a + :rr • r gegebe
nen Punktkerne die geforderte Eigenschaft besitzt (wo a eine beliebige 
rationale Zahl vorstellt und r nach dem Zitate in FuBnote 1 7) erklart ist) . 

5 .  Es sei E der geometrische Typus der Vereinigung J der Spezies J' 
der Punktkerne des Einheitskontinuums, welche gegeben sind durch die 

nnendlichen Ternalbriiche ,J; av ' WO av fiir jedes '}J entweder gleich 0 oder 
"=1 3" 

gleich 2 zu wahlen ist, und der Spezies J" der Punktkerne des Einheits
kontinuums , welche gegeben sind durch die unendlichen Ternalbriiche 

_2 a,, , fiir welche eine natiirliche Zahl n existiert , so daB a,, fiir v < n 
,,:,, 1 3 v  
gleich O oder gleich 2 und fiir v = n gleich 1 ist, wahrend fiir 'JJ > n fiir 
a,, eine beliebige der Zahlen 0, 1 und 2 gewahlt werden kann mit der 
MaBgabe, daB unter diesen a,, ( 'JJ > n) wenigstens eine von 0 und wenig
stens eine von 2 verschiedene Zahl vorkommen muB. Alie Reprasentanten 
des Typus E stimmen mit dem Einheitskontinuum iiberein und sind mit 
dem Einheitskontinuum kongruent, wahrend ihre Verflechtung mit dem 
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Einheitskontinuum absurd ist. Weiter besitzt ftir eme beliebige Mal3-
bestimmung jede meBbare Reprasentante von E den lnhalt 1 .  

Zu einer beliebigen Repriisentante e von E liiBt sich im Einheits
kontinuum eine katalogisierte perfekte Spezies 18) von nicht zu e gehorigen 
Punktkernen angeben. Um dies einzusehen, geniigt es zu bemerken, dal3 
in bezug auf die Spezies J die Spezies der durch die unendlichen Ternal-

briiche 2 ;·;. gegebenen Punktkerne des Einheitskontinuums die geforderte 
"= 1 

Eigenschaft besitzt, wenn ak, = ak, +l = 1 ,  und sonst a. fiir jedes v ent-
weder gleich 0 oder gleich 2 zu wiihlen ist. 

Wir wollen jetzt ( fiir eine bestimmte, aber beliebig vorgegebene Ma13-
bestimmung) eine ( selbstverstii.ndlich nicht meBbare ) Repriisentante e1 
von E konstruieren, zu welcher im Einheitskontinuum eine meBbare Spezies 
von nicht zu e1 gehorigen Punktkernen definiert werden kann, welche einen 
van Null positiv-verschiedenen 19) lnhalt besitzt. Zu diesem Zwecke ver
stehen wir unter einem n,, (v > 2 )  eine endliche Reihe von Ziffern 0, 1 

oder 2, welche der Reihe nach aus einer Reihe von zwei Ziffern, die nicht 
beide gleich 1 sind , einer Reihe von drei Ziffern, die nicht alle gleich 1 
sind, . . .  , einer Reihe von v - 1 Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, und einer 
Reihe von v Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, besteht; unter einem nw 
eine unbegrenzte Folge von Ziffern 0, 1 oder 2 ,  welche der Reihe nach 
fiir jedes n � 2 eine Reihe von n Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, 
enthiilt ; unter einem ew eine unbegrenzte Folge von Ziffern, welche alle 
gleich 0 oder gleich 2 sind ; unter einem t,, ( Y > 2 )  einen unendlichen 

Ternalbruch 2 a:, dessen Ziffernfolge der Reihe nach aus einem n .  und 
n= l 3 oo 

einem e01 besteht ; unter einem tw einen unendlichen Ternalbruch 2 �� , 
n=l 3 

dessen Ziffernfolge ein nw darstellt ; unter einem tk, einen unendlichen 

Ternalbruch 2 a: ,  dessen Ziffernfolge der Reihe nach fiir jedes n > 2 ,  
n=l 3 

das < k1 ist, eine Reihe von n Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, und 
fiir jedes n ,  das > k1 ist, entweder die Ziffer 0 oder die Ziff er 2 enthiilt ; 
unter T,, bzw. Tw bzw. Tk, die durch die Spezies der t,, bzw. der t,,, bzw. der 

18) Vgl. Amsterdamer Verhandelingen ( 1 .  Sektion ) 12, Nr. 7, S. 8, 13, sowie die 
demnachst in diesen Annalen erscheinende ausfiihrlichere Darstellung in einem Auf
satz der Serie ,,Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik". 

19) Aus der Darstellung des Textes geht iibrigens hervor, daB fiir diesen Inhalt 
ein beliebiger zwischen 0 und 1 gelegener und sowohl von 0 wie von 1 positiv-ver
schiedener Wert vorgeschrieben werden kann. 

[13] 
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tk, gegebene katalogisierte perfekte Punktkernspezies des Einheitskontinuums ; 
unter U. bzw. Um bzw. Uk, den durch Tv bzw. T,,, bzw. Tk, im Einheits
kontinuum bestimmten Bereich ; unter e1 die Vereinigung von Tk, und Uk, ·  
Die Spezies Tw ist meBbar und besitzt einen von Null positiv-verschiedenen 
Inhalt a ;  ein beliebiges T. ist meBbar und vom lnhalte 0 ;  ein beliebiges 
U,. ist meBbar und vom lnhalte 1 .  Mithin ist auch die Punktkernspezies 
P = <'£! ( T"" U2 , U3 , . . .  ) meBbar und besitzt den von Null positiv-verschie
denen lnhalt a .  Die Punktkerne von P aber ( welche im Falle, daB die 
Existenz von k1 ad absurdum gefiihrt ware, alle zu Tk, , im Falle, daB k1 
existierte, aber alle zu Uk, gehoren miiBten ) gehOren nicht zu e1 • 

6. Es sei F der geometrische Typus der Vereinigung K der Spezies K' 

der durch die unendlichen Ternalbriiche 2) 11.'' , wo unter den a. nur eme v= l  3v 
bestimmte endliche Anzahl, und der Spezies K" der durch die unendlichen 

Ternalbriiche 2) av , wo unter den a,. eine Fundamentalreihe von Ziffern 1 l'= l  3 •  
vorkommt, gegebenen Punktkerne des Einheitskontinuums. Alle Reprasen
tanten des Typus F stimmen mit dem Einheitskontinuum iiberein, ohne 
jedoch mit dem Einheitskontinuum kongruent zu sein, wahrend ihre Ver
flechtung mit dem Einheitskontinuum sogar absurd ist. Weiter besitzt fiir 
eine beliebige MaBbestimmung jede meBbare Reprasentante von F den 
Inhalt 1 .  

Zu einer beliebigen Reprasentante f von F laBt sich im Einheits
kontinuum eine katalogisierte perfekte Spezies von nicht zu f gehorigen 
Punktkernen angeben. Um dies einzusehen, geniigt es zu bemerken, daB 
in bezug auf die Spezies K die Spezies der durch die unendlichen Ternal-

oo 

briiche 2) ;:� gegebenen Punktkerne des Einheitskontinuums die geforderte 1·= 1  
Eigenschaft besitzt, wenn a .  fiir jedes gerade 'I' > k1 gleich 1 ,  sonst ent
weder gleich 0 oder gleich 2 zu wahlen ist. 

Wir wollen jetzt (fiir eine bestimmte, aber beliebig vorgegebene MaB
bestimmung)  eine ( selbstverstandlich nicht meBbare ) Reprasentante f1 
von F konstruieren, zu welcher im Einheitskontinuum eine meBbare Spezies 
vom lnhalte 1 von nicht zu f1 gehorigen Punktkernen definiert werden 
kann. Zu diesem Zwecke verstehen wir unter einem a. ('I' > 1 )  eine end
liche Reihe von Ziffern 0, 1 oder 2 ,  welche der Reihe nach aus einer 
Reihe von zwei Ziffern, die nicht beide gleich 1 sind, einer Reihe von 
drei Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, . . . , einer Reihe von 'I' Ziffern, 
die nicht alle gleich 1 sind, und einer Reihe von 'I' +  1 Ziffern 1 besteht ; 
unter einem a ein beliebiges a. (Y = 1 ,  2, 3, . . . ) ; unter einem a' eine 
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endliche Reihe von Ziffern, welche der Reihe nach aus einer beliebigen 
endlichen ( eventuell verschwindenden) Reihe von Ziffern 0 oder 2 und einer 
Ziffer 1 besteht ; unter einem T1, . (1i und v eventuell verschwindende natiir
liche Zahlen) eine unbegrenzte Folge von Ziffern 0, 1 oder 2, welche der 
Reihe nach aus µ Ziffernreihen a', 11 Ziffernreihen a und einer unbegrenzten 
Ziffernfolge n0, besteht ; unter einem T,{, 0 ( ,u eine eventuell verschwindende 
natiirliche Zahl) eine unbegrenzte Folge von Ziffern 0 ,  1 oder 2 ,  welche 
der Reihe nach aus µ Ziffernreihen a ' und einer unbegrenzten Ziffern
folge (!w besteht ; unter einem r0 ein beliebiges Tov ( v = 0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  . . . ) ; 
unter einem rµ (µ eine nicht verschwindende natiirliche Zahl) einerseits 
ein beliebiges r�0 ( v = 0 ,  1 ,  2 ,  . . . , µ - 1 ) ,  andererseits ein beliebiges T." v 

( v = 0 ,  1 , 2 ,  3 ,  . . . ) ; unter einem rk1 einerseits ein beliebiges r: 0 ( 11 eine 
eventuell verschwindende .natiirliche Zahl < k1 ) ,  andererseits ein beliebiges 
rk, v (v =c 0 ,  l, 2 ,  3 ,  . . . .  ) ;  unter einem s." bzw. einem sk1 einen unendlichen 

00 

Ternalbruch _}) �n , <lessen Ziffernfolge ein r,, bzw. ein rk darstellt ; unter 
n=1 '3 . 1 

K1'. bzw. K;1 die durch die Spezies der s1, bzw. durch die Spezies der sk, 
gegebene konsolidierte auBere Grenzspezies 2

0
1 von Punktkernen des Ein

heitskontinuums ; unter K,:' bzw. K;; die durch K,'. bzw. K;1 bestimmte 
innere Grenzspezies 20) von Punktkernen des Einheitskontinuums ; unter {1 
die Vereinigung von K;, und K;'. . Alsdann ist sowohl K" wie ein be
liebiges K; meBbar und besitzt den Inhalt 1. Mithin ist auch die Pnnkt
kernspezies Q = ;ti  ( K11, K�, K;, K;, . . .  ) meBbar und besitzt den In
halt 1 .  Die Punktkerne von Q aber ( welche im Falle, daB die Existenz 
von k1 ad absurdum gefiihrt ware, alle zu K;;, im Falle, daB k1 existierte, 
aber alle zu K;1 gehoren miiBten ) gehoren nicht zu f1 • 

7 .  Es sei F0 der geometrische 'l'ypus der V ereinigung K0 der obigen 
Spezies K'  und ihrer Komplementarspezies in bezug au£ das Einheitsko11-
tinuum K"'. Alie Reprasentanten des Typus F0 stimmen mit dem Ein
heitskontinuum iiberein und sind mit dem Einheitskontinuum kongruent, 
wahrend ihre Verflechtung mit dem Einheitskontinuum absurd ist. Weiter 
besitzt fiir eine beliebige MaBbestimmung jede meBbare Reprasentante 
von F0 den lnhalt 1 .  Wir wollen aber wiederum ( fiir eine bestimmte, aber 
belie big vorgegebene MaBbestimmung) eine ( selbstverstandlich nicht meB
bare ) Reprasentante f0 1 von F0· konstruieren, zu welcher im Einheitskon
tinuum eine meBbare Spezies vom lnhalte 1 von nicht zu f0 1 gehorigen 
Punktkernen definiert werden kann. Zu diesem Zwecke verstehen wir 

20) Vgl. Amsterdamer Verhandelingen ( I .  SektionJ 12, Nr. 7, S. 22, 23, sowie die [14] 
demnachst in diesen Annalen erscheinende ausfiihrlichere Darstellung in einem Auf-
satz der Serie ,,Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik" .  
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unter x::' die Komplementarspezies in bezug auf das Einheitskontinuum 
der obigen Spezies x;, ; unter f0 1 die Vereinigung von x;, und x;:'. Als
dann gehoren die Punktkerne der obigen Spezies Q (welche im Falle, daB 
die Existenz von k1 ad absurdum gefiihrt ware, alle zu x;:', im Falle, 
daB k1 existierte, aber alle zu x;, gehoren mi.iBten ) nicht zu {01 • 

§ 6. 

Aus den Eigenschaften der im § 5 behandelten Beispiele entnehmen wir : 
l .  Eine Verschmelzungseigenschaft fur sich allein liefert kein brauch

bares Kriterium fur den pseudovollen Definiti"onsberei"ch. Denn schon der 
auf die Zusammenfallung unmittelbar folgende Verschmelzungsgrad, namlich 
die Verflechtung mit dem Einheitskontinuum reicht fi.ir ein derartiges 
Kriterium nicht aus. Wie das im § 5 behandelte Beispiel A beweist, 
garantiert ja die Verflechtung mit dem Einheitskontinuum nicht einmal die 
Existenz eines einzigen Punktes des Definitionsbereichs. 

Andererseits ist die Verflechtung mit dem Einheitskontinuum fi.ir eine 
Vereinigung zweier elementefremder und je ein Element enthaltender Teil
spezies des Einheitskontinuums niemals erfi.illt , so daB sie auch nicht als 
notwendiger Bestandteil eines Kriteriums fiir den pseudovollen Definitions
bereich verlangt werden kann. Dagegen wird in einem passenden Kriterium 
fiir den pseudovollen Definitionsbereich die beschranktere Verschmelzungs
eigenschaft der Kongruenz mit dem Einheitskontinuum als Bestandteil 
enthalten sein mi.issen, weil ja ein Definitionsbereich naturgemaBerweise 
erst dann als pseudovoll gelten kann, nachdem die Moglichkeit der _\.n
gabe eines aus demselben herausragenden 21) Punktkernes des Einheits
kontinuums ad absurdum gefiihrt worden ist. 

2. Eine lnhaltseigenschaft fur sich allein liefert kein brauchbares 
Kriterium fiir den pseudovollen Definitionsbereich. Fi.ir diesen Zweck 
kamen namlich kaum andere als die beiden folgenden Inhaltseigenschaften 
von Definitionsbereichen in Betracht : 

a) Der Definitionsbereich ist fi.ir eine passende MaBbestimmung me.B
bar mit dem Inhalte 1 ,  und behalt den Inhalt 1 fiir jede Ma.Bbestimmung, 
fiir welche er mef3bar ist. 

b) Der Definitionsbereich ist fiir jede MaBbestimmung mef3bar mit 
dem Inhalte 1 .  

Wie die im § 5 behandelten Beispiele B1 und B2 beweisen, garan
tiert aber fiir einen Definitionsbereich sogar die starkere Eigenschaft b) 
nicht die Dbereinstimmung mit dem Einheitskontinui1m. 

01) Math. Annalen 93, S. 246. 
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Um ein brauchbares Kriterium fiir den pseudovollen Definitionsbereich 
zu erhalten, sind wir somit auf die Kombination der Kongruenz mit dem 
Einheitskontinuum mit einer Inhaltseigenschaft, sei es die obige Eigen
schaft a) oder die obige Eigenschaft b), angewiesen . 

Dabei wird aber als maBgebende lnhaltseigenschaft die obige Eigen
schaft b) deshalb der obi gen Eigenschaft a) vorzuziehen sein, weil es nach 
dem im § 5 behandelten Beispiele F0 mit dem Einheitskontinuum kon
gruente und die obige Eigenschaft a) besitzende Definitionsbereiche gibt, 
von denen bei passender MaBbestimmung jede meBbare Teilspezies den 
Inhalt Null besitzt. 

Somit diirfte es sich empfehlen, als pseudovolle Definitionsbereiche 
diejenigen und nur diejenigen Teilspezies des Einheitskontinuums zu
zulassen , welche erstens mit dem Einheitskontinuum kongruent sind, 
zweitens liir jede .Zlfa(Jbestimmung des Einheitskontinuums me(Jbar sind 
und den Inhalt l besitzen. [16] 

( Eingegangen am �8. 4. 1926. ) 
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1 927 C Virtuelle Ordnung und unerweiterbare Ordnung. 
Von L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

Zweck der vorliegenden Note ist die virtuelle Ordnung (d. h. die fti.r das Kon
tinuum bestehende Ordnungsart 1 ) )  mittels einer Unerweiterbarkeitseigenschaft 
zu charakterisieren. 

[1] Eine Spezies P hei13t teilweise geordnet pro1iziert, wenn fur die Elemente 
einer Teilspezies der Spezies der Elementepaare (a, b) von P entweder die <lurch 

, ,a = b" oder , , a  projektionsgleich b" oder , ,b  = a" oder , ,b projektionsgleich a" 

ausgedruckte symmetrische Relation der geordneten Projektion, oder die <lurch 

, ,a < b" oder , ,a  vor b" oder , ,a  links von b" oder , ,b > a" oder , ,b nach a" 
oder ,,b rechts von a" 

ausgedruckte asymmetrische Relation der geordneten Projektion definiert ist, wiihrend 
fti.r diese Relationen, wenn noch die Identitiit zweier Elemente p und q von P 
<lurch die Formel , ,p = q" zum Ausdruck gebracht wird, folgende , ,Axiome der 
geordneten Projektion" erfti.llt sind : 

1 .  A us r = s folgt r -'-- s. 
2. A us r = s und s __.__ t f olgt r = t. 
3. A us r = u, s -'-- v und r < s folgt u < v. 

4. A us r < s und s < t f olgt r < t. 
5. Die Beziehungen r = s, r < s und r > s schlie/Jen einander aus. 

Eine teilweise geordnet projizierte Spezies, fur wel.che die Relation r = s 
die Relation r = s nach sich zieht, hei13t teilweise geordnet. 

Eine teilweise geordnet projizierte Spezies hei13t virtuell geordnet projiziert, 
wenn au13er den obigen Axiomen 1-5 noch folgende , ,Ergiinzungsaxiome der ge
ordneten Projektion" erfiillt sind : 

6. A us der gleichzeitigen Ungereimtheit der Beziehungen r < s und r > s 
folgt r · s. 

7. A us der gleichzeitigen Ungereimtheit der Beziehungen r > s und r = s 
folgt r < s. 

[2] 1) Vgl. Mathern. Annnalen 9'>, S. 453, 467. 
Journal !Ur Mathematik. Bd. 157. (Jubilaumsband I.) Heft 4. 34 
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Eine virtuell geordnet projizierte Spezies, fiir welche die Relation r :::=::: s 
die Relation r = s nach sich zieht, heiBt virtuell geordnet 2). 

Auf Grund der Relationen der geordneten Projektion einer virtuell geordnet 
projizierten Spezies P erscheint die Projektionsspezies von P, d. h. die Spezies 
der Spezies projektionsgleicher Elemente von P als virtuell geordnete Spezies. 

Von einer teilweise geordnet projizierten Spezies P werden wir sagen, daB 
sie unerweiterbar geordnet projiziert ist, wenn jede Relation p :::=::: q oder p < q zwischen 
zwei Elementen von P, welche sich den bestehenden Relationen der geordneten 
Projektion von P widerspruchsfrei hinzufligen laBt, zu den bestehenden Relationen 
der geordneten Projektion von P gehort. 

Ist eine teilweise geordnet projizierte Spezies sowohl unerweiterbar geordnet 
projiziert wie teilweise geordnet, dann nennen wir sie unerweiterbar geordnet. 

Satz 1. Fur eine unerweiterbar geordnet projizierte Spezies P gilt das Ergiin
zu.ngsaxiom 6. 

Zurn Beweise dieses Theorems genugt es, aus der gleichzeitigen Ungereimt
heit der Beziehungen r < s und r > s zwischen den Elementen r und s von P die 
Eigenschaft herzuleiten, daB die Relation r :::=::: s sich den bestehenden Relationen der 
geordneten Projektion von P widerspruchsfrei hinzufligen laBt. Nehmen wir also 
die Ungereimtheit der Beziehungen r < s und r > s an, und bezeichnen wir mit a 
die Spezies der bestehenden Relationen der geordneten Projektion von P, mit X 
die Spezies derjenigen Elemente x von P, flir welche nach a entweder x :::=::: r oder 
x :::=::: s gilt, mit Y die Spezies derjenigen Elemente y von P, flir welche nach a ent
weder y < r oder y < s gilt, mit Z die Spezies derjenigen Elemente z von P, flir 
welche nach a entweder z > r oder z > s gilt, mit f3 die Spezies der Relationen 
x., --;- x.,, y., < x.,, x., < z., und y., < z,, mit y die Vereinigung von a und {3. Alsdann 
ersehen wir : a) je zwei der Spezies X, Y und Z sind elementefremd ; b )  aus den 
Relationen von y konnen mittels der Axiome 2, 3 und 4 immer nur wiederum zu 
y gehorige Relationen hergeleitet werden, so daB a fortiori aus d-er Vereinigung 
von a und der Relation r :::=::: s mittels der Axiome 2, 3 und 4 nur zu y gehorige Re
lationen hergeleitet werden konnen ; c )  (wegen der Ungereimtheit der Beziehungen 
r < s und r > s in a) ein Element von a und ein Element von f3 konnen zusammen 
nicht gegen Axiom 5 verstoBen, so daB je zwei beliebige Elemente von y eben
sowenig gegen Axiom 5 verstoBen konnen, m. a. W. das Relationensystem y ist 
widerspruchsfrei ;  und die Relation r :::=::: s kann dem Relationensystem a wider-
spruchsfrei hinzugefogt werden. c. q. f. d. 

Satz 2. Fur eine unerweiterbar geordnet projizierte Spezies gilt das Ergiinzungs
axiom 7. 

Zurn Beweise dieses Theorems genugt es, aus der gleichzeitigen Ungereimt
heit der Beziehungen r __,_ s und r > s zwischen den Elementen r und s von P die 
Eigenschaft herzuleiten, daB die Relation r < s sich den bestehenden Relationen 

") Diese Definition stimmt mit der Mathem. Annalen 95, S. 453 gegebenen inhaltlich iiberein. [3] 
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der geordneten Projektion von P widerspruchsfrei hinzufiigen laBt. Nehmen wir 
also die Ungereimtheit der Beziehungen r = s und r > s an, und bezeichnen wir 
mit a die Spezies der bestehenden Relationen der geordneten Projektion von P, 
mit Y die Spezies derjenigen Elemente y von P, fiir welche nach a entweder y = r 
oder y < r gilt, mit Z die Spezies derjenigen Elemente z von P, fiir welche nach a 
entweder z :::;:: s oder z > s gilt, mit {J die Spezies der Relationen Ya < z.,, mit y 
die Vereinigung von a und {J. Alsdann ersehen wir : a )  es ist ungereimt, daB in a 
eine Relation Ya --'--- z., oder eine Relation Ya > z., vorkommt ; b )  aus den Relationen 
von y konnen mittels der Axiome 2, 3 und 4 immer nur wiederum zu y gehorige 
Relationen hergeleitet werden, so daB a fortiori aus der Vereinigung von a und 
der Relation r < s mittels der Axiome 2, 3 und 4 nur zu y gehOrige Relationen 
hergeleitet werden konnen ; c )  ein Element von a und ein Element von p konnen 
zusammen nicht gegen Axiom 5 verstoBen, so daB je zwei beliebige Elemente von 
y ebensowenig gegen Axiom 5 verstoBen konnen, m. a. W. das Relationensystem y 
ist widerspruchsfrei, und die Relation r < s kann dem Relationensystem a wider-
s pruchsfrei hinzugefiigt werden. c. q. f. d.  

Satz 3. Eine virtuell geordnet projizierte Spezies P ist auch unerweiterbar 
[4] geordnet projiziert. 

[408] 

Nehmen wir namlich an, daB dem System a der bestehenden Relationen 
der geordneten Projektion von P die Relation r ::::::: s (bzw. die Relation r < s) 
widerspruchsfrei hinzugefiigt werden kann. Alsdann sind im System a sicher die 
beiden Relationen r < s und r > s (bzw. die beiden Relationen r > s und r ---. s) 
ungereimt. Mithin ist, weil fiir die Relationen der geordneten Projektion von P 
das Erganzungsaxiom 6 (bzw. das Erganzungsaxiom 7 )  gilt, im System a die Rela-
tion r :::::: s (bzw. die Relation r < s) enthalten. c. q. f. d.  

Die Satze 1 ,  2 und 3 konnen wir wie folgt zusammenfassen : 
Theorem 1. Die Begriffe der virtuell geordneten Projektion und der uner

weiterbar geordneten Projektion sind iiquivalent. 

Aus Theorem 1 folgt unmittelbar : 
Theorem 2. Die BegriOe der virtuellen Ordnung und der unerweiterbaren 

Ordnung sind iiquivalent. 
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§ 1 .  

Die Richtigkeitsdifferenzen zwischen der formalistischen Neube
griindung und dem intuitionistischen Neubau der Mathematik werden 
beseitigt sein, und die Wahl zwischen beiden Beschaftigungen sich auf 
eine Geschmacksangelegenheit reduzieren, sobald die folgenden in erster 
Linie auf den Formalismus beziiglichen, aber in der intuitionistischen 
Literatur zuerst formulierten Einsichten allgemein durchgedrungen sein 
werden. Dieses Durchdringen ist deshalb nur eine Zeitfrage, weil es sich 
um reine Besinnungsergebnisse handelt, die kein diskutables Element 
enthalten und zu denen jederman der sie einmal verstanden hat, sich 
bekennen muss. Von den vier Einsichten ist bisher fiir zwei dieses Ver
standnis und dieses Bekenntnis in der formalistischen Literatur errei<.:ht. 
Das Eintreten der gleichen Sachlage fiir die beiden iibrigen wird das End!:' 
des Grundlagenstreites in der Mathematik bedeuten. 

E r  s t e E i n  s i c h t. Die Einteilung der formalistischen Bemiihungen 
in einen Aufbau des ,,mathematischen Formelbestandes" (formalistischen 
Bildes der Mathematik) und eine intuitive (inhaltliche) Theorie der 
Gesetze dieses Au{ baues, sowie die Erkenntnis, dass fiir die letztere 
Theorie die intuitionistische Mathematik der Menge der natiirlichen Zahlen 
zmentbehrlich ist. 

Z w e i t e E i n s i c h t. Die Verwerfung der gedankenlosen Anwen
dung des logischen Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, sowie die 
Erkenntnis, erstens dass die Erforschung des Berechtigungsgrundes und 
des Giiltigkeitsbereichs des genannten Satzes einen wesentlichen Gegen
stand der mathematischcn Grnndlagenforschung ausmacht, zweitens dass 
dieser Giiltigkeitsbereich in der intuitiven (inhaltlichen} Mathematil< nur 
die endlichen Systeme umfasst. 

D r i t t e E i n s i c h t. Die ldentifizierung des Satzes vom ausge
schlossenen Dritten mit dem Prinzip von der Losbarkeit jedes mathema
tischen Problems. 

V i e r  t e E i n s  i c h  t. Die Erkenntnis dass die (inhaltliche) Recht
fertigzzng der formalistischen Mathematik durch den Beweis ihrer Wider
spruchslosiglceit einen circulus vitiosus enthiilt, weil diese Rechtfertigung 
auf der (inhaltlichen} Richtigkeit der Aussage, dass aus der Widerspruchs
losigkeit eines Satzes die Richtigkeit dieses Satzes folge, d. h. auf der 
(inhaltlichen) Richtigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten beruht. 

1 .  Die erste Einsicht fehlt noch in F 2 ( vgl. insbesondere den mit 
derselben in Widerspruch stehenden Absatz V auf S. 1 84-1 85 ) .  Nachdem 
sie durch PoINCARE stark vorbereitet worden war, tritt sie zum ersten 
Mal in der Literatur auf in I 1 ,  wo S. 1 73-1 74 die genannten 
Teile der formalistischen Mathematik als mathematische Sprache und 
Mathematik 2. Ordnung unterschieden und der intuitive Charakter des 
letzteren Teiles betont wird 2 ) . Mit der Bezeichnung der Mathematik 

2) Eine miindliche Erorterung der ersten Einsicht Herrn HILBERT gegeniiber hat im 
Herbst 1909 in mehreren Unterhaltungen stattgefunden. 
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2. Ordnung als Metamathematik ist sie in F 4 \ vgl. insbesondere S. 1 65 
u. 1 74 )  in der formalistischen Literatur durchgebrochen. Der Anspruch 
der formalistischen Schule, mit dieser dem lntuitionismus entnommenen 
Einsicht den lntuitionismus ad absurdum zu fiihren ( vgl. Math. Zeitschr. 
26, S. 3 ) ,  ist wohl nicht ernst zu nehmen. [ 4] 

2. Die gedankenlose Anwendung des logischen Satzes vom ausgeschlos
senen Dritten findet sich noch in F 2 und F 3 ( vgl. z. B. F 3, S. 4 1 3 , Z. 
1 1-4 v. u. ,  und insbesondere F 2, S. 1 82 , Z. 1 6- 1 9  v. o. ,  S. 1 82, Z. 2 v. u. 
-S. 1 83, Z. 2 v. o. ,  S. 1 84, Z. 2 1-13  v. u . ,  wo jedesmal der Satz vom aus
geschlossenen Dritten als mit dem Satz vom Widerspruch im wesentlichen 
gleichbedeutend angesehen wird ) .  Zurn ersten Male findet sich die zweite 
Einsicht in der Literatur in I 2, und sodann mehr oder weniger ausfiihrlich 
in jeder der Veroffentlichungen I 3-8. Abgesehen von der mit ihr aufs 
engste verbundenen Erkenntnis der intuitionistischen Widerspruchsloslg
keit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, bricht sie in der formalis
tischen Literatur durch in F 5 3 ) ,  wo einerseits die beschrankte inhaltliche 
Giiltigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten anerkannt ( vgl. 
insbesondere S. 1 55-1 56 ) ,  andererseits die widerspruchslose Kombination 
einer logischen Formulierung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten mit 
anderen Axiomen im Rahmen der formalistischen Mathematik als 
Aufgabe gestellt' wird. Besonders eloquent wird dann auf die beschrankte 
inhaltliche Giiltigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten hingewiesen 
in F 6, S. 1 73-1 74 , wo aber die Erweiterung seiner Anzweiflung auf die 
iibrigen Aristotelischen Gesetze iiber das Ziel hinausschiesst. 

3. Wahrend der Zeit der gedankenlosen Anwendung des Satzes vom 
ausgeschlossenen Dritten in der formalistischen Literatur wird das Prinzip 
von der Losbarkeit jedes mathematischen Problems zunachst in F 1 ,  S. 52 
als Axiom bzw. Ueberzeugung, sodann in F 3, S. 4 1 2-4 1 3  in zwei ver
schiedenen Formen ( in welchen statt von , ,Losbarkeit" der Reihe nach 
von , ,prinzipieller Losbarkeit" und von , ,Entscheidbarkeit durch eine 
endliche Anzahl von Operationen"  gesprochen wird ) als Gegenstand noch 
zu erledigender Probleme hingestellt. Aber auch nach der Erorterung der 
dritten Einsicht in I 2, S. 1 56, I 4, S. 80, I 6, S. 203-204, und nach 
dem Durchbruch der zweiten Einsicht in der formalistischen Literatur 
wird in F 6. S. 1 80, wo das Problem der Widerspruchsfreiheit des Axioms 
von der Losbarkeit eines beliebigen mathematischen Problems als Beispiel 
einer , , in den mathematischen Denkbereich fallenden Frage grundsatzlicher 
Art, an die man sich friiher nicht heranmachen konnte" hingestellt wird, 
diese Frage als unabhangig von der Sicherung der ( die Widerspruchs
freiheit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten mit umfassenden ) 
Grundlagen der mathematischen Wissenschaft noch offenstehend 
vorgefiihrt. 

3) Nachdem schon in F 4, S. 160 Aufmerksamkeit auf den Satz vom ausgeschlossenen 
Dritten bekundet wird. 

[41 1] 
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4. Die vierte Einsicht wird zum Ausdruck gebracht in I 9, S. 64 . In 
der formalistischen Literat�r findet sich von ihr bisher keine Spur, wohl 
aber manche ihr widersprechende Aeusserung, z.B. in F 1 ,  S. 55-56 und 
vor allem in F 6, wo S. 1 62-1 63 noch ausgerufen wird : .. Nein, wenn 
iiber den Nachweis der Widerspruchsfreiheit hinaus noch die Frage der 
Berechtigung zu einer Massnahme einen Sinn haben sol]. so ist es doch 
nur die, ob die Massnahme von einem entsprechenden Erfolge 
begleitet wird" 4 ) .  

Nach dem Vorstehenden hat der Formalismus vom Intuitionismus nur 
Wohltaten empfangen und weitere Wohltaten zu erwarten. Dement
sprechend sollte die formalistische Schule dem lntuitionismus einige 
Anerkennung zollen, statt gegen denselben in hohnischem Ton zu 
polemisieren und dabei nicht einmal die richtige Erwahnung der Autor
schaft einzuhalten. Ueberdies sollte die formalistische Schule bedenken, 
class im Rahmen des Formalismus von der eigentlichen Mathematik bisher 
noch immer nichts gesichert ist ( weil ja der metamathematische Wider
spruchsfreiheitsbeweis des Axiomensystems nach wie vor aussteht ) , wogegen 
der lntuitionismus auf der Grundlage seiner konstruktiven Mengendefinition 
und seiner Haupteigenschaft der finiten Mengen 5 ) schon einige Lehr
gebaude der eigentlichen Mathematik in unerschiitterlicher Sicherheit neu 
errichtet hat. Wenn also die formalistische Schule nach ihrer Aeusserung 
in F 6, S. 180 beim lntuitionismus Bescheidenheit bemerkt hat, so sollte sie 
darin Anlass finden, in bezug auf diese Tugend dem lntuitionismus nicht 
nachzustehen. 

§ 2. 

In I 7, S. 3 wurde bemerkt, class bei den Bestrebungen zur Durchfiihrung 
.:les Widerspruchsfreiheitsbeweises der formalistischen Metamathematik 
die intuitionistische Widerspruchslosigkeit des Satzes vom ausgeschlos
senen Oritten als ermutigender Umstand gelten kann. 

Wenn die kombinierte Aussage des Satzes vom ausgeschlossenen Oritten 
fiir endlichviele mathematische Eigenschaften bzw. fiir eine beliebige 
Spezies von mathematischen Eigenschaften G ) als mehrf acher Satz vom aus
geschlossenen Dritten erster bzw. zweiter Art bezeichnet wird, dann ist 
einerseits klar, class die Widerspruchslosigkeit des einfachen Satzes vom 
ausgeschlossenen Oritten keineswegs unmittelbar diejenige des mehr
fachen Satzes vom ausgeschlossenen Dritten nach sich zieht, andererseits, 

4) Uebrigens liegt bei derartigen Aeusserungen genau genommen doch wieder eine ge
dankenlose Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, mithin eine Verdunkelung 
der zweiten Einsicht vor. 

[5] 5) Vgl. F 9, S. 66 (Theorem 2). 

[412] 

6) D.h. die Existenzaussage eines Simultangesetzes. das fi.ir sie alle die Richtigkeit oder 
Absurdltiit entscheidet. 
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class die im vorigen Absatze in Erinnerung gebrachte Bemerkung erst dann 
ihre volle Tragweite erlangt, wenn nicht nur fiir den einfachen Satz vom 
ausgeschlossenen Dritten, sondern auch fiir den mehrfachen Satz vom aus
geschlossenen Dritten erster Art. die Widerspruchslosigkeit feststeht. In 
der Tat wird im Folgenden der Beweis der letzteren Widerspruchslosig
keit erbracht. Des weiteren wird sich ergeben, class der ( fiir die formalis
tischen Hoffnungen belanglose ) mehrfache Satz vom ausgeschlossenen 
Dritten zweiter Art keine Widerspruchslosigkeit mehr besitzt. 

Die Widerspruchsfreiheit des mehrfachen Satzes vom ausgeschlossenen 
Dritten erster Art beweisen wir mittels vollstandiger lnduktion. Es sei 
n eine natiirliche Zahl, es sei die Widerspruchsfreiheit der kombinierten 
Aussage des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten fiir n beliebige mathema
tische Eigenschaften bewiesen, es seien n + I mathematische Eigenschaften 
a1 ,  a2, . . . . D,.+1 vorgegeben. und es sei einen Augenblick angenommen, class 
die kombinierte Aussage des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten fiir 
a1,  a2, • . .  , an+t zu einem Widerspruch fiihrte. Das wiirde heissen, class jede 
der 2n+t Kombinationen von a1, a2, • . .  , an+1 je mit dem Richtigkeits- oder 
mit dem Absurditatspradikat versehen. zu einem Widerspruch fiihrte. 

Wir behaupten. class unter dieser Annahme der einfache Satz vom aus
geschlossenen Dritten fiir an+I notwendig absurd sein muss. Denn ware 
an+i  richtig bzw. absurd, so ware auf Grund der Widerspruchsfreiheit der 
kombinierten Aussage des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten fiir n 
beliebige mathematische Eigenschaften die Kombination der Richtigkeit 
bzw. Absurditat von an+t mit der kombinierten Aussage des Satzes vom 
ausgeschlossenen Drit/ �n fiir a1 ,  a2, • • .  , an widerspruchsfrei, entgeger. der 
Annahme des vorigen Absatzes. Die Annahme des vorigen Absatze� hat 
sich also als unstatthaft erwiesen, und die kombinierte Aussage des Satzes 
vom ausgeschlossenen Dritten fiir n + I beliebige mathematische Eigen
schaften hat sich als widerspruchsfrei herausgestellt. 

Gegenbeispiele der Widerspruchsfreiheit des mehrfachen Satzes vom 
ausgeschlossenen Dritten zweiter Art liefert der aus der Haupteigenschaf� 
der finiten Mengen folgende Satz, class bei Zerlegung des Einheitskonti
nuums in zwei Teilspezies eine dieser Teilspezies mit dem Einheitskontinuum 
identisch und die andere leer ist. Aus diesem Satze folgt namlich . class [6] 
die kombinierte Aussage des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten fiir 
eine beliebige Eigenschaft in bezug auf alle Punktkerne des Einheits-
kontinuums dann und nur dann widerspruchsfrei ist. wenn die Eigenschaft 
entweder fiir alle Punktkerne des Einheitskontinuums richtig oder fiir alle 
Punktkerne des Einheitskontinuums absurd ist. Insbesondere sind die 
beiden folgenden Aussagen kontradiktorisch : 

I .  Alle Punktkerne des Einheitskontinuums sind entweder rational oder 
negativ-irrational. 

2. Fiir alle Punktkerne des Einheitskontinuums ist die Rationalitats
frage entweder entscheidbar oder unentscheidbar. 

[413] 
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Formulieren wir in Analogie mit dem Obigen folgende drei Fassungen 
des Prinzips der Reziprozitat der Komplementarspezies : 

I .  Jedes Element der Kamplementiirspezies der Kamplementarspezies 
van R gehOrt zu R ( einfaches Prinzip der Reziprozitat der Komplementar
spezies ) .  

2. Jede endliche Spezies van Elementen der Kamplementarspezies der 
Kamplementarspezies van R gehort zu R ( mehrfaches Prinzip der Rezipro
zitat der Komplementarspezies erster Art ) .  

3. Jede Spezies van Elementen der Kamplementarspezies der Kample
mentarspezies von R gehOrt zu R ( mehrfaches Prinzip der Reziprozitat der 
Komplementarspezies zweiter Art ) .  

Alsdann besteht auch hier die Widerspruchsfreiheit nur fiir 1 .  und 2 . . 
[7] und nicht fiir 3. Ein Gegenbeispiel liefert die Spezies G derjenigen Punkt

kerne des Einheitskontinuums C, fiir welche die Rationalitatsfrage ent
scheidbar ist. Denn die Komplementarspezies der Komplementarspezies in 
C von G ist mit C identisch ( weil namlich die Komplementarspezies in C 
von G leer ist ) .  wahrend wir oben gesehen haben, class G unmoglich mit C 
identisch sein kann. 

[414] 



Mathematics. -- Beweis dass jede Menge in einer individualisierten Menge 
enthalten ist 1 ) . By Prof. L. E. J. BROUWER. 

(Communicated at the meeting of December 1 7, 1 927). 

Sei M eine beliebig vorgegebene Menge. Wir zahlen zunachst die 
Menge der ersten Wahlen von M durch eine Fundamentalreihe ab, zahlen 
sodann die Menge der zweiten Wahlen von M als Produkt zweier Funda
mentalreihen ( mittels des Diagonalverfahrens ) wiederum du1ch eine 
Fundamentalreihe ab, zahlen darauf die Menge der dritten Wahlen von 
lvf als Produkt der letzteren Fundamentalreihe mit einer neuen Fundamen
talreihe ( mittels des Oiagonalverfahrens ) g leichfalls durch eine Funda
mentalreihe ab, usw. Alsdann bekommt jede Wahl eine neue Nummer, und 
wenn wir alle hierbei nach bestimmter erster, zweiter, . . . .  bis einschliesslich 
n-ter Wahl fiir die ( n  + 1 ) -te Wahl nicht vorkommenden Nummern als 
gehemmte Nummern betrachten, bekommen wir eine mit M identische 

1 928 B 

, ,monotone" Menge N, d.h. eine mit M identische Menge N, in welcher [2] 
nach einer ungehemmten n-ten Nummer a nur Nummern � a  als ( n + 1 ) -te 
Nummer ungehemmt sein konnen, und in welcher fiir beliebiges n keine 
zwei ungehemmte n-te Wahlen mit gleichen Nummern vorkommen. 

Nun nehmen wir in der Menge N ein Fundamentalreihe von Aende
rungen a1 ,  a2, • • • .  vor, wobei fiir jedes beliebige n die Erzeugnisse der 
1 -sten, 2-ten, . . . . bis einschliesslich ( n-1 ) -ten Wahl nicht von an be
einflusst werden. Und zwar andern wir fiir a1 zunachst in der Menge N 
die Reihe der ersten Wahlen derweise, class jede gehemmte Wahl gehemmt 
bleibt, wahrend eine ungehemmte Wahl dann und nur dann ungehemmt 
bleibt, wenn ihr in der Fundamentalreihe keine andere Wahl vorangeht, 
welche das gleiche Zeichen erzeugt ; sodann erklaren wir nach einer 
beliebigen ungehemmt gebliebenen ersten Wahl a diejenigen und nur 
diejenigen zweiten Wahlen ungehemmt, welche zuvor nach einer das 
gleiche Zeichen wie a erzeugenden ersten Wahl ungehemmt waren, und 
die ganze Mengenfortsetzung dieser ungehemmten zweiten Wahlen wird 
bei diesem .. Transport" ungeandert gelassen. Hierdurch bekommen wir 
eine mit N identische monotone Menge N 1, in welcher gleiche Elemente 
immer nur aus gleichen ersten Wahlen hervorgehen. 

Die Aenderung a2 wirkt in solcher Weise auf Ni. class fiir eine beliebige 
ungehemmte erste Wahl a von N 1 zunachst fiir die auf a folgenden zweiten 

I) Filr die Definition der Menge, der individualisierten Menge und der finiten Menge 
vgl. Math. Annalen 93, S. 244-245. Im Folgenden werden wir sowohl eine beliebige [1]  
Zeichenreihe wie nicht&, kurz als . .  Zeichen" bezeichnen. 
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Wahlen die gleiche Aenderung ausgefiihrt wird, welche oben bei a1  mit 
der Reihe der ersten Wahlen vorgenommen wurde, sodann nach einer 
beliebigen auf a folgenden, ungehemmt gebliebenen zweiten Wahl t 
diejenigen und nur diejenigen dritten Wahlen ungehemmt erklart werden, 
welche in N 1 nach einer das gleiche Zeichen wie l erzeugenden, auf a 
folgenden zweiten Wahl ungehemmt waren, und die ganze Mengenfort
setzung dieser ungehemmten dritten Wahlen bei diesem .. Trans port" 
un3eandert gelassen wird. Hierdurch bekommen wir eine mit N und N 1 
identische monotone Menge N 2, in welcher gleiche Elemente immer nur 
aus gleichen ersten und zweiten Wahlen hervorgehen. 

Die Aenderung a3 wirkt in solcher Weise auf N 2, class fiir beliebiqes 
a und t mit den auf a und t folgenden dritten Wahlen und ihren Mengen
fortsetzungen die gleiche Aenderung ausgefiihrt wird, welche oben 
zunachst bei a1  mit der Reihe der ersten Wahlen und ihren Mengenfort
setzungen und sodann bei a2 mit den auf a folgenden zweiten Wahlen und 
deren Mengenfortsetzungen vorgenommen wurde. 

In dieser Weise bestimmen wir der Reihe nach N 1 ,  N 2, N 3,  • • • •  , wobei 
jedesmal N, aus N ,_1 hervorgeht mittels Hemmung eines Teiles der vorher 
ungehemmten Folgen von 'V Wahlen und dementsprechender Umordnung 
der ( alle ungehemmt bleibenden ) ungehemmten Folgen von y + 1 Wahlen. 
Hierbei bemerken wir, class einer ungehemmten Folge von 'V + 1 Wahlen 
mit lndizen ::::;:; m in N Y+ I -?indeutig eine die gleichen Zeichen erzeugende 
und gleiche lndizes besnzer.de ungehemmte Folge von Y + 1 Wahlen in 
N, und der letzteren der Reihe nach in N,_1, N,_2, • • •  , Ni . N eindeutig je 
eine die gleichen Zeichen erzeugende ungehemmte Folge von 'V + 1 Wahlen 
mit lndizen ::::;:; m entspricht. Mithin brauchen wir, um von lndizes ::::;:; m 
besitzenden Folgen von 'JI + 1 Wahlen in N v+ t die Gehemmtheit bzw. die 
erzeugten Zeichen festzustellen, der Reihe nach in N, N 1, N 2, • . •  , Nv 

ebenfalls nur Folgen mit lndizen ::::;:; m in Betracht zu ziehen, so class die 
betreffende Feststellung einen endlichen d.h. ausfiihrbaren Prozess darstellt. 

Wenn wir nun die Menge P dadurch definieren, class sie fiir jedes 'V 

tn der Wirkung der Folgen von 1 ,  2, 3, . . .  , Y Wahlen mit N ,  iiberein
stimmt, dann ist die Menge P individualisiert and enthalt N, also M. 

Wenn wir sagen, class zwei Mengenelemente differieren, wenn fiir 
passendes n die Erzeugnisse ihrer ersten n Wahlen verschieden sind, und 
class zwei Mengen iibereinstimmen, wenn keine von beiden ein von alien 
Elementen der anderen differierendes Element enthalten kann, so folgert 
man im Falle einer finiten Menge M mittels der Haupteigenschaft der 
finiten Mengen 2 ) leicht, class die zugehorige Menge P mit M iiberein
stimmt. Mithin ist jede finite Menge in einer lnit ihr iibereinstimmenden 
individualisierten Menge enthalten. 

[3] 2) Vgl. Math. Annalen 97. S. 66 (Theorem 2). 

[41 6] 



Mathematik, Wissenschaft und Sprache. 
Von L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

Vortrag, gehalten in Wien am 10. III. 1928 uber Einladung des Komitees 
zur Veranstaltung von Gastvortragen auslandischer Gelehrter der exakten 

Wissenschaften. 

I. 
Mathematik, Wissenschaft und Sprache bilden die Hauptfunk

tionen der Aktivitat der Menschheit, mittels deren sie die Natur be
herrscht und in ihrer Mitte die Ordnung aufrecht erhalt. Diese Funk
tionen finden ihren Ursprung in drei Wirkungsformen des Willens 
zum Leben des einzelnen Menschen : 1 .  die mathematische Betrach
tung, 2. die mathematische Abstraktion und 3. die Willensauferlegnng 
durch Laute. 

1 .  Die m athematische  Betrachtung  kommt als Willensakt 
im Dienste des Selbsterhaltungstriebes des einzelnen Menschen in 
zwei Phasen zustande, die der ze i t l i c h e n  E i n s t e l l u n g  und die 
der k a u s a l e n  Eins te l lun g. Erstere ist nichts anderes als das 
intellektuelle Urphanomen der Auseinanderfallung eines Lebens
momentes in zwei qualitativ verschiedene Dinge, von denen man 
das eine als dem anderen weichend und trotzdem als durcb den 
Erinnerungsakt behauptet empfindet. Dabei wird gleichzeitig das 
gespaltene Lebensmoment vom Ich getrennt und nach einer als 
Anschauungswelt zu bezeichnenden Welt fur sich verlegt. Die <lurch 
die zeitliche Einstellung zustande gekommene zeitliche Zweiheit 
oder zweigliedrige zeitliche Erscheinungsfolge Ia.lat sich clann ihrer
seits wieder als eines der Glieder einer neuen Zweiheit anffassen, 
womit die zeitliche Dreiheit geschaffen ist, usw. In clieser W cise ent
steht mittels Selbstentfaltung des intellektuellen Urphanomens die 
ze i t l i che  Ersche inungsfo lge  b e l i e b i g e r  V i e l fachhe i t. Nun
mehr besteht die k a u s a l e  E ins te l lung  im Willensakt der " Identi
fizierung" verschiedener sich fiber Vergangenheit und Zukunft er
streckender zeitlicher Erscheinungsfolgen. Dabei entsteht ein als 
k a u sale  Fo lge  zu bezeichnendes gemeinsames Substrat dieser 
identifizierten Folgen. Als besonderer Fall der kausalen Einstellung 
tritt auf die gedankliche Bildung von O bj ek ten i  d. h. von be
harrenden ( einfachen oder zusammengesetzten) Din gen der Anschau
ungswelt, wodurch gleichzeitig die Anschauungswelt selbst stabilisiert 
wird. Wie gesagt, sind die beiden Stufen der mathematischen Be
trachtung keineswegs passive Einstellungen, sondern im Gegenteil 
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Willensakte : es kann jedenuann die innere Erfahrung machen, daft 
man nach Willkiir entweder sich ohne zeitliche Einstellung und 
ohne 'l'rennnng zwischen Ich und Anschauungswelt vertriimnen, oder 
die letztere Trennung ans eigener Kraft vollziehen und in der An
schauungswelt die Kondensation von Einzeldingen hervorrufen kann. 
end ebenso willkiirlieh ist die sich nie unumganglich anfzwingende 
Gleichsetzung verschiedencr zeitlieher Folgen. 

Die einzige Rechtfcrtignng der mathematisehen Betraehtung ist 
gclegen in der ,,ZweckmaJ.\igkeit" der aus ihr hervorgehenden 
,,math e m a t i s c h e n  H an d l u n g",  worunter wir folgendes verstehen. 
Die kausale Einstellung setzt den Menschen instand, von einer Er
scheinnngsfolge eine spatere, instinktiv crwiinschte, abcr nicht <lurch 
einen direkten Jmpnls herbeizufiihrende, als Z w eck zu bezeichnende 
Erscheinung, i nd i rek t  dnrch kiihle Berechnung zu erzwingen, indem 
man ans der Folge cine friihere, vielleieht an sich nichts begehrens
wertes besitzende, als M i  t t e l  zu bezeiebnende Erscheinnng hervor
ruft, die dann die erwlinschte Erscheinung als Fo l  g e nach sich zieht. 

Selbstverstiindlich besitzt cine kausale Folge keine wcitere 
E xi s t e n z  auBer als Korrelat einer mathematisehe Handlungen her
yorrnfenden Einstellung des menschlichen Willens und kann von 
der Existenz eines kausalen Zusammenhanges der W cit unabhangig 
Yorn Menschen keine Rede sein. Im Gegenteil ,  der sogenannte 
kausale Zusammenhang der Welt ist eine nach aufarn wirkende 
Gedankenkraft im Dienste einer dunklen Willensfunktion des .Men
schen, der sich dadnrch die Welt mebr oder weniger wehrlos unter
wirft, in analoger Weise wie die Schlange ihre Beute wehrlos macht 
durch ihren hypnotisierenden Blick und der Tintenfisch <lurch Be
spritzung mit seinern Sekret. 

Die Konsequenz der kansalen Einstellung bringt weiter mit 
sich, daB der Mensch schon auf niedrigen Knlturstufen znr Stabili
siernng seines kausalen Einflul.lgebietes um sich herum cine ihm 
untergebene Sp h a r e  der  O r d n u n g  zu schaffen sucht , in wel
cher er erstens die ihm dienstbaren kausalen Folgen i s o l i e r t, d. h .  
vor stOrenden Nebenerscheinungen sehtitzt, und zweitens neue kan
sale Folgen herbeifiibrt, sowohl <lurch die materielle Konstruktion 
von neuen beharrenden Objekten und Instrumenten, wie <lurch die 
mehr oder weniger organisierte Unte1jochung des Willens seiner 
Mitmenschen unter den eigenen Willen. 

2. Der voile Ausbau des Getriebes der mathematischen Hand
lungen wird aber erst auf hoheren Kulturstufen ermiiglicht, und zwar 
durch die m a t h e m a t i s c h e  A b st r akt ion. rnittels deren man die Zwei
heit ihres dinglichen Inhaltes beraubt u�d nur als leere Form, als 
gemeinsames Substrat aller Zweiheiten iibrig behalt. Es ist dieses 
gemeinsame Substrat aller Zweiheiten, das die U r i n tn i t ion d e r  
M a  th e m  a t  i k bildet, deren Selbstentfaltung u .  a .  das Unendliche 
als gedankliche RealiWt einfiihrt nnd zwar in hier nicht naher zn 
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erorternder Weise zuniichst die Gesamtheit der naturlichen Zahlen, 
sodann diejenige der reellen Zahlen und schlieJ3lich die ganze reine 
.Mathematik liefort. 

Die Wirkung der mathematischen Abstraktion beruht darauf, 
daJ3 viele kansale Folgen crheblich leichter zu beherrschen sind, 
wenn man sie auf T c i l sys t e m e  derartiger reinmathematischer 
Systeme p r oj i z i e rt, d. h. ihre inhaltlosen Abstraktionen als Teilsysteme 
in derartige ausgedehntere reinmathcmatische Systeme einbettet. 
Hierdurch werden nHmlieh aueh die innerhalb des ausgedehnteren 
Systems bestehenden Beziehungen zur Obersicht Uber das be
sehranktere System verwendbar, was fiir die letztere Ubersicht 
rnanchmal eine durchgreifende Vereinfachung rnit sich bringt. In 
dieser Weise kornmen die w i  s s e n s c h a ft l i ch  e n  'l'h e o r i e n  zu
stande, in denen neben den Elementen der kausalen Folgen das 
bei der Ubersicht eine zcntralisierende Rolle spielende crweiterte rein
mathematische System als H y p o th e s e  auftritt. Speziell als e x a k t
w i s s e n s c h a ft l i chc  'l'h e o r i e n  werden gewisse wissenscbaftliche 
Theorien bezeichnet, die sich erstens auf ganz b csonders stabile (sci 
e� ausschlieJ3lieh als Naturgesetzc !J e o b a c h t etc, sei es als technische 
Tatsachen k ti n stl i eh h e rvorgerufe n e) kausale Folgen beziehen, 
bei den en zweitens <lurch die Hypothesen cine groJ3e Vereinfaehung erzielt 
wurde und bei denen drittens die kausalen Folgen speziellen W erten 
\'On z ah l e n m a .13 i g e n  l' a r a m e t e r n  entsprechen, welehe rnit ihrem 
vollen Wertegebiet dem tiberlagerten mathematischen System angehoren. 
Insuesondere bei den exaktwissenschaftlichen Theorien ereignet sich 
<las Phanomen des h e u r i s t i s c h e n  C h ar a k t r rs w i s s en s ch a ft
l ic h e r  Hypoth e s e n, <las darin besteht, dalJ zn ursprlinglich als 
liypothetisch eingcftigtcn Folgcn hinterher,  im iiberlagcrnden rein
mathematischen System <lie gleiche Stelle einnehrnende . wirkliche 
kau:'ale Folgen der Anschauungtnvclt entdeckt wcrdcn. 

3. Die zunachst irn Dienste des Willens des einzelncn l\'Ien
schen fungierende mathematische Betrachtung lmv. mathematische 
Handlung kann nun genau wie jede znntichst antonome aggressive 
oder dcfensi ve 'l'atigkeit als A rb e i t  in den Dienst cines befehlenden 
Willens, sei es des Einzelwillens eines anderen Menschen, sei es des 
Parallelwillens einer .Menschengruppe oder der gesarnten Menschheit, 
gestellt werden. Dies geschieht entweder <lurch als Suggest i o n  zu 
bezeichnende direkte Angst- oder Schreckensanjagung , Lockung, 
Phantasieerregung oder animale Beherrschungskraft, oder indirekt 
mittels Y e r n u n ft d r c s s u r, d. h. derartige Beeinftussung der Erfah
rung· des dienstbar zu machenden Individuums, dala bei ihm eine, 
Hoffnung auf Lust oder Furcht vor Unlnst als den Arheitswillen be
stimmenden Affekt aus!Osende , mathematische Betrachtung hervor
gerufen wird. 

Unter den alien Menschen Yorn Parallelwillen der gesamten 
l\Ienschheit auferlegten rnathematischen Betrachtungen ist vor alleru 

[7] 
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zu nennen die Voraussetzung· der hypothetischen "objektiven Raum
zeitwelt'' als gemeinsame Triigcrin aller zeitlichen Erscheinungs
folgen aller Individuen ; weiter die exakten und die technischen 
Wissenschaften, insofern sie nicht in der Form von Fabrikgeheim
nissen speziellen lnteressen dienen. 

Als von einer beschrankteren (z. B. staatlich oder beruflich 
zusammengehaltenen) Menschengruppe ihren Angehorigen auferlegte 
mathematische Betrachtung ist in erster Linie zu erwahnen die An
erkennung und Einhaltung der O rg a n i s at i o n  der Gruppe, d. h. des 
Stromnetzes der Willensiibertragung, rnittels deren innerhalb der Gruppe 
die Aufzwingung der einzelnen rnathematischen Betrachtungen und 
Handlungen als Arbeit stattfindet. Diese Organisation der einzelnen Men
schengruppen hat deshalb einen viel weniger stabilen Charakter als 
die exakten und die technischen Wissenschaften, weil sic erstens 
nie alle von ihr zu beriicksichtigenden aul3eren rnateriellen Umstiinde 
beherrscht und demzufolge, um zweckmal3ig zu bleiben, sich fort
wahrend dem W echsel der aul3eren materiellen U mstande anpassen 
mul3, und weil zweitens ihre Effektivitlit nicht nur von ihrer organi
satorischen Zweckmii.13igkeit, sondern auch von der T r e u e  und von 
der Z u fr i e d e n h e i t 1) der ihr unterstellten lndividuen abhangt, welchc 
sich immer nur unvollkommen herbeifiihren und aufrecht erhalten 
)assen. Denn die Treue wird vor allem an den Mheren Stellen 
durch die Kollision der personlichen mit den Gruppeninteressen ge
fahrdet und die Zufriedenheit ist vor allem an den niedrigeren 
Stellen dadurch cine mangelhafte, da13 die niedriger gestellten im 
allgemeinen zwar einsehen, dal3 die fiir die Angehorigen der Gruppe 
bestehenden gemeinsamen Wiinsche und Note gewisse organisa
torische Einrichtungen erfordern, nicht aber dal3 gerade die obwal
tende Organisation die einzig richtige ist, und daJa ihnen selbst 
darin die richtige Stellung zugeteilt wurde. 

Um nun Treue und Zufriedenheit in den organisierten Menschen
gruppen, wenn auch unvollkommen, so doch leidlich zu erhalten, wiirden 
die in die Organisation aufgenommenen Mittel der Vernunftdressur 
bei weitem nicht ausreichcn ; jede Organisation ist vielmehr genotigt, 
iiberdies die Propaganda zu betreiben von m o ra l i s c h e n  Theor ien ,  
d .  h.  von mathematischen Betrachtungen, welche die Notwendigkeit 
der bestehenden Organisation aulfor auf egoistisch zu erfassende gemein
same Zwcckc und Note, Uberdies auf moralische, d. h. sich dcr ego
istischen Betrachtung entziehende, Wcrte der Lebenshaltung zuriick
fiihren. Unmittelbar sich darbietende Beispiele sind die von der Ge
meinschaft geschiitzten und propagierten moralischen W erte der re
ligiOsen Gebote sowic der Begriffe Vaterland, Eigentum und Familie. 

Die Propaganda der moralischen Werte ist, weil sic fast 
keine V crnunftdressur benutzen kann , vor allcm auf Suggestion, 

') Die Unzufriedenheit der einzelnen Individuen wirkt deshalb zersetzend 
auf die Grnppenorganisation, weil sic die Bildung von Teilgemeinscbaften zeitigt, 
welche auf die Umformung der Organisation der Hauptgemeinschaft abzielendo 
mathematische Betrachtungen anstcllen. 
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insbesondere Phantasieerregung angewiesen. Obrigens beruht die 
Macbtstellung der moralischen W erte nicht ausschliel3lich auf der 
organisierten Propaganda der entsprechenden Menschengruppe, sondern 
auch auf der stillen Wirkung derjenigen mathematiscben Betrach
tungen der einzelnen Individuen, in welche die moralischen Werte 
als Ablehnungen egoistischer 'friebe anderer eingehen. 

In den organisierten Menschengruppen kommt auf primitiven 
Kulturstufen und in den primitiven Beziehungen die Willensiiber
tragung <lurch eine einfache Gebarde zustande und als solche ist ins
Lesondere der Schrei effektiv. In den zur Organisation einer hoheren 
Menschengemeinschaft gehorigen Verhiiltnissen dagegen sind die 
aufzuerlegenden Arbeiten zu verschiedenartig und zu kompliziert, 
um <lurch einfache Schreie veranlafJt werden zu konnen. Um die 
regelma13ige Veranlassung dieser Arbeiten <lurch bittende oder befeh
lende Laute zu ermoglichen, mul3 vielmehr die Gesamtheit der Ver
ordnungen, Objekte und 'l'heorien, welche bei den von den Dienst
baren verlangten rnathematischen Handlungen eine Rolle spielen, 
selber einer mathematischen Betrachtung unterzogen werden. Den 
Elementen des zur ans dieser mathematischen Betrachtung erwach
senen wissenschaftlichen 'fheorie gehOrigen reinmathematischen 
Systems werden s p r a c h l i c h e  E l e m e n t ar s i g na l e  zugeordnet, 
mit denen nach derselben wissenschaftlichen 'fheorie entnommenen 
gra m m a t i k a l i s c h e n  R e g e l n  die organisierte S p r a c h e  operiert. 
welche die iibergrofJe Mehrzahl der in den Kulturgemeinschaften 
notigen Willenslibertragungen zu bewerkstelligen erlaubt. Die Sprache 
ist also durchaus eine Funktion dcr Aktivitat des sozialen Menschen. 
Wenn auch der einzelne Mensch in der Einsamkeit die Sprache 
zur Gedachtnisunterstiitzung braucht, so ist dies nur dem Umstande 
zuzuschreiben, daB er dabei die Wissenschaften und die Organisa
tion der Gemeinschaft zu beriicksichtigen hat. Und wenn auch tat
lose transzendente Vorgange von der Sprache begleitet werden, so 
ist dies darauf zmiickzufilhren, dal3 die gesamte menschliche Akti
vitat dem transzendenten Influx des freien Willens unterworfen ist. 

II. 

Nun gibt es aber fiir Willensiibertragung, insbesondere fiir <lurch 
die Sprache vermittelte Willensiibertragung, weder Exaktheit, noch 
Sicherheit. Und diese Sachlage bleibt ungeschmalert bestehen, wenn 
die Willensiibertragung sich auf die Konstruktion reinmathematischer 
Systeme bezieht. E s  g i b t  a l s o  auch fiir d i e  r e i n e  M a t h e m a t i k  
k e i n e  s ichere  S p r a c h e, d .  h .  keine Sprache, welche in der Unter
haltung Mi13verstiindnisse ausschliel3t und bei der Gediichtnisunter
stiitzung vor Fehlern ( d. h. vor Verwechslungen verschiedener mathe
matischer Entitaten) schiitzt. Diesem Umstande ist nicht dadurch 
abzuhelfen, dal3 man, wie cs die fo r m a l i s t i s c h e  S c h u l e  macht, die 
mathematische Sprache (d. h. das zur Hervorrufung reinmathemati
scher Konstruktionen bei anderen '.\lenschen dienende Zeichensystem) 
selber einer mathematischen Betrachtung unterzieht, ihr <lurch Um-
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arbeitung die Genauigkeit und Staliilitat eines materiellen Instrn
mentes oder eines Phanomens der exakten Wissenschaft verleiht 
und sich dabei in einer Sprache zweiter Ordnung oder Dbersprache 
iiber sie verstandigt. Denn erstens kann IJeim Gebrauche der 
mathematischen Sprache diese Duersprache zwar mit groLler Wahr
scheinlichkeit (weil sie sieh auf eine iibersichtliche endliche :Menge 
von beharrenden Objekten und auf die daraus abstrahierte reine 
:Mathematik eines endlichen Systems bezieht), aber dem Wesen dcr 
8prache entsprechend, doch nicht mit absoluter Sicherheit vor MiLlver
'standnissen und Fehlern schiitzen ; zweitens wtirde, aueh wenn letzteres 
der Fall wiire, damit die Moglichkeit von l\IiLlverstandnissen hin
sichtlich der durch eine derartige exakte mathematische Sprache ange
deuteten reinmathematischen Konstruktionen keineswegs beseitigt sein. 

Die Bestrebungen der formalistischen Schule, deren Ursprung 
nach dem obigen auf den falschen Glauben an eine magische, 
wenigstens an eine iiber ihren Charakter als Willensiibertragungs
mittel hinausgehende Tragweite der Sprache zuriickzufiihren ist, 
!assen sich in diesem Lichte erkli.iren als natiirliche Konsequenz 
eines viel alteren, primareren, folgenschwereren und tiefer einge
wurzelten Irrtums, namlich des leichtsinnigen Vertrauens anf die 
k. l a s s i s c h e  L o gik. Dieses Vertrauen ist wie folgt entstanden : 
Schon im Altertum verfiigte man iiber eine sehr vollkommene ( d. h. 
MiLlverstandnisse praktisch ausschlieLlende) Sprache der mathemati
schen Betrachtung von endlichen Gruppen von je  als e inh e i t l i c h  
und b eh arrend  aufgefal3ten Dingen der objektiven Raumzeitwelt. 
Fiir diese Sprache bestehen gewisse Formen des Uberganges von 
zutreffenden (d. h .  tatsachliehe mathematische Betrachtungen an
deutenden) Aussagen auf andere zutreffende Aussagen, welche als 
Gesetze der I d e n  t i  t at, des Widersp ruchs, des a u s g e s c h l o s s e n e n  
D r i t t e n  und des S y l l o g i s m u s  bezeichnet und unter dem Namen 
l og i sch e r  Pr inz ip ien  zusammengefaLlt wmden. Wenn man diese 
Prinzipien rein sprachlich anwandte, d. h. mit ihrer Hilfe spracb
liche Aussagen ans anderen sprachlichen Aussagen herleitete, ohne 
an die von diesen Aussagen angedeuteten mathematischen Betrach
tungen zu denken, so envies sich, daLl sich d i e  Pri n z i p i e n  b e
w ahrten, d. h. von jeder in dieser Weise erhaltenen Aussage lie/3 
sich h interher konstatieren, daLl sie bei jedem sprachlich erzogenen 
Menschen eine tatsachliche mathematiscbe Betrachtung auslosen 
konnte, welche sich fiir alle sprachlich erzogenen Menschen in der 
objektiven Raumzeitwelt praktisch als ,,identisch" herausstellte. 

Nun bewahrten sich aber die logischen Prinzipien ebenfalls, wenn 
man sie ganz allgemein auf die Sprache der Wissenschaft oder auch 
der Begebenheiten des sonstigen praktischen Lebens kontrollierbar an
wandte, wenigstens solange man dabei nur solche Ereignisse be
handelte, welche von N aturgesetzen beherrscht wurden, auf deren 
Unerschiitterlichkeit man zu vertranen gelernt hatte. Dem:zufolge 
kam man dazu, den mittels der logischen Prinzipien hergeleiteten 
Aussagen auch dort zu trauen, wo sie keiner direkten Kontrolle 
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zuganglich waren. Insbesondere wurde auch dem Prinzip des aus
geschlossenen Dritten dieses Vertrauen entgegengebracht und dies 
sogar in der erweiterten Form, nach welcher ein friiheres Ereigni5 
als stattgefunden angenommen wird, nicht n ur auf Grund der Ab
surditat, sondern auch auf Grund der praktischen Unmoglichkeit, 
flir eine feststehende Tatsache eine andere Erklarung zu finden . 
Auf dieses Vertrauen stiitzen sich nicht nur theoretische Wissen
schaften wie die Palaontologie und die Kosmogonie, sondern auch 
staatliche Einrichtungen wie die StrafprozeJJordnung. Allerdings kam 
es vor, daf3 man in Angelegenbeiten der Anschauungswelt rnittels 
logischer Oberlegungen zu falschen Ergebnissen gelangte, aber eine 
derartige Erfahrung hat immer nur eine geeignete U mformung der 
zugrunde gelegten 'l'atsachen bzw. Naturgesetze, nie eine Kiindigung 
des Vertrauens auf die logischen Prinzipien gezeitigt. 

Nun ist aber die 'l'atsache der praktischen Zuverlassigkeit der 
logischen Prinzipien, d. h. der Aussagenverkniipfungsgesetze der Sprache 
der Mathematik des Endliehen, in Angelegenheiten der Anschauungs
welt nur eine Folge der allgemeineren Tatsache, daf3 die Mensch
heit die groJ3e .Majoritat der der Beobachtung zugiinglichen Objekte 
und Meehanismen der Anschauungswelt in bezug auf ausgedehnte 
Kornplexe von Tatsachen und Ereignissen erfolgreich beherrscht, 
indem sie das System der Zustande dieser Objekte und llechanismen 
in der Raumzeitwelt als Teil eines endlichen diskreten, rnit endlich
vielen Verkniipfungsbeziehnngen zwischen den Elementen versehenen 
Systems betrachtet und behandelt. M. a. W. die praktische Zuver
liissigkeit der logischen Prinzipien beruht darauf, daf3 ein groJ3er 
Teil der Anschauungswelt in bezug anf ihre endliche Organisation viel 
mehr Treue und Zufriedenheit zeigt als die Menschheit selbst. DaJ3 man 
von altersher vor dieser niichternen Interpretation blind war, wurde 
dadurch verursacht, daJ3 man den ausschlieJJlichen Charakter der 
Worte als Willensiibertragnngsmittel nicht erkannte und dieselben 
infolge eines unbesonnenen Aberglaubens als Andeutungsmittel fetisch
artiger ,,Begr i ffe" betrachtete. Diese ,,Begriffe" sowie die zwischen 
ihnen bestehenden Verkniipfungen sollten unabhangig von der kau
salen Einstellnng des Menschen eine Existenz besitzen, und die 
logischen Prinzipien sollten die Begriffe und ihre Verkniipfungen 
heherrschende aprioristische Gesetze darstellen. Dementsprechend 
herrschte die Meinung, daJJ Begriffsverkniipfnngen, welche ans un
leugbaren Axiomen (d. h. ans Begriffsverkniipfungen, welche Kon
statierungen unleugbarer Tatsachen oder Naturgesetze entsprechen) 
mit Hilfe der logischen Prinzipien, eventuell rnittels Adabsnrdnm
fiihrung ibres Gegenteiles, hergeleitet waren, im Falle daf3 sie 
selber wiederum kontrollierbare Anssagen iiber die Anschauungswelt 
lieferten, diese Kontrolle j ederzeit siegreich bestehen kUnnten, im ent
gegengesetzten Falle aber mit gleicher Zuverlassigkeit als " i d e a l e  
W a h r h e i ten"  zu betrachten wii.ren. Derartige ,, ideale Wahrheiten" 
sind denn auch Jahrhunderte Jang mit zuversichtlichem Eifer von den 
Philosophen hergeleitet worden. Wenn die als unbehagliche Nebener-
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scheinung dann und wann auftretenden Widerspriiche Zweifel an der 
Richtigkeit dieser Entwicklungen entstehen liel3en, so war dieser Zweifel 
nie gegen die Zuverlassigkeit der logischen Prinzipien, sondern immer 
nur gegen die Unleugbarkeit der Axiome, d. h. der den Entwick
lungen zugrunde gelegten Begriffsverkniipfnngen, gerichtet. Und 
manches Axiom hat man, eben auf Grund der bei den aus demselben 
folgenden idealen Wahrheiten auftretenden Widerspriiche, verwerfen 
oder modifizieren miissen. 

In N achahmung der Philosophcn haben schliel3lich au ch die Mathe
matik er beim Studium der reinen Mathematik der unendlichen Sy
steme die logischen Prinzipien der Sprache der Endlichkeitsmathe
matik entnommen und skrupellos angewandt. In dieser Weise wurden 
auch ftir die Mathematik der unendlichen Systeme bzw. der in der 
Mengenlehre auftretenden, mittels des Komprehensionsaxioms ge
schaffenen, Men gen Aussagen " ideal er Wahrbeiten" hergeleitet, welche 
von den Mathematikern fiir mehr als leere W orte gehalten wurden. 
Bis sich auch hicr, namentlich nach Einfiihrung der Mengenlehre, 
Widerspriiche auftaten, und zwar solchc, die sich nicht in einfacher 
Weise durch eine geeignete Umformung der Axiome beseitigen lie.13en. 
Diesen (in der Mathematik noch viel verbliiffender als in der 
Philosophie wirkenden) Widersprlichen ist man zunachst mit den 
oben erwahnten formalistischen Bestrebungen zu Leibe gegangen. 
Und zwar werden hierbei unter Aufrechterhaltung des Glaubens 
an einen von der Willensubertragung unabhangigen Sinn der Sprache, 
die axiomatischen Grundverkniipfungen der mathematischen Begriffe 
und die zwischen den verschiedenen Verkniipfungen mathematischer 
Begriffe bestehenden Formen des Uberganges (insbesondere sofern 
sie die Schaffung von Mengen und die Zulassung von Elementen 
zu den Mengen betreffen) einer grundlichen Analyse und Revision 
unterzogen, in welchc selbstverstandlich auch die sprachliche Wir
kung der logischen Prinzipien mit hineinbezogen wird. Der S i nn 
dcr mathematischen Begriffe und Begriffsverkniipfungen wird dabei 
nicht naher erortert und das Endziel der Bestrebungen (dem man 
allerdings noch nicht nahe gekommen ist) besteht in einer w i d e r
s pru c h s fr e i e n  Neuges t al t u n g  d e r  m at h e m a ti s c h e n  S p rache, 
die sich tiberdies bis auf geringe, die friiheren Widerspriiche um
fassende, Amputationen tiber das ganze Lehrgebaude der bisherigen 
Mathematik erstrecken soil .  

III. 

Demgegeniiber bringt der I n tu i t i on i smus  die aul3ersprach
liche Existenz der reinen Mathematik zum Bewul3tsein und unter
sucht, um auf dieser Grundlage die Richtigkeit der bisherigen 
:Mathematik zu prufen, zunachst, inwiefern die logischen Prinzipien, 
die beim Aufbau dieser Mathematik eine so gro.13e Rolle ge
spielt haben, auch in der Unendlichkeitsmathematik als praktisch 
zn verlassige trbergangsmittel zwischen reinmathematischen Konstrnk
tionen fungieren konnen. Diese Untersuchung ergibt fiir die Prin-
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zipien der Identitat, des Widerspruchs und des Syllogismus ein posi
tives, fiir das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten dagegen ein 
negatives Resultat, d.  b. es erweist sich, daf3 den Aussagen des 
letzteren Prinzips und den auf demselhen beruhenden Schluf3folge
rungen im allgemeinen keine mathematische Realitat entspricht. 

Um dies an einigen Beispielen zu erlautern, bezeichnen wir 
als fl i e h e n d e  Eigens c h a ft eine Eigensehaft, von der fur jede 
bestimmte nattirliche Zahl entweder die Existenz oder die Ab
surditat hergeleitet werden kann, wiihrend man weder eine natttr
liche Zahl, welche die Eigenschaft besitzt, bestimmen, noch die Ab
surditat der Eigenscbaft fiir alle natiirlichen Zahlen beweisen kann. 
Unter der L o s u n g s z ah l  "A1 einer fliehenden Eigenschaft f wollen 
wir die (hypothetische) kleinste natiirliche Zahl, welche die Eigen
schaft besitzt, verstehen, unter einer O b e r z a h l  hzw. U n terzah l 
von f eine natiirliche Zahl, welche nicht kleiner bzw. kleiner als 
die Losungszahl ist. Man sieht unmittclbar ein, daf3 ftir eine belie
bige fliehende Eigenschaft j ede natiirliche Zahl entweder als Ober
zahl oder als Unterzahl zu erkennen ist, wobei im ersteren 
Falle die fliehende Eigenschaft gleichzeitig ihren Charakter als 
solche verliert. Wir nennen die fliehende Eigenschaft f p a r i
t a t s fr ei, wenn man ihre Absurditat weder fiir die positiven noch 
fiir die negativen natiirlichen Zahlen beweisen kann. Als die zur  
p ar i tatsfr e i e n  fli e h e n d e n  E i g e n s c h aft f g e h o r i g e  dua le  
P e n d e l z a h l  p1 bezeichnen wir die als Limes der konvergenten 
Folge a1, a2 , • • • bestimmte reelle Zahl, wo av fiir eine beliebige 

U nterzahl v von j gleich (- � r , dagegen ftir eine beliebige Ober-

zahl v von f gleieh (-- � )'"1 
ist. Diese duale Pendelzahl ist weder 

gleich Null noch von Null verschieden, im Gegensatz zum Prinzip 
des ausgeschlossenen Dritten. Verstehen wir unter einer n i c ht p os i
t i  ven reellen Zahl eine reelle Zahl, die unmoglich positiv sein kann, 
dann ist die duale Pendelzahl weder positiv noch nichtpositiv, im 
Gegensatz zum Prinzip des ausgeschlossenen Dritten. Nennen wir 
weiter die positiven und die nichtpositiven Zahlen beide m i t  N u l l  
v e r g l e i c h b a r  und die reellen Zahlen, die unmoglich mit Null ver
gleichbar sein konnen, m i t  N u l l  u n v e rg l e i c h b a r, dann ist die 
duale Pendelzahl weder mit Null vergleichbar noch mit Null unver
gleichbar, im Gegensatz zum Prinzip des ausgeschlossenen Dritten. 
Und nennen wir eine reelle .Zahl g r at i o n a l ,  wenn sie entweder 
gleich Null ist oder zwei solche positive oder negative gauze Zahlen 

p und q bestimmt werden konnen, daf3 g = 1!_, und i r r a t i on al,  . q 
wenn die Annahme der Rationalitat von g ad ahsurdum gefiihrt 
werden kann, dann ist die obige duale Pendelzahl weder rational 
noch irrational, im Gegensatz zum Prinzip des ausgeschlossenen 
Dritten. 
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Bezeichnen wir als die zur  p ar i ta t sfr e i e n  fl i e h e n d e n  
E igen s ch a ft f gehor ige  d u a l e  N a h erungszah l  n1 die als 
Limes der konvergenten Folge bu b2 , • • •  bestimmte reelle Zahl, wo 

bv fiir eine beliebige Untcrzahl v von j gleich ar. dagegen fiir 

eine beliebige Oberzahl v von j gleich ( � r/ ist, und bringen wir 

in der mit einem rechtwinkligen Koordinatensystem versehenen 
Euklidschen Ebene cine gerade Linie l <lurch die Punkte (1 , Pf) 
und (- 1 ,  n1), dann sind die X-Aehse und l erstens nicht parallel, 
wahrend doch ihre Parallelitat nicht absurd ist ; zweitens fallen sie 
nicht zusammen, wahrend doch ihr Zusammenfallcn nicht absurd 
ist ; drittens schneiden sie sich nicht, wahrend <loch ihr Sichschneiden 
nicht absurd ist. 

Auch sind die X-Achse und l weder parallel, noch fallen sie 
znsammen, noch auch schneiden sie sich, so dal3 der auf dem 
Prinzip des ausgeschlossencn Dritten beruhende Satz, dal3 zwei Gc
rade der Euklidschen Ebene entweder parallel sind oder zusammen
fallen oder aber sich schneiden, sich als binf'allig erweist. 

Sollte der paritatsfreie Charakter von f verloren gehen, dann 
wtirde entweder fiir die Schneidung oder fiir die Parallelitat die 
Giiltigkeit des Prinzipes vom ausgeschlossenen Dritten zurtickkehren . 
. .\ber erst wenn der Charakter von f als fliehende Eigenschaft iiber
haupt verloren geht, tritt das Prinzip fiir alle drei Eigenschaften 
der Paralleliti:it, Zusammcnfallung nnd Schneidung wieder in Kraft. 

Betrachten wir das in der mit einem rechtwinkligen Koordi
natensystem versehenen Enklidschen Ebene gelegene Einheits
qnadrat q mit den Eckpunkten (0, 0), (0, 1 ), (1 , 0), (1 ,  l). Bezeichnen 
wir die von q bestimmtc Quadratflache mit Q und den Pnnkt (p1, p1) 
mit P. Alsdann liegt P nicht auf q, wahrend doch die Inzidenz von 
P mit q nicht absurd ist ; weiter gehort P nicht zu Q, wahrend 
doch die Zugehorigkeit von P zu Q nicht absurd ist. Schlie13lich 
geliort P weder zu q noch zum lnnengebiete von q noch zum 
Anl3engebiete von q, so dal3 der klassische, auf dem Prinzip des aus
geschlossenen Dritten beruhende Jordan  sche K urvensatz, der be
sagt, dal3 eine einfache geschlossene Kurve die Ebene in der W eisc 
in zwei Gebiete zerlegt, dal3 jedcr Punkt der Ebene entweder zur 
Knrve oder :zu einem von diesen Gebieten gehort, sich als hinfallig 
erwcist. 

Betrachten wir die unendliche Reihe mit positiven Gliedern 
b1 + b2 + b3 + . . . , wo die bv die oben angegebene Bedeutung haben. 
Diese Reihe konvergiert nicht, wahrend <loch ihre Konvergenz nicht 
absurd ist ; ebenso divergiert sie nicht, wahrend doch ihre Diver
genz nicht absurd ist. Gleichzeitig erweist sich der auf dem Prinzip 
des ausgeschlossenen Dritten beruhende Satz, da!J jede unendlichc 
Reihe mit positiven Gliedern entweder konvergiert oder divergiert, 
als hinfallig. Auf diesem Satze aber, oder anf einem im wesentlichen 



Mathematik, Wissenschaft und Sprache. 163 
aquivalenten, beruht eines der wichtigstcn Konvergenzkriterien aus 
der Theorie der unendlichen Reihen, das K u m m e r sche Konver
genzkriterium. Und tatsachlich zeigen Gegenbeispiele, da.6 dieses 
Kriterium sich der intuitionistischen Kritik gegeniiber nicht aufrecht 
erhalten Iaf3t. 

Betrachten wir die algebraische Gleichung xs - 3 x + 2 v 3  = 0, 
wo v = 1 + Pf· Die Diskriminante dieser Gleichung ist gleich 
- 1 08 (1 - b6), also weder gleich Null noch von Null verschieden. 
A uf diese algebraische Gleichung ist also der zweite G a u s s  sche 
Beweis der Wurzelexistenz nicht anwendbar. Samtliche tibrige 
klassische Beweise der Wnrzelexistcnz wcrden iibrigens im Lichte der 
intuitionistischen Kritik ebenfalls hinfallig. Aber die Wurzelexistenz 
selber ist <lurch neue intuitionistische Beweise gesichert worden. 

Die vorstehenden Beispiele werden verstandlich machen, daJJ 
der Intuitionismus flir die .Mathematik weittragende Konsequenzen 
mit sich bringt. In der Tat miissen , wenn die intuitionistischen Ein
sichten sich durchsetzen, betrachtliche Teile des bisherigen mathe
matischen Lehrgebaudes zusammenbrechen und neue mit vcillig 
neuem Stilgeprlige errichtet werden. Und bci den Teilen, die bleiben , 
ist vielfach ein <lurchgreifender Umbau erforderlich . 

Von weiteren Exkursen im Oberbau der Mathematik wollen 
wir aber hier Abstand nehmen und nur noch ein paar Bemerkungen 
grundsatzlicher Art machen. Allererst diese, dal3 mit dem Prinzip des 
ausgeschlossenen Dritten der indirekte Beweis, d. h. die Herleitung 
ciner Eigenschaft <lurch reductio ad absurdum ihrcs Gegenteiles in 
dieser allgemeinen Form hinfallig wird. Denn die obige Pendelzahl 
Pf ist nicht rational, trotzdem ihre Irrationalitiit absurd ist, und 
nicht mit Null vergleichbar, trotzdem ihre Unvergleichbarkeit mit 
Null absurd ist. Interessant ist indessen , dafi fti r n egat ive  Eigen
s c h a ften  (d. h. Eigenschaften, die selber eine Absurditat zum Aus
druck bringen) d i e  Methode  d e s  i n d i r e k t e n  B e w e i s e s  u nge
s c h m a l e r t  i n  K ra ft b l e i b t. Denn es gilt in der intuitionistischen 
Mathematik der Satz, daJ3 A b su r d i t a t  d e r  A b su rd i t lit  d e r  A b
s u r d i t a t  a q u i v a l e n t  i s t  m i t  A b s u rd i ta t, so dal3 cine beliehige 
nichtverschwindende endliche Sequenz von Absurditiitspradikaten 
;,Absurditiit der Absurditiit der . . . der Absurditiit" ,  welche in der bis
herigen Mathematik entweder die Richtigkeit oder die AbsurdiUlt 
aussagt, in der iutuitionistischen Mathematik entweder mit der ,\bsur
ditat oder mit der Absurditat der Absurditiit aquivalent ist. 

Schliefilich bemerken wir noch, daf3 das Prinzip des ausge
schlossenen Dritten in der intuitionistischen Mathematik, obwohl 
n i c h t  r icht ig, so <loch, wenn man es ausschlief3lieh fiir e n d l i ch e  
S p e z i e s  von Eigenschaften gleichzeitig voraussetzt, w i d er s p r u c h s
fre i ist, was in erster Linie er kl art, dafi die Irrtiimer der bis
herigen Mathematik sich so lange behaupten konnten, und in zweiter 
Linie als ermutigender U mstand fiir die formalistischen Bestrebungen 
gelten kann. Denn auf der Basis der intuitionistischen Einsichten 
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lassen sich au.13er den unabhangig vom Prinzip des ausgeschlossenen 
Dritten entwickelbaren r ichtigen T h e orien,  auch unter Heran
ziehung dieses Prinzipes mit der obigen Einschrankung, n ichtkon
t ra d iktori s c h e  Theorien herleiten, mit denen sich von der bis
herigen Mathematik ein viel gro.13erer Teil als mit den richtigen 
Theorien umfassen la.13t. Eine geeignete Mechanisierung der Sprache 
dieser intuitionistisch-nichtkontradiktorischen Mathematik mti.13te also 
gerade das liefern, was die formalistische Schule sich zum Ziel ge
setzt hat. 

Dagegen kann die gleichzeitige A ussage des Prinzips des aus
geschlossenen Dritten flir beli e b ige  Spez ies  von Eigenschaften 
sehr wohl kontradiktorisch sein. So liilJt sich von der folgenden 
Aussage die Kontradiktoritat beweisen : Alle reellen Zahlen sind ent
weder rational oder irrational. Im Hinblick auf diese Tatsache wird 
beim Aufrichten des widerspruchslosen formalistischen Sprachgebaudes 
doch auf jeden Fall die gro.13te Sorgfalt und Vorsicht erforderlich 
bleiben. 



Die Struktur des Kontinuums. 
Von L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 

Vortrag, gebalten in Wien am 14. Miirz 1928 iiber Einladung des Komitees zur 
Veranstaltung von Gastvortriigen ausliindischer Gelehrter 

der exakten Wissenscbaften. 

I. 
Obgleich man von altersher das arithmetische bzw. geometri

sche Kontinuum als etwas Gegebenes betrachtet hat, war man trotz
dem weit davon entfernt, fiber den mikroskopischen Inhalt dieses 
Kontinuums im k1aren und einig zu sein. So glaubte man bis vor 
wenigen Jahrhunderten nicht recht an das Bestehen von irrationalen 
Zahlen im Zahlenkontinuum und wurde erst im 19. Jahrhundert die 
Existenz der transzendenten Zahlen erhiirtet. Diese Unsicherheit iiber 
den genauen Inhalt des Kontinuums verhinderte nicht, daJ3 der ge
bildete Laie des 19. Jahrhunderts eine gewisse Ruhe fand in der 
Auffassung von K a n t  und S c h o p e nh a u er, nach welcher das Kon
tinuum (ebenso wie iibrigens die ganze Mathematik) als reine An
schauung a priori, mithin als von der Erfahrung unabbangig, exakt 
und unzweideutig vorhanden betrachtet wird. Erst in der zweiten 
Halfte des 19. Jahrhunderts wurde diese Ruhe gestort durch drei 
N euerungen der erkenntnistheoretischen Sachlage : 

1 . , Es war die Einsicht durchgebrochen, da.13 der kontinuier
Jiche Raum, in den man die Erscheinungen der objektiven Welt 
einbettete, nur aus praktischen Griinden der Einfachheit den eukli
dischen Gesetzen unterworfen worden war, und da.13 die von Lo
b at s ch effsky und Bo lyai  entdeckte nichteuklidische Geometrie 
und die von Vero n e s e  eingefiihrte nichtarchimedische Geometrie 
ebenso folgerichtig zur Beschreibnng der betreffenden Erscheinungen 
angewandt werden konnten wie die euklidische Geometrie. Die an
fangliche ablehnende Haltung gegen diese Geometrien wurde durch 
die von Riemann, Be l t rami, C ayley und K l e i n  bzw. von Levi
Civi ta  und H ah n  herriihrende Arithmetisierung derselben vollstiin
dig iiberwunden. Dabei ereignete sich die eigentiimliche Sachlage, 
daJ3 das nichtarchimedische Kontinuum, welches sich als den an das 
Kontinuum zu stellenden apriorischen Forderungen ebensogut wie das 
archimedische geniigend erwiesen hatte, nur mit Hilfe des letzteren 
in plansibler Weise verwirklicht wurde, so daJ3 die Anzweiflung der 
apriorischen Notwendigkeit des archimedischen Kontinuums gerade mit 
der apriorischen Konsistenz dieses Kontinuums begriindet werdeh muJ3te. 

2. In der inzwischen von C an tor  entdeckten Mengenlehre trat 
das Kontinuum in einer auf logischen Operationen beruhenden, mit
hin von der <lurch reine Anschauung a priori gegebenen grundver
schiedenen Form auf. 
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3. Die Erfolge der gerade <lurch die Entdeckung der nicht
euklidischen und der nichtarchimedischen Geometrien angeregten 
axiomatischen Methode bei den Untersuchungen tiber die Grundlagen 
der Geometric fiihrten vielfach zur Erwartung, da6 auch bei der 
Analyse der Struktur des Kontinuums diese Methode erfolgreich sein 
ki:innte. Die Resultate der axiomatischen Untersuchungen auf dem 
Gebiete der Geometrie wurden namlich in der Regel so formuliert, 
da6 die Widerspruchslosigkeit der geometrischen 'l'heorien sich anf 
diejenige der Theorie des Zahlenkontinuums zuriickfiihren lasse 1) ; 
womit die Herleitung der letzteren Widerspruchslosigkeit als dringende 
Aufgabe gestellt worden war. 

Um bei dieser neuen Sachlage fiir die Einfiihrung des Kon
tinuums (und der mathematischen Figuren iiberhaupt) die Sicherheit 
wiederzugewinnen, sind zunachst zwei Methoden angewandt worden : 

1 .  Die form a l i s t i s c h e  (De d e k i n d, Peano, Ru s s e l l, Z e r
m e l o, H i l bert) :  diese verzichtet vollkommen auf jeglicbe geo
metrische oder arithmetische Intuition und beschrankt ibren Unter
suchungsgegenstand auf die mathematische Spracbe, welcbe sie 
derweise zu reglementieren versucht, da6 die sprachliche Fi11:ur des 
Widerspruchs ausgeschlossen wird. Sie sucht mithin als konsistente 
nattirliche Zahlenreihe bzw. konsistentes Kontinuum eine sprachlich 
widerspruchsfreie Theorie, welcbe mit der Sprache der bis dahin als 
verniinftig geltenden Theorie der natiirlichen Zahlenreihe bzw. des Kon
tinuums eine hinreichende Verwandtschaft aufweist. Dieses Hinreichen 
der Verwandtschaft ist selbstverstandlich letzten Endes Geschmacksache. 2. Die a l t i n t u i t i o n i s t i s che  (Po i n c are, Bo rel) :  diese spricht 
den drei erwahnten N euerungen ftir die Lehre der natiirlichen Zahlen 
jede Bedeutung ab und halt die Auffassung der Theorie der nattirlichen 
Zahlen als Sammlung synthetischer Urteile a priori aufrecht. -Oberdies 
ist sie der Meinung, da6 die Widersprucbsfreiheitsbeweise der For
malisten die Theorie der vollstandigen Induktion und damit den Kern 
der Theorie der nattirlichen Zahlen voraussetzen 2) . Fur die Entwicklung 
der fiber die nattirlichen Zablen hinausgehenden Mathematik wird von 
der altintuitionistischen Schule wesentlich die klassische Logik benutzt ; 
nnd zwar wird in erster Linie mittels des Komprehensionsaxioms das 
(arcbimedische) Kontinuum geschaffen als Spezies der Spezies ,,zu
sammengehOriger" Teilspezies der rationalen Zahlen, oder als Spezies 
der Spezies "zusammengehoriger" konvergenter Fundamentalreihen 
rationaler Zahlen, oder schlie6lich als Spezies der Dedek indschen 
Schnitte der rationalen Zahlen. Bei diesen (als miteinander aquivalent 
betrachteten) Erzeugungen des Kontinuums mu6 der Logik schon 
deshalb eine au6ermatbematische ( d. h. fiber das Konstruktive hinaus
gehende) schopferische Kraft zugeschrieben werden, weil von den 

1) Hierbei wurde allerdings stillscbweigend vorausgesetzt, daB aus der Tat
sache, daB die Existenz von A die Existenz von B nacb sich zieht, folge, daB 
auch die Widerspruchsfreiheit von A die Widerspruchsfreiheit von B einschlie8t. 
Diese Voraussetzung ist vom intuitionistischen Standpunkt falsch. 

2) Diese Einsicht ist iibrigens in den letzten Jabren auch bei den For
malisten selbst durcbgebrocben . 



Die Struktur des Kontinuums. 3 
drei genannten, das Kontinnum darstellenden Spezies sich immer nnr 
je eine ,,abzahlbar-unfertige" 'l'eilspezies durch mathematische de
dankenoperationen konstruktiv herstellen IaJ3t ; eine solche Teilspezies 
aber ist fiir alle diejenigen mathematischen Theorien unzulanglich, 
welche einen Inhaltsbegriff benutze.o, denn die abzahlbar-unfertigen 
Teilspezies des Kontinunms (bzw. n-dimensionalen Ranmes) besitzen 
durchweg den Iinearen (bzw. n-dimensionalen) Inhalt Null. 

Der Glaube an die theoretische Logik spielt also fast eine 
noch groLiere Rolle bei der altintuitionistischen als bei der formalisti
schen Methode, weil ja die Ietztere samtliche logische Gesetze mit 
in den Kreis ihrer sprachlichen Untersuchungen hineinzieht, wahrend 
die Altintuitionisten hochstens bei der A n  w e n d  u n g dieser (an sich 
als gegeben betrachteten) Gesetze eine gewisse Vorsicht (MiLitrauen 
gegen ,,nichtpradikative" Definitionen) beobachten. 

Selbstverstiindlich· wird bei der altintuitionistischen Methode 
auch in der Sprache der Theorie der natiirlichen Zahlen formal die 
Logik verwendet ; hier aber wird sie nur als das Gedachtnis unter
stiitzendes Hilfsmittel beim aul3ersprachlichen gliedweisen Zustande
kommen einer komplizierteren inneren Anschauung bzw. eines kom
plizierteren synthetischen U rteils a priori aufgefal3t. 

Gegen die obigen Einfiihrungen des (archimedischen) Kon
tinuums richtet nun der Intu i t ion  i s m  u s  folgende Kritik : 

l .  Alie drei Definitionen sind deshalb unhaltbar, weil sie nicht 
tiberabzahlharviele, sondern nur abzahlbarunfertigviele Elemente des 
Kontinuums liefern (die auJ3ermathematische sehopferische Kraft der 
Logik wird ja verworfen) .  

2. Die Definition des Kontinuums als Spezies der Spezies ,,zu
sammengehoriger" Teilspezies der rationalen Zahlen ist deshalb un
haltbar, weil mit dem Fortfall des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten 
die Existenz der ,,oberen Grenze" ehenfalls hinfallig wird. Sei z. B. � 
die Losungszahl einer fliehenden Eigenschaft .f 3) und betrachten wir 
die unendliche Summe a1 + a2 + . . . mit der Eigenschaft, daJ3 a1 = 1 , 

1 av·J.1 = 2 av , wenn v -:;C=. A.1i dagegen av+1 = 1, wenn v = A1; betrachten 

wir weiter diejenigen rationalen Zahlen r, zu denen sieh ein solches 
n bestimmen I!Wt, daJ3 r < a1 + a2 + . . . + an. Die Spezies dieser 
rationalen Zahlen besitzt offenbar keine ,,obere Grenze" .  

i3. DaJ3 die Definitionen mittels D e d e k i n d scher Schnitte und 
mittels Spezies zusammengehoriger konvergenter Fundamentalreihen 
auf der intuitionistischen Grundlage nicht iiquivalent sind, ersehen wir 
ans der dualen Pendelzahl p1 der paritiitsfreien fliehenden Eigenschaft 
f 3), welche wohl als Spezies zusammengehoriger konvergenter Funda-

") Fur diese in meinem zn derselben Reihe gehtirigen Vortrag : .,Mathe
matik, Wissenschaft und Sprache" eingefiihrte Bezeichnung vgl. Monatshefte f. 
Math. u. Phys. XXXVI, S. 161 . Daselbst ist Z. 21 -22 statt "weder fiir die posi
tiven noch fur die negativen" zu lesen : ,, weder fiir die geraden noch fiir die 
ungeraden". Dberdies ist daselbst S. 154, Z. 9 v. u. das ·wort ,,Mitmenschen" durcb 
,, Mitgeschopfe" zn ersetzen. 

[2] 

[43 1] 
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mentalreihen von rationalen Zahlen, nicht aber als Dedekindscher 
Schnitt der rationalen Zahlen darstellbar ist. 

In der intuitionistischen Theorie bildet die Spezies der Spezies 
zusammengehoriger konvergenter Fundamentalreihen rationaler Zahlen 
nur einen Teil des Kontinumns und wird als dem System der ratio
nalen Zahlen (oder, was auf das gleiche hinauskommt, dem System 
der endlichen Dualbriiche bzw. Dezimalbriiche) iiberlagertes r edu
z i e r  t e s  K o n  t i n  u um bezeichnet. Fassen wir speziell das Einheits
kontinuum ins Auge, so hat ein Element l des entsprechenden r e
d uz ier ten  E i n h e i t s k o n t i n u u m s  in bezug auf die durch eine 
Fundamentalreihe abgezahlten unitar beschrankten ( d. h. nichtnega
tiven und 1 nicht iibersteigenden) rationalen Zahlen r1 1 r2 , • • •  die 
Eigenschaft, da.IJ for beliebiges n ein solcher Index in < n besteht, 
daL\ fiir jedes •1 �::; n, mit ev. Ausnahme von in , entweder die Rela
tion l > rv oder die Relation l S rv festgestellt werden kann, wah
rend i,.+1 entweder gleich in oder gleich n + 1 ist. Unter den ge
nannten Elementen des reduzierten Einheitskontinuums sind dann 
die D e d e k i n d schen Schnitte dadurch ausgezeichnet, dal?t der Aus
nahmeindex in in Fortfall kommt. 

Wir sagen auch, da.IJ unter den Elementen l die D e d e k i nd
schen Schnitte dadurch ausgezeichnet sind, da/a sie in bezug auf die 
unitar beschrankten rationalen Zahlen eine Praz i s i o n sl age 1. Ord
n u n g  besitzen, und konnen im Anschlu.IJ daran z. B. folgenderma/aen 
weitere Priizisionslagen definieren : Es besteht fiir ein Element l der 
genannten Art in bezug auf die unitar beschrankten rationalen Zahlen 
die Praz i s i on s lage  2. O r d n u n g  1 .  bzw. 2. Art, wenn fiir jedes 
n entweder die Relation l 2:: r,. oder die Relation l < r,. bzw. ent
weder die Relation l S r,. oder die Relation l > r,.. besteht. Die Trag
weite der Prazisionslage 2. Ordnung ersieht man am einfachsten, 
wenn man die Prazisionslagen anstatt in bezug auf die rationalen 
Zahlen, in bezug auf die endlichen Dezimalbriiche ins Auge fa/at. 
Alsdann bedeutet niimlich die Prazisionslage 1 .  Ordnung, da.IJ das 
betreffende Element l eine Dezimalhruchentwicklung zulalat ; bei dieser 
ist im Falle der Prazisionslage 2. Ordnung 1. Art die Existenz einer 
letzten von 9 verschiedenen Ziffer und im Falle der Prazisionslage 
2. Ordnung 2. Art die Existenz einer letzten von 0 verschiedenen 
Ziffer ausgeschlossen, so da/a in beiden Fallen eine e i n dcut ig  
festzulegen d e  Dezimalbruchentwicklung besteht. Als Praz i s ion s
lage 3. O r d n ung des Elementes l in bezug auf die unitar be
schrankten rationalen Zahlen konnen wir die Eigenschaft definieren, 
da.IJ fiir jedes n eine der Relationen l �  r,, , l �_ rn und l = r,. be
steht. Hierbei bedeutet l � rn, da.IJ ein solches rm (rm > rn) angc
gcben werden kann, dal3 l > rm ist. Die Prazisionslage 3. Ordnung 
in bezug auf die unitiir beschrankten rationalen Zahlen besteht fiir 
diejenigen und nur fiir diejenigen Elemente l, welche sich in einen 
regelmal3igen (ev. abbrechenden) Kettenbruch entwickeln !assen (wobei 
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man nicht von vornherein zu wissen braucht, ob die Abbrechung tat
sachlich stattfindet oder nicht). 

Um in der intuitionistischen Theorie das den unitar beschrank
ten rationalen Zahlen (bzw. endlichen Dezimalbriichen) iiberlagerte 
v o l l e  E i n h e i t skont inuum zu erhalten, ist es notwendig, neben den 
,,fertigen Elementen" des reduzierten Kontinuums ,,unfertige Ele
mente" einzufiihren, indem wir neben den konvergenten Fun d a
m e n  t a l r e i h e n  unitar beschrankter rationaler Zahlen auch (durch 
freie Wahl erzeugte) konvergente F o lgen  derartiger rationaler Zahlen 
zulassen. Um von diesem vollen Einheitskontinuum die fertige iiber
abzahlbare Vielfachheit zum Ausdruck zu bringen, extrahieren wir aus 
demselben zunachst cine geeignete r e p r a s e n t i e r e n d e  Fol g en
s p ez i e s, d. h. eine solche Spezies von s p e z i e l l e n  konvergenten 
Folgen, dafa jede konvergente Folge unitar beschriinkter rationaler 
Zahlen mit einer der reprasentierenden Spezies angehorenden Folge 
znsammengehorig ist , und sodann aus der letzteren cine geeignete 
u r t l i c h  i n d iv i d u a l i s i e r te  Teilspezies, d. h. eine derartige Teil
spezies, dala nur gleiche ihrer Elemente zu gleichen Elementen des 
rnllen Einheitskontinuums gehoren. Dabei stellen wir jeden dieser 
beiden aufeinanderfolgenden Extrakte in derjenigen .Form her, welche 
in der intuitionistischen Mathematik. als primare Schopfung fertiger 
iiberabzahlbarer Spezies auftritt, namlich in der Form einer M en ge, 
und zwar einer Menge einfachster Art, einer re in  en fi n i t e n  M en g e, 
welche folgendermafaen definiert wird : 

Eine r e i n e  n-f in i te  Menge  ist ein G e s e tz, auf Grund <lessen, 
wenn immer wieder eine der Nummern 1, 2, . . .  n gewahlt wird, 
j ede dieser Wahlen eine bestimmte Zeichenreihe erzeugt. J ede der
weise von einer unbegrenzten Wahlfolge erzeugte Folge von Zeichen
reihen (welche also im allgemeinen nicht fertig darstellbar ist) heifat 
ein E l e m e n t  der Menge. 

Dieser Definition entsprechend erhalten wir eine reprasen
tierende Folgenspezies des Einbeitskontinuums in der reinen 3-finiten 
Menge, auf Grund deren j ede m-te Wahl einen derartigen unitar be
schrankten endlichen Dualbruch Cm = a,,, . 2-m-1 (am eine nichtne-

1 1 3 
gative ganze rationale Zahl) erzeugt, dafa c1 = -:f' 2 oder �,f und 

weiter Cm = Cm-1 - 2-m-i, Cm-1 oder Cm-1 + 2-m-1, je nachdem die 
Nummer 1, 2 oder 3 gewahlt wird . Von den Elementen dieser Menge 
bilden diejenigen, fiir welche auf allen geraden Stufen die Nummer 2 
gewahlt wird, wiederum eine reine 3-finite Menge, diesmal aber eine 
iirtlich individualisierte, welche also eine Teilspezies des vollen Ein
heitskontinuums mit dem Vielfachheitsgrade einer reinen 3-finiten 
.Menge demonstriert. Erst dieser, dem W esen der reinen n-finiten Menge 
(n > 2) anhaftende, kraft der Zulassung unfertiger Elemente ,,Aus
dehnungscharakter" besitzende, Vielfachheitsgrad ermoglicht fiir Teil
spezies des Kontinuums das Auftreten eines von Null verschiedenen 
Inhaltes. 

[433] 
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Die Einfiihrung der Mengenkonstruktion, auf welcher also die 
fertige iiberabzahlbare Vielfachheit des Kontinuums beruht, bedarf 
nach stattgefundener Besinnung auf die mathematische Urintuition 
der Zweiheit 4) , welche dem gesamten Intuitionismus zugrundeliegt 
keiner weiteren Besinnung, und impliziert auch keine petitio prin
cipii (so dafa die anfangs erwahnte Betrachtung des Kontinuums als 
reine Anschauung a priori nach K a n t  und S c h o p e n h a u e r  sich im 
Lichte des Intuitionismus im wesentlichen behauptet). Denn in der 
Urintuition ist die Moglichkeit der Z w ischenfiigu n g  z w i s c h e n  
2 E l e m e n t e  (namlich die Betrachtung der 13 i n d u n g  als neues 
Element), mithin auch die Konstruktion im intuitiven Kontinuum yon 
einer .Menge von einander nicht beriihrenden geschlossenen Inter
vallen entha!ten, welche so entsteht, dal3 der Reihe nach Interrnlle 

. 
d I d

. l 
1 1 3 1 3 5 7 1 . 

d h m1t en n 1zes O, , 2 ,  4 ,  4 ,  8 ,  S' S ' S' 16, . . . . , nut urc 

die natiirliche Ordnung dieser Indizes bestimmten Ordnungsbeziehun
gen, angebracht werden. Wenn wir nnn aber zunlichst die lntervalle 
0 und 1 und einen Pnnkt p dazwischen wahlen, so konnen wir da-

nach die Intervalle � ,  � ,  1 ,  �' . . . in solcher Weise wahlen, dal3 

sie alle den Punkt p auslassen, und dal3 die Lage von p in bezug 
auf die Intervallmenge einem beliebig vorgegebenen, <lurch eine unbe
grenzte Folge von fre i en  Wahlen zwischen den Zahlen 0 und 1 
erzeug'ten unendlichen Dualbruch entspricht. Umgekehrt existiert also 
im intuitiven Kontinuum, in welchem eine geordnete Jntervallmenge M 
der obigen Art konst.ruiert ist, zu j edem <lurch eine unbegrenzte Folge 
von freien Wahlen zwischen den Zahlen 0 und l erzeugten unend
lichen Dualbruch ein Punkt, <lessen Lage in bezug auf .M dnrch den 
hetreffenden unendlichen Dualbruch eineindeutig charakterisiert ist. 
Diese Existenzbegriindung der reinen 2-finiten Menge li:tl3t sich auf 
beliebige n-finite Mengen, und auch auf (bier nicht in Betracht 
komrnende) beliebige allgemeinere Mengen erweitern. 

II. 

Wir wollen jetzt untersuchen, inwiefern die bis vor kurzem 
allgemein angenommenen Grundeigensehaften des formalistisch-altin
tuitionistischen Kontinuums fur das intuitionistische Kontinuum er
halten bleiben . Wir zahlen zunii.chst die bier in Betracht kommenden 
Eigenschaften auf: 

1 .  Die D i s k  r e  t h  e i t. Eine Spezies heil3t d i s k  r e  t, wenn fiir 
je  zwei ihrer Elemente entweder feststeht, dal3 sie gleich, oder daf3 
Rie yerschieden sind. 

2. Die 0 r d  n u n  g. Eine Spezies heil3t g e o r  d n e t, wenn flir 
ihre Elementepaare (a, b) eine o r d n e n d e  R e l a t i o n  a < b  (aqui
Yalent mit Ii > a) derweise definiert ist, dal3 die Gleiehheit von a 
nnd b mit der gleichzeitigen Absurditat von a <  b und a >  b aqui-

4) a. a. 0.,  S. 1 54. 
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valent ist, dal.l a <  b und a > b sich gegenseitig ausschliel3en, daJ3 
fiir a /

/ b entweder a <  b oder a >  b besteht1 und daJ3 erstens aus 
a <  b und b < c stets a <  c, zweitens aus a < b, a =  h und b = k 
stets h < k f olgt. 

3. Die I n s i c h d i ch t h e i t. Der Begriff dieser Eigenschaft be
ruht auf der Definition des Grenzelementes. Das Element a einer ge
ordneten Spezies S heiJ3t G r e n z el em e n t  der steigenden Fundamen
talreihe a1 , a2, • • •  (a1 < a2 • • • •  < a), wenn fiir jedes b < a  ein 
an > b existiert. Analog werden die Grenzelemente fallender Funda
mentalreihen definiert. Beide Arten von Grenzelementen werden als 
Hauptelemente bezeichnet. Eine geordnete Spezies, in welcher j edes 
Element Hauptelement ist1 hei13t i n  s i c h  d i cht .  

4. Die S ep arab i l i ta t  in  s i ch. Eine geordnete Spezies S heiJ3t 
s e p ar a b e l  in s i c h ,  wenn man in ihr eine solche Fundamentalreihe 
F angeben kann, daJ3 zwischen je zwei verschiedenen Elementen 
von S ein Element von F gelegen ist. 

6. Der Z u s a m m e n ha n g. Um diesen fiir geordnete Spezies zu 
definieren, nennen wir zwei Teilspezies Q( und � der geordneten 
Spezies S o r d n u n g sgemaJ3  g et r e nn t, wenn j edes Element von Q( 
jedem Element von � vorangeht. Die geordnete Spezies S heiJ3t zu
s a m me n  h an g e n d1 wenn bei jeder Teilung von S in zwei ordnungs
gemaJ3 getrennte Teilspezies :z und �' entweder :z ein letztes und � 
kein erstes, oder � ein erstes und :z kein letztes Element besitzt. 

Diese Eigenschaft des Zusammenhanges laJ3t sich nach der 
klassischen Theorie in die nachstehend unter 6. und 7. erwahnten 
Eigenschaften zerlegen : 6. Die Dbera l ld icb the i t. Eine geordnete Spezies heiJ3t ii b e r
a l l  d i c h t 1  wenn zwischen je  zwei verschiedenen Elementen a und b 
derselben ein Element c liegt, d. h. dal3 zu je zwei verschiedenen 
J<�lementen a und b derselben ein solches Element c existiert, daJ3 
entweder a < c < b oder n > c > b gilt. 

7 .  Die Kompakthe it. Diese besagt fiir geordnete Spezies, dal3 
zu jeder In t e rv a l l s c ha c h t e l u n g1 d. h. zu jeder unbegrenzten Folge 
von geschlossenen Intervallen 11 1 12 , • • • • •  1 wo jedes lv+1 eine 
Teilspezies von Iv ist1 ein alien Iv gemeinsames Element existiert. 

Diese sieben Grundeigenschaften werden wir der Reihe nach 
fur das intuitionistische Kontinuum priifen. 

1 .  DaJ3 das intuitionistische Kontinuum ( und ebenso <las redu
zierte Kontinuum) n i c h t  d i s kre t  i s t, folgt �- B. daraus, dalJ die 

Zahl + + pr, wo PJ die duale Pendelzahl ") der fliehenden Eigen-

l f f II d l 
. 

h 1 h 1 h' d 
. 

. sc ia t vorste t1 we er g eic 21 noc von -2- verse ie en 1st. 

2. DaJ3 das Kontinuum durch die der Anschauung entnommene 
Reihenfolge ihrer Elemente n i ch t g e or d n e t  ist, erweist sich am 

5) a. a. 0., S. l fil . [4] 
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Elemente p, fiir <lessen bestimmende konvergente Folge c1, c2 , • • . •  

c1 im Nullpunkt und jedes cv+1 = cv gewahlt wird, mit der einzigen 
Ausnahme, da13 ich, sobald von einer bestimmten fliehenden Eigen
schaft f mir eine Losungszahl "A1 bekannt wird, <las nachste Cv gleich 
- 2-v-1 wahle, und daB ich, sobald mir ein Beweis der Absurditat 
dieser Losungszahl bekannt wird, das nachste Cv gleich 2-v-l wahle. 
Dieses Element p ist von Null verschieden, ist aber trotzdem weder 
kleiner als Null noch grofier als Null. 

Mit dem obigen Gegenbeispiel ist allerdings nur gezeigt, daLl 
die unscharf empfundene ,,natiirliche Ordnung" des Kontinuums 
keine Ordnung des intuitionistischen Kontinuums abgibt. Man kann 
aher zeigen, da13 auch eine anderweitige Ordnung des intuitionisti
schen Kontinuums, und sogar des reduzierten Kontinuums, hoffnungs
los 6) ist ; ein Resultat, das in schroffem Gegensatz steht zu der 
noch vor kurzem allgemein verbreiteten Ansicht, dal3 daR Konti
nuum in verschiedenartigster Weise nicht nur geordnet, sondern so
gar wohlgeordnet werden konne. 

An die Stelle der Ordnung tritt fiir das intuitionistische Kon
tinuum die etwas schwacbere Eigensehaft der v i r tue l l e n  O r d
n ung, die folgenderma13en detiniert wird : Eine Spezies S heiBt vir
tuell geordnet, wenn die ordnende Relation < nieht flir die volle 
Spezies der Paare von verschiedenen Elementen von S, sondern nur fiir 
eine Teilspezies derselben festgelegt ist, und zwar mit der Mafigabe� 
dal3 folgende fiinf Axiome erftillt sind : 

1 .  Die Beziehungen r = s, r < s, r > s schlie13en einander ans. 
2. Aus r = u, s = v, r < s  folgt u < v. 
:-\. Aus r < s, s < t folgt r < t .  
4 .  Aus der gleichzeitigen Ungereimtheit der Beziehungen r > s 

und r = s folgt r < s.  
5. Aus der gleichzeitigen Ungereimtheit der Beziehungen r > s 

und r < s  folgt r = s. 
Diese Axiome garantieren die Existenz jeder solchen Relation 

a =  b oder c < if  zwischen Elementen von S, welche den bestehen
den Relationen dieser Art widerspruchsfrei hinzugefiigt werden kann, 
so dal3 eine virtuelle Ordnung sich als u n e r w e i t e rbar  erweist. 

Eine derartige virtuelle Ordnung wird fiir das intuitionistische 
Kontinuum in weitgehender Obereinstimmung mit der naiven An
schauung folgendermal3en hergestellt : Seien TC' und TC" zwei Elemente 
des Kontinuums. Wir schreiben ,.' � ,." , wenn ein Endsegment 
einer Folge p' von ,.' nach der ,,nattirlichen Ordnung" durch zwei 
verschiedene rationale Zahlen von einem Endsegment einer Folge p" 
von ,.,, getrennt wird ; -rr' � ;: " , wenn ,., 3::::: ,.,, unm(iglich ist ; 

6) Flir die Ordnung des vollen Kontinuums milBte man niimlich, kurz aus
gedrilckt, eine Methode zur Liisung siimtlicher mathematischer Probleme be
sitzen ; filr die Ordnung des rednzierten Kontinuums eine Methode zur Liisung 
siimtlicher mathematischer Probleme, welche einer bestimmten, sehr allgemeinen 
Kategorie (auf deren nahere Umschreilnmg wir bier nicht eingehen) angehiiren. 
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-:;' < -;;" , wenn "'' � -r;" und uberdies "'' /,/_ "'" . Fiir diese ordnende 

Relation sind in der Tat die fiinf Axiome der virtuellen Ordnung 
erfiillt. 

3. Die (auf virtuelle Ordnung erweiterte) I n s i c h dichthe i t  im 
obigen Sinne besteht fur das intnitionistische Kontinunm n i cht, und 
zwar weil die obige Charakterisierung der Elemente desselben als 
Hauptelemente versagt. Denken wir namlich eine Charakterisierung 

1 
des Elementes 2 als Hauptelement auf Grund einer konvergenten 

Folge a1 < a2 • • • < -� · .  Alsdann konstruieren wir in folgender Weise 

eine Folge d1, d2 , • • •  : Wir bestimmen der Reihe nach d1 = a1 , 
d2 = a2 , • • •  , und setzen in dieser Weise dv = av ,  so lange uns von 
einer bestimmten fliehenden Eigenschaft weder eine Losungszahl, 
noch die Absurditat einer solchen bekannt geworden ist ; wenn aber 
zwischen der Bestimmung von dv und dv+i eines dieser beiden Er
eignisse eintritt, so setzen wir d,, = d" = av fiir fl· > v. Das zu dieser 

Folge d1 , d2, • • •  gehorende Element des Kontinuums d ist < -� ; 
trotzdem kann kein solches av angegeben werden, dal3 av > d ist. Fiir 
das volle intuitionistische Kontinuum ist mithin die Insichdichtheit 
nach der obigen Definition mindestens hoffnungslos [im Sinne von 
Fnl3note 6)] ; fur das reduzierte Kontinuum llil3t sich das gleiche zeigen. 

Um fiir das intuitionistische Kontinuum bzw. fiir das reduzierte 
Kontinuum die Eigenschaft der lnsichdichtheit wiederherzustellen, 
unterziehen wir die Definition derselben einer logischen Umformung, 
d. h. wir geben derselben eine andere (mit der vorstehenden nach 
der klassischen Auffassung iiquivalente, nach der intuitionistischen 
Auffassung jedoch nicht aquivalente) Form. Dazu haben wir zu
nachst fiir virtuell geordnete Spezies den Begriff des I n t er v a 1 1  s 
zu erklaren : Fiir zwei beliebige Elemente a und b der virtuell g e
ordneten Spezies S bezeichnen wir als das g e s c h l o s s e n e  I n t er
Y a 1 1  a b  die Spezies derjenigen Elemente c von S, fiir welche weder 
die Beziehungen c > a  und c > b, noch die Beziehungen c < a  und 
c < h zusammen bestehen konnen. Unter dem offe n en I n t e r vall  
a h  verstehen wir die Spezies derjenigen Elemente c von S, welche 
z w i s  c h  e n  a und b liegen, d. h. erstens sowohl von a wie von b 
Yerschieden sind, zweitens zum geschlossenen Intervall a b  gehoren. 
Dabei werden a und b als E n d e  l e  m e n  t e sowohl des geschlosse
nen wie des offenen Intervalls a b bezeichnet. Dieses ,,Zwischen" 
ist im Falle, dal3 a <  b ist, offenbar mit dem klassischen ,,Zwischen" 
aquivalent. Wir bezeichnen nun ein Element e der virtuell geord
n eten Spezies S als H a u p t  e 1 e m  e n  t, wenn es eine unbegrenzte 
Folge von verschiedenen geschlossenen Intervallen gibt, von denen 
jcdes folgende im vorhergehenden enthalten ist, und welche alle 
das Element e enthalten, wiihrend jedes zu ihnen alien geh<irige Ele
ment mit c identisch ist. Auf der Grundlage dieser Definition des 
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Hauptelementes ist dann auch das intuitionistische Kontinuum bzw. 
das reduzierte Kontinuum wieder in sich dicht. 

4. Von der (auf virtuelle Ordnung erweiterten) S e p  a r a  b i  l i
t ii t i n  s i c  h stellt sich ftir das intuitionistische Kontinuum wie 
folgt die Unhaltbarkeit heraus : Es sei F die diskrete und geordnete 
Fundamentalreihe, auf welcher die Separabilitiit in sich des Konti
nuums K beruhen soll. Es sei p1 das erste Element von F. Wir diirfen 
annehmen, daf3 p1 > 2-n ftir eine passende natiirliche Zahl n. Es 
sei p2 das erste in F auf' Pt folgende Element von F, das zwischen 
p1 und dem Nullpunkt gelegen ist, Ps das erste in F auf p2 folgende 
Element von F, das zwischen p1 und p2 gelegen ist, p4 das erste 
in F auf p3 folgende Element von F, das zwischen p1 und p3 gelegen 
ist usw. Wir konstruieren in folgender Weise eine konvergente Folg-e 
1111 , m2, • • •  von Elementen von F: Wir setzen mv = Pv , so lange 
uns von einer bestimmten fliehenden Eigenschaft weder eine Li:i
sungszahl noch die Absurditiit einer solchen bekannt geworden ist : 
wird aber zwischen der Bestimmuug von rnk und mk+1 eine Losungs
zahl gef'unden oder die Absurditiit einer solchen bewieseu, so setzen 
wir inv = p" fiir v > k. Das zu dieser konvergenten Folge gehOrende 
Element p von K ist verschieden von p, ; trotzdem kann kein zwi
schen p und Pt gelegenes Elemeut von K augegeben werden. FUr 
das volle intuitionistische Kontinuum ist mithin die Separabilitiit in 
sich nach der obigen Definition mindestens hoffnungslos [im Sinne von 
Fuf3note ij)] ; ftir das reduzierte Kontinuum Iaf3t sich das gleiche zeigen. 

Auch die Eigenschaf't der Separabilitiit in sich liifit sich fiir 
das intuitionistische Kontinuum <lurch eine logische Umformung der 
Definition wiederherstellen. Dazu nennen wir zwei verschiedene Ele
mente a und b einer virtuell geordneten Spezies s c h  a r f  verseh iede  n 
und das lntervall a b  a u  s g e d e  h n t, wenn die Komplementarspezirs 
k (a b) des off en en Intervalls a b in eine Teilspezies k1 (a b), deren Ele
mente sowohl <. a  wie S b  sind, und eine Teilspezies k2 (a b), deren 
Elemente sowohl > a  wie > b sind, z e r  l e g  t (im unten unter 
5. erklarten Sinue) ist 7), und fordern fiir die Separabilitat in sich 
der virtuell geordneten Spezies S nur, daf3 in S eine solche diskrete 
und geordnete Fundamentalreihe F besteht, daf3 zwischen je zwei 
scharf verschiedenen Elementen von S ein Element von F ge
legen ist. 

f>. Um das intuitionistische Kontinuum auf' die Eigenschaft des 
Z u s  a m  m e n  h a n g  es zu priifen, mtissen wir zunachst den Begriff 
der ,,Teilung" niiher betrachten. Dieser Begriff ist niimlich im ln
tuitionismus einer Prazisierung bediirftig, fiir welche insbesondere 
die Begriffe der Z u s a m m en s e t z u n g  und der Z er l e g u n g  sich 
darbieten . Wir sagen, daJJ die Spezies P sich aus ihren elemente
fremden Teilspezies () und R z us a m m e ns et zt, wenn die Existenz 
eines von ® ( Q, R) verschiedenen Elementes von P ad absurdum 
gefiihrt werden kann. Weiter sagen wir, daf3 die Spezies P in ihre 
elementefremden Teilspezies () und R z er legt  ist, wenn I' = ® (Q, R) 

7) Alsdann ist sicher entweder a <  b oder b < a. 
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gilt. Wir wollen nun von s c h a r fz u s a m m e n h a n g e n d  bzw. von 
schwach z u s am m e n h a n g e n d  sprechen, wenn der zugrunde Iiegende 
'l'eilungsbegriff zum Zusammensetzungs- bzw. zum Zerlegungsbegriff 
prazisiert ist. Alsdann ist im vollen intuitionistischen Kontinunm der 
schwache  Z usammenhang  i n h a l t s l o s  auf Grund des Satzes 
von der U nz er legbarke i t  d e s  K o n t i n un m s, welcher besagt, daf3 
bei einer beliebigen Zerlegung des Kontinuums in eine diskrete 
Spezies von 'l'eilspezies eine dieser Spezies mit dem Kontinunm 
identisch ist. Der s ch arfe Z n s a m m e n h a n g  dagegen ist im vollen 
intuitionistischen Kontinnum fa l sch, wie aus folgendem Gegenbeispiel 
hervorgeht :  Wir betrachten die Fundamentalreihe a1 1 a2 , • • • , wo, 
wenn )'! die LUsungszahl einer bestimmten fliehenden Eigenschaft f 
bedeutet, av = 1 -2-v for v < 'A1 und av = 2-2-v fiir v > �·  Unter 
E, verstehen wir die Spezies derjenigen Eiemente e von K, zu 
denen ein solches v existiert, dal3 av > e und noter K2 die Spezies 
derjenigen Elemente e von K, fiir welche kein solches v existieren 
kann, dal3 av > e. Diese Spezies K1 nnd K2 sind ordnnngsgema13 
getrennt, und K setzt sich ans K1 nnd K2 zusammen ; trotzdem be
sitzt weder K1 ein letztes, noch K2 ein erstes Element. 

Dal3 fiir <las reduzierte Kontinuum der schwache Zusammen
hang nicht gleichzeitig einen Inhalt besitzen und zutreffen kann, seben 
wir so ein : es sei e das letzte Element der "vorderen" 'l'eiispezies 7-, 

wobei wir annehmen diirfen, dal3 e > ! und e <:::: ! ist. Alsdann 

mul3 einerseits jedes Element b > e des reduzierten Kontinuums zu � 
gehoren, andererseits ist b' > e fiir j edes Element b' von �- Die 'l'eil
�pezies � ist mithin mit der 'l'eilspezies der Elemente > e, die Teil
spezies ('I. mit der Teilspezies der Elemente <:::: e identisch, so dal3 
jedes Element des reduzierten Kontinuums entweder <:::: e oder > e 
sein miiJ.He, was nicht der Fall ist. Die Falschheit des starken Zu
sammenhanges folgt fur das reduzierte Kontinuum ans dem gleichen 
Beispiel wie fur <las voile Kontinuum. 

Um fiir das intuitionistische Kontinuum die Eigenschaft des 
Zusammenhanges mittels logischer Umformung der Definition wieder
herzustellen, sagen wir, dal3 die virtuell geordnete Spezies S in die 
ordnungsgemal3 getrennte Teilspezies ('I. und �' aus tlenen sic sich 
zusammensetzt, e r  s c h  o p  fe n d  g e t e i 1 t ist, wenn frlr zwei beliebige 
scharf verschiedene Elemente a und b (a < b) entweder alle Ele
mente S a zu 'Y.. oder alle Elemente > b zu � gehoren, und nennen 
die virtuell geordnete Spezies S fr  e i bzw. g e b u n  d e n  z u s  a m  m e n
h a n  g e n  d, wenn bei jeder erschopfenden Teilung von S bzw. bei 
j eder <lurch ein Gesetz bestimmten erschopfenden 'l'eilung von S in 
zwei ordnungsgemal3 getrennte Teilspezies 'Y.. und � ein solches 
Element e von S besteht, dal3 jedes Element < e zu 'Y.. und jedes 
Element > e zu � geMrt. Alsdann ist <las volle intuitionistische Kon
tinuum frei und <las reduzierte Kontinuum gelmnden zusammenhangend. 

6. Von einer Db e r  a I I d  i c h  t h e  i t  nach der obigen Defini
tion kann beim intuitionistischen Kont�nuum bzw. beim reduzierten 
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Kontinuum schon deshalb nicht die Rede sein, weil diese Eigen
schaft allererst fordert, daJ3 fti.r je  zwei verschiedene Elemente a 
und b entweder die Relation a < b oder die Relation a > b besteht ; 
d. h. die Ordnung der betreffenden Spezies voraussetzt. Wenn wir 
aber das Wort "zwischen" fti.r virtuell geordnete Spezies im oben 
unter 3. erklli.rten Sinne auffassen, dann lii/Jt sich zwischen je zwei 
verschiedenen Elementen des vollen Kontinuums K ein weiteres 
Element von K bestimmen, so daJ3 in dieser Weise die Eigenschaft 
der tlberalldichtheit fiir das volle Kontinuum wiederhergestellt ist. 
Fiir das reduzierte Kontinuum wird das gleiche in gleicber Weise 
erreicht. 

7. DaJ3 w e d  e r  fiir das intuitionistische Kontinuum n o  c h  fiir 
das reduzierte Kontinuum (auf virtuelle Ordnnng erweiterte) K o  m
p a k t  h e i t  im obigen Sinne besteht, erseben wir aus folgendem Bei
spiel : Es sei ).1 die Ltisnngszahl der paritli.tsfreien fliehenden Eigen-

schaft /, und es sei Iv = ( - ! , + ! ) fur v < ).1, Iv = (- ! , - ! ) 
fiir v > �f und ).1 ungerade, Iv = ( + ! , + ! ) flir v > ).1 und � ge

rade. Alsdann besitzt die Intervallschachtelung J1, I2, • • •  kein allen 
Iv gemeinsames Element. 

Um mittels logischer Umformung der Definition fiir das intui
tionistische Kontinuum bzw. fiir das reduzierte Kontinuum die Eigen
schaft der Kompaktheit wiederherzustellen, versteben wir unter 
einer p r a d e s t in i e r t e n  I n t e r v a l l s c h a c h t e l u n g  eine F u n
d a m e n  t a 1 r e  i h e  von geschlossenen lntervallen Ii, Li, . . .  , w o 
jedes lv+1 eine Teilspezies von Iv ist, nennen eine Intervallschach
telung Ii , I2, • • •  h o  h 1, wenn zu jedem Element 7t' der betreffenden 
virtuell geordneten Spezies ein solches v,. bestimmt ist, daJ3 7t' nicht zu 
Iv"' gehtiren kann, und definieren die fre ie  bzw. gebundene  Kom
p a k t heit  als die Unmoglicbkeit der Existenz einer hohlen Intervall
schachtelung bzw. einer hohlen prli.destinierten Intervallscbacbtelung. 
Alsdann ist das volle intuitionistische Kontinuum frei und das redu
zierte Kontinuum gebunden kompakt. 

Zu einer anderen geeigneten logischen Umformung der Defini
tion gelangen wir, indem wir eine Intervallschachtelung 11 , 12 , • • •  

u n b e s c h r a n k t  k o n t r a h i e r e n d  nennen, wenn zu jedem aus
gedebnten Intervall I ein solcbes v bestimmt ist, daJ3 Iv unmoglich 
eine Teilspezies von I sein kann, und eine virtuell geordnete Spe
zies S als fr e i  bzw. g e b u n d e n  k o m p a k t  bezeicbnen, wenn zu 
jeder unbegrenzt kontrabierenden Intervallschacbtelung bzw. zu jeder 
unbegrenzt kontrabierenden pradestinierten Intervallscbachtelung 11, 
12, • • •  ein allen Iv gemeinsames Element von S existiert. Auch in 
diesem Sinne ist das volle intuitionistisehe Kontinuum frei und das 
reduzierte Kontinuum gebunden kompakt. 



A. Fraenkel, Zehn Vorlesungen iiber die Grundlegung der Mengenlehre. 
(Wissenschaft und H ypothese XXXI .) Leipzig und Berlin 1927, B .  G. Teubner. 
.'!Ut 8.-. 

Das Buch gibt den durch zahlreiche Zusiitze und reichliche Literatur
angaben ergiinzten Inhalt wieder von zehn im Sommer 1925 in Kiel gehalte
nen Vortriigen. Der Hauptteil ist den eigenen Untersuchungen des Verf. 
gewidmet, welche auf die Beseitigung der der Z e r m e l o schen Axiomatik in
folge der Benutzung des verschwommenen Begriffs der , ,definiten Eigen
schaft" anhaftenden Mangel gerichtet sind und zu diesem Zwecke eine aus 
Spezies und Funktionen bestehende Welt, ausgehend von einem primiiren 
Bereich, schrittweise erweitern, indem auf die j edesmal schon bestehende 
Welt abwechselnd die Funktionsdefinition und die speziesschaffenden 
Axiome angewandt werden. Ausfiihrlich wird erortert, daB durch diese 
Z e r m e l o - F r a e n k e l sche Axiomatik die bekannten Antinomien der klassi
schen Mengenlehre vermieden werden, gegen die Moglichkeit des Auf
tauchens neuer Antinomien dagegen nicht die geringste Garantie geleistet 
wird. Aus dem Aufbau der Spezieslehre nach den genannten Prinzipien ge
langen insbesondere die Theorien der Aquivalenz, der Ordnung und der 
Endlichkeit zur Behandlung. Betrachtungen iiber die Vollstiindigkeit, 
Widerspruchsfreiheit und Unabhiingigkeit des Axiomensystems werden 
angegliedert, wobei hauptsiichlich demonstriert wird, daB auf diesem Ge
biete zwar Ausblicke eroffnet und Methoden und Desiderata formuliert, 
Resultate dagegen so gut wie keine erzielt worden sind. 
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Literarisches II 
Des weiteren bringt das Buch erstens eine Ubersicht der R i c h a r d 

P o i n c a r e - R  u s s e l l schen Versuche, mittels Verwerfung der nichtpradika
tiven Begriffsbildungen die Antinomien zu tilgen, zweitens einen Bericht 
iiber den Intuitionismus. Am letzteren ist vor allem auszusetzen, daB die 
Unterscheidung zwischen altem Intititionismus (der das Uberabzahlbare, 
insbesondere das Kontinuum, rnittels des Komprehensionsaxioms einfiihrt 
und die herkommliche Mathematik anerkennt, nur in befriedigender Weise 
zu rechtfertigen versucht) und neuem Intuitionismus (der <las Uberabzahl
bare in der erzeugenden Kraft der Menge besitzt, die herkommliche Mathe
matik verwirft, und seine Hauptaufgabe im Neubau der Mathematik un
abhangig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten erblickt) ,  von 
der S. 34-35 richtig ausgegangen wird, bei den weiteren Erorterungen 
wieder zerflieJ3t , so daJ3, wenn vom Intuitionismus im allgemeinen ge
sprochen wird, bald ausschlieJ3lich der alte, bald (und dies haufiger) aus
schlieJ3lich der neue Intuitionismus gemeint sein kann. 

Unter den zu beanstandenden Au8erungen des Buches heben wir folgende 
hervor : 

(S.  44) da8 der Mengenbegriff von B r o u w e r  eingeengt worden sei auf 
entscheidungsdefinite Gesamtheiten, fiir die die Frage, ob es darin Elemente 
von vorgegebener Eigenschaft gibt, stets, und zwar auf konstruktivem 
Wege, entscheidbar sei : 

(S. 58) da8 die Intuitionisten mittels einer ganz engen Mengendefinition 
kurzerhand einen groJ3en Teil der Analysis vom mathematischen Gesamt
korper amputieren ; 

(S. 86) daJ3 auch vom intuitionistischen Standpunkt der Beweis eines 
mathematischen Satzes unter Mitbenutzung des Auswahlaxioms eine Be
kraftigung sei von der Aussichtslosigkeit jedes Versuchs, <las Gegenteil 
des betreffenden Satzes zu beweisen ; 

(S.  152) da8 die Postulate E u c l i d s  vielfach wegen ihrer ,,Evidenz" 
keines Widerspruchslosigkeitsbeweises bediirfen ; 

(S. 154) daJ3 von allen, die von einer bestimmten mathematischen Frage 
den Sinn bejahen, nur iibereinstimmende Antworten auf diese Frage zu er
warten seien ; 

(S. 156) daJ3 dem Gelingen eines Widerspruchsfreiheitsbeweises vermut
lich auch von den Intuitionisten ein bedeutsamer Erkenntniswert zuzu
sprechen ware ; 

(S. 161) da8 es, ausgehend von den natiirlichen Zahlen als etwas Ge
gebenem, ein Unternehmen von wahrhaft gigantischer mathematischer und 
philosophischer Bedeutung ware, von jenem Ausgangspunkt aus das Kon
tinuum als widerspruchsfrei zu erweisen . 

Laren (Nordholland) . L. E. J. BROUWER. 



VOLITION, KNOWLEDGE, LANGUAGE 

3. The intuitionistic reconstruction of mathematics 
Premising that rational reflection leads to the conclusion that the exactness of 
mathematics, in the sense that mistakes and misunderstanding are excluded, cannot 
be secured by l inguistic means, the question arises whether it can be secured by 
other means. The answer is that the languageless constructions which arise from 
the self-unfolding of the basic intuition, are exact and true, by virtue of their very 
presence in the memory, but that the human faculty of memory which must 
survey these constructions, is by its nature limited and l iable to error, even when 
it seeks the support of linguistic signs. Thus for a human mind equipped with an 
unlimited memory, pure mathematics, practised in sol itude and without using 
l inguistic signs, would be exact, but the exactness would be lost in mathematical 
communication between human beings with an unlimited memory, because they 
would sti l l be thrown upon language as their means of understanding. 

Let us further ask the question in the fol lowing form : Wil l  hypothetical human 
beings with an unlimited memory, who use words only as invariant signs for de
finite elements and for definite relations between elements of pure mathematical 
systems which they have constructed, have room in their verbal reasonings for the 
l ogical principles as rules for tacking together mathematical affirmations? Or, 
what comes to the same : Wil l  human beings with an unlimited memory, while 
surveying the strings of their affirmations in a language which they use for an 
abbreviated registration of their constructions, come across the linguistic images 
of the logical principles in all their mathematical transformations? A conscientious 
rational reflection leads to the result that this may be expected for the principles 
of identity, of contradiction and of the syl logism, but for the principium terti i  
exclusi only in so far as i t  is restricted to affirmations about parts of a definite, 
finite mathematical system, given once and for all whilst a more extensive use of 
this principle would not occur, because in general its application to purely mathe
matical affirmations would produce word complexes devoid of mathematical sense 
and hence devoid of any sense whatever. 

It fol lows that the language of daily intercourse between people with a l imited 
memory, being necessarily imperfect, l imited and of insecure effect, even if it is 
organised with the utmost practically attainable refinement and precision, will 
only be suitable for its task of mnemotechnic, economy of thought and under
standing in mathematical research and in mathematical intercommunication, if 
any application of the principium tertii exclusi which is not restricted to a well 
defined finite system, is avoided. 

This insight, directive for the so-called intuitionist study of mathematics, has 
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failed in classical mathematics, in consequence of the historical development of 
the authority ascribed to logic. Hence in the course of centuries not only a number 
of theorems which since have been disproved by intuitionism, were believed in  
classical mathematics to be  true, but several pretendedly mathematical theories, 
to which intuitionism must deny any mathematical significance, were elaborated 
on this basis. In general intuitionism brings about a complete recasting of mathe
matics, with the result, to our regret, that in many places its supple and elegant 
character is lost, and it has to assume much harsher, more tortuous and more 
complicated forms. Alas, the spheres of truth are less transparent than those of 
il lusion. 

In order to il lustrate the reconstruction of mathematics by some simple examples, 
we consider in the first place the so-called fundamental theorem of algebra, which 
asserts that every algebraic equation has at least one root. In every classical proof of 
this theorem the principium terti i  exclusi was used. For instance, one of the best 
known proofs derives a contradiction from the hypothesis that a polynomial 
function of a complex variable would have a bounded range in the complex plane. 
Another classical proof is based on the presupposition that the discriminant of an 
equation is either zero or greater in absolute value than a rational number apart 
from zero. Up to about ten years ago every current proof was subject to an analog
ous criticism. Therefore the fundamental theorem of algebra had to be considered 
in intuitionistic mathematics as a wordcomplex devoid of sense until an algorithm 
was constructed by which, at least for an extensive set of algebraic equations, a 
root can be calculated from the coefficients. 

In order to construct some further examples, we introduce the intuitionistic 
notions of a fleeing property and of the oscillating number of a fleeing property. 
A fleeing property is a property which can be proved for any given natural number 
either to hold or to be contradictory, whilst neither a number with that property 
is known, nor a proof that it is contradictory for every natural number. By the 
critical number k v of a fleeing property v we mean the (hypothetical) smallest 
natural number for which the fleeing property holds, by an up-number, resp. a 
down-number of v a natural number that is not smaller, resp. smaller than the 
critical number. It goes without saying that v loses the character of a fleeing 
property as soon as an up-number for v is found. The fleeing property is called 
two-sided if it can be proved contradictory neither for every even number, nor for 
every odd number. By the oscillatory binary shrinking number sv of the two-sided 
fleeing property u we mean the limit of the fundamental sequence a 1 ,  a2 , • • .  , 
where av = ( -2 ) - v if v is a down-number and a" = ( - 2tk" if v is an up-number 

[2] of v. This limit is neither positive nor negative nor equal to zero, it is neither 
equal to zero nor different from zero and neither rational nor irrational ; never
theless it is a real number and therefore it clearly i l lustrates the invalidity of the 
principium tert i i exclusi .  If we further define the binary approximation number nu 
of v as the limit of the fundamental sequence b1 , b2 , • • • , where bv = 2-v if v is a 
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down-number and bv = rkv if v is an up-number of v, then we are able to throw [3] 

l ight upon the following four properties which are elementary as well as classical. 
I .  For two straight l ines in the projective plane at least one common point can 
be found. 
2. If a continuous function is negative for x = a and positive for x = b > a, then 
a value of x between a and b can be found for which the function is equal to zero. 
3. If a continuous function with a continuous derivative is equal to zero for 
x = a and for x = b > a, then a value of x between a and b can be found for 
which the derivative of the function is equal to zero. 
4. Given two positions of a solid in Euclidean space that can move around a 
fixed point, at least one line through the fixed point can be found which has the 
same situation in both positions. 

To refute the first theorem, we draw in the Euclidean plane, furnished with an 
orthogonal coordinate system, a straight l ine I through the points ( 1 ,  sv) and 
( - 1 , nv). For this l ine I a point of intersection with the axis of X can be found 
neither in the finite, nor in the infinite. 

To refute the second theorem we consider the function of x which for the 
values - 2, - 1 , 1 ,  2 of x takes successively the values 1, nv , sv , - 1  and which 
is l inear between any two consecutive cf these values. No value of x for which this 
function i s  zero, can be found. 

To refute the third theorem, we consider the definite integral, starting from 
x = - 3, of the function of x which for the values - 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3 of x 
takes successively the values 1 ,  nv , sv , - 1 ,  - nv ,  - sv ,  1 and which i s  l inear be-
tween any two consecutive of these values. This gives a continuous function with [ 4] 

a continuous derivative, equal to zero for x = - 3 and for x = 3, whilst no 
i ntermediate point for which the derivative is equal to zero can be found. 

In order to refute the fourth theorem we define as fol lows in Euclidean space, 
furnished with an orthogonal coordinate system, a fundamental sequence r1 , r2 , • • •  

of rotations of a solid body movable around the origin a s  a fixed point, all starting 
from the same initial position s0• The rotation r3• is effected around the axis of 
X through an angle a3. ,  the rotation r3. + 1 around the axis of Y through an angle 
a3. + 1 ,  the rotation r3. + 2 around the axis Z through an angle a3. + 2, where the aP 
have the same meaning as above in the definition of the osci llatory binary shrink- [5] 

ing number of a fleeing property. Let sP be the position that results from s0 by 
the rotation r P' and let s be the l imit position of s1 , s2 , . . • •  Then we cannot find 
a l ine through the origin which has the same situation in s0 and in s. 

The fragments of these theorems that remain valid intuitionistically are the 
fol lowing : 
I .  If 11 and /2 are lines in the metrical projective plane, then it i s  possible to find 
for every positive e a point p1 on 11 and a point p2 on 12 such that the distance 
between p 1 and p2 is less than a. 
2. If a continuous function is negative for x = a and positive for x = b > a, then 
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it is possible to find for every positive t: a value of x between a and b, for which 
the function has an absolute value < t:. 
3. If a continuous function with a continuous derivative is zero for x = a and 
for x = b > a, then it is possible to find for every positive t: a value of x between 
a and b, for which the derivative has an absolute value < t:. 
4. Given two positions of a solid i n  Euclidean space, that can move around a 
fixed point, it is possible to find for every positive c: a straight l ine through the 
fixed point, such that the angle between its situations in the two given positions 
is less than t:. 

Plenty of analogous examples can be constructed in almost every part of 
mathemat ics. Nevertheless these do not suffice to reduce classical mathematics to 
silence, because it is supported by the circumstance that the principium tertii 
exclusi, though not valid, is also non-contradictory as long as it is only applied 
to finite sets of properties. Thus intuitionism is deprived, in its contest against the 
errors of classical mathematics, of the readiest means of repressing errors of 
thought, namely reduct io ad absurdum, and it is thrown upon admonition to 
reasonable reflection only. 



SIGNIFIC DIALOGUES 

by L. E. J. Brouwer, Fred. 1 •an Eeden, Jae. van Ginneken S.J. and G. Mannoury 

�FRAG MENTS) 

SIGNIFIC STUDY OF LANGUAGE AND PHILOSOPHY 

Basic program of the 'Signific Circle' founded at Buss um on May 2 1 ,  1 922 

The meaning of a l inguistic act for the speaker and for the hearer can but partly 
be determined from the words or symbols which are employed in it, and it can 
only approximately be expressed i n  other words. However there is a great differ
ence in the extent to which such acts can be dissected i nto and approximated by 
words. I n  the language of science ( in part icular that of mathematics) and (albe i t  
to a less extent) in that of technics a fairly great stabil ity in the meaning of words 
and l inguistic acts can be attained by means of example and stepwise definit ion, 
whilst in primit ive, passionate or poetical language, and even in that of daily 
intercourse, it is out of the question to give proper definitions; on the contrary, 
here the mostly very intricate complexes of conscious or semiconscious mental 
elements, tied more or less strongly to words as their images, are different for 
every case. It must however be remarked that neither the former, more i ntellectually 
tinged, mental elements, nor the opposite, which are more penetrated with emo
tional and volit ional mot ives, are completely absent in any l inguistic act .  

This d ist inction is the or igin of several variegations of reflection upon language, 
of which the formalistic-logical and the immediately-intuit ive forms can be con
sidered to a certain extent as extremes, and which together and in their mutual 
connect ions const itute the subject of signific study of language. 

The undersigned are in agreement that this study might be undertaken more 
systemat ically than up to now, that ample space ought to be allotted therein to 
experimental and stat istic methods, next to the i nt rospective i nvestigat ion of sub
conscious elements (which are often clearly i ntellectual in character), that this 
study can further the usefulness of language as a 111eans of understanding and of 
ordering our thoughts, and that it can, though only indirectly, aid an efficient 
extension of the tools of the language. But they also realize that signifies comprises 
more than just crit icism of language or even synthesis of language, that it must 
aim at a deeper insight into the connect ion between words and what is in the 
mind . In other words, that a signific philosophy is conceivable which is able 
largely to influence the social and spiritual cond it ion of mankind in future eras, 
in the sense that it wil l feel and act more in harmony than at present. 

With respect to the methods by which these more far-reaching purposes can be 
attained, and with respect to the connection to be laid between that signific philo-

1 937 
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sophy and the exist ing opinions in the social, philosophical and religious sphere, 
their views diverge, and they intend to develop their viewpoints, each according 
to his own conviction. However, in their opinion, this d ivergence, however deep 
it may be, does not interfere with cooperation on the basis which has been de
scribed above, and this conviction has been strengthened by their experience in 
numerous preliminary discussions ; this d ivergence even has an advantage, which 
must not be underestimated, for such investigations, because the distinctions to 
be studied wil l apply most strongly precisely to groups consisting of persons of 
different mental disposition. 

L. E. J. Brouwer 
Fred. van Eeden 
J ac. van Ginneken S.J. 
G. Mannoury 

SEPARATE STATEMENTS BY THE CIRCLE's MEMBERS 

For the undersigned signifies consists not so much in criticism of language as : 
I 0• in tracing emotional elements by analysing the causation and the effect of 
words. By this analysis the emotions which are connected with human under
standing can be brought better under control by the conscience. 
2°. in creating a new vocabulary which admits also the spiritual tendencies in 
human l i fe to considerate interchange of views and hence to social organisation. 

For the realisation of the former part of the program co-operation is i ndispens
able, for countless complexes of emotions can only be analysed by the catalyzing 
force of philosophical discussions between persons of different mental attitude. 

For a long t ime I have believed that also with respect to the creative activity 
mentioned under 2° co-operation, here among l i ke-minded people, would be highly 
important, but I have come more and more to the conviction that this higher task 
of signifies can only be accomplished by extreme mental concentration of the 
individual. 

L. E. J. Brouwer 

[There follow statements by Frederik van Eeden, Jae. van Ginneken S.J. and G.  
Mannoury.] 

DISCUSSION ON THE PREMISSES OF A GROUP 

BROUWER 
I consider a systematic investigation into the premisses which are at the basis of 
mental understanding between the members of a social or religious group more 



important than the direct study and analysis of the existing language. In my 
opinion the experiment can play an important part in this investigation, but first 
of all it must be clear what is to be investigated, and therefore there is no harm 
in d iscussing this point .  I see two kinds of premisses (which faci l itate mutual 
understanding within the group, but hamper it between groups) :  partly they con
sist in certain judgements that are endorsed or accepted by every member of the 
group (in most cases tacitly) and partly they consist only in the paths of associa
t ions, which are analogously (of course not identical ly) interlaced for different 
members of the same group. One might speak of nets of associations which confer 
their particular character to the different special languages of groups and races, 
whilst however the structure of these nets is never mentioned. I feel this for in
stance quite clearly when I think of the difference between Eastern and Western 
languages and when I try to understand why it is so difficult for the average 
Oriental and the average modern European to convey their thoughts to each other, 
no matter how well they know each other's language-in-the-narrow-sense. 
[There fol low interventions by Van Eeden and Mannoury] 

BROUWER 

I feel that we ought first to inquire into the 'Voraussetzungen' [premisses] which 
underlie the so-called professional (technical as well as scientific) languages; this 
research can prepare the way for the so much more subtle research with respect 
to social or racial groups. I would l ike to take as an example the commercial 
sciences, such as they are nowadays understood and taught in the schools. When 
the boys have lessons in commercial arithmetic and learn about drafts and in
surances, then of course there is no ment ion of the production process that under
l ies all these transactions, but nevertheless the production process is accepted as 
a whole by the simple fact that it is considered worth while to discuss its details. 

And accept ing it does not mean preferring i t ( f  speak only about elementary 
commercial instruct ion ), for the latter would involve a certain amount of mental 
comparison, which has not taken place, but it means dutifully accepting it as the 
only production system to be considered . Now personally I do not consider i t  of 
much importance whether words are used or not in accepting such a common 
point of departure. In the case that I took as an example such general words are 
in use, though they are seldom mentioned in the school. l mean mainly the word 
capital ism. The birth of such a general term, denoting an already assumed system 
of judgments, has consequences in two senses: constructive and destructive. In the 
first place constructive, for because people become aware of the common funda
mental notion they wi l l more easily keep hold of this notion and develop it , but in 
the second instance destructive, just as any attempt to clarify a notion wi l l  at the 
same time i l luminate its weaknesses. One might even ask oneself if systematization 
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of collective aims is not an initial symptom of the decadence of these aims. Here 
I think for i nstance of the general notion 'science' that systematizes what might 
be called 'technics', to wit : those actions which aim at providing the daily needs 
of l ife. 'Science' has subjected these actions and the corresponding aims to the 
regulation necessitated by their frequency, and has thereby i nduced people to do 
research which at first sight has no connection at al l  with the daily needs of l i fe, 
but which nevertheless, as a whole, promise a more effective and more complete 
appeasement of these needs. In this way even the average non-scientific man i s  
persuaded 'for the sake of science' to put up with certain sacrifices ( in money or 
in  the form of subordination to ideas which are propagated in the name of science), 
expecting vaguely that all this will bring society on a 'higher' level where also the 
narrow-minded will l ive better and more easily than to-day. So far, what we might 
cal l  becoming aware of science, is constructive. But at the same time this awareness 
leads to a questioning of the origin and the l imitations of this 'science', and I am 
sure that a 'bankruptcy of science' would never have been mentioned if that aware
ness had not preceded it. In fact every word starts an action - this holds for 
i ndividual words as wel l  as for words used by groups - but this action cannot 
always be gathered from the word alone, and certainly not if one considers it only 
prospectively and neglects to pay conscious attention to i ts retrospective character. 
[Here follows a discussion between Mannoury, Brouwer and Van Eeden.] 

DISCUSSION ON THE FORMALISTIC METHOD IN SIGNIFICS 

[The discussion is opened by statements of Mannoury, Van Eeden and Van 
Ginneken.] 

BROUWER 

True mathematics never lacks significance, because it is never without a social 
cause. Man came to think mathematically because only by applying this method 
of thinking was he able to prevai l  in the struggle for l ife which became more and 
more complicated and difficult. And in its turn this method of thinking gave rise 
to the need for a corresponding language which carries a will-impulse not word 
for word but only after longer and more complicated periods. 

MANNOURY 

Yet mathematics is cultivated to a large extent as Tart pour ! 'art' and then the 
formal structure does grow quite independent of social aims? 

BROUWER 

I am not so sure of that. When mathematical calculations are made simply by 



way of a game or a recreation, or as long as they serve only as a subject of in
struction, it is difficult to point out a direct connection with social causes. But this 
does not prove that such a connection does not exist at all . For that matter I have 
not meant to say that any i solated mathematical formula represents a 'jump from 
the end to the means' but only that mathematical thought, or rather mathematical 
sentiment, is a sort of network connecting the data which are necessary or valuable 
for our l i fe :  I imagine the will-impulses which are excited directly ('unvermittelt ' ) 
and about which I spoke just now, as golden buttons scattered here and there 
over that network which connects them and mutually relates them. 
[Interventions by Van Ginneken, Brouwer and Van Eeden] 

VAN EEDEN 
It can very well be imagined that a mathematician who, to speak with Mannoury, 
practices '!'art pour !'art', can attain by his calculations and refined analysis a 
deepening of spiritual l ife which people of a different disposition pursue by art 
or by contemplation. 

BROUWER 
I can share that feeling, but then it holds only for the intuitive, i .e. l iving mathe
matics, not for the formal language which accompanies mathematics as the 
weather-map accompanies the atmospheric processes. St i l l  I feel that also a for
mula, and perhaps even a calculating-rule, as long as it is manipulated, really has 
an asserting character in many more cases than would fol low from Marinoury's 
i deas, and I think even that the formula borrows its only importance from that 
asserting character. I l ike to i l lustrate this by the book-keeping of a bank : For the 
clerks who enter the items in the books, these items have no sense or importance 
whatever; they do their job to gain a l iving, but the fact that the board of the bank 
payc; them for book-keeping is accounted for by the interests that are served by 
the transactions. The banker sends an important telegram: this is l iving, asserting 
language ; the codewords in which it is written form what I call a sequence of 
ent ities which represents another sequence of perceptions and unattained aims , 
in other words they are as many l inks between the ultimate aims and the nearest 
means. If now the content of that telegram is reproduced in the bookkeeping, it 
does not lose that character, but i t  becomes only more difficult to perceive the 
connection between means and aims : the sequence of entities is transformed. For 
the bookkeeper this connection is then dissolved into a general feeling that he has 
conscient iously performed his duty, a feeling that is positively akin to the senti
ment that constitutes for the mathematician the notion of 'truth'. For it is also 
in this respect that I differ fundamental ly from Mannoury's .  conception, that 
mathematics, when it is made less formal, wi l l  pay for it by a loss of 'exactness', 
i .e . of mathematical 'truth'. For me 'truth' is a general emotional phenomenon, 
which by way of 'Begleiterscheinung' [accompanying phenomenon] can be coupled 

[45 1] 



[452] 

or not with the formalistic study of mathematics. And therefore I do not recognise 
as true, hence as mathematics, everything that can be written down in symbols 
according to certain rules, and conversely I can conceive mathematical truth which 
can never be fixed down in any system of formulas. Again just as in the adminis
tration of the bank : On the one hand it is quite possible to falsify the books though 
scrupulously heeding all the rules of the art of book-keeping, on the other hand 
it is impossible to enter into the books all the considerations of the banker and 
all the other factors that influence the financial power of the bank. 
[Short intervention of Mannoury] 

But even when the formal system coincides with intuitive mathematics, or ex
pressed more adequately, when they are parallel, then exactness l ies in the intuition, 
never in the formula. When I am travelling, I must rely upon the exactness of the 
time-table, and this does not mean that it has been derived from one basic for
mula according to certain previously fixed rules, but that it contains no misprints, 
in other words that it completely satisfies its composer by rendering his intentions. 
And this feeling of complete satisfaction is fundamentally identical to what I cal l  
the 'sentiment of mathematical truth', which I consider the only criterion of true 
mathematics. 
[The discussion continues.] 

DISCUSSION ON TH E SOCIAL IMPORTANCE OF SIGNIFICS 

BROUWER 

A system of language that would be purified of rhetoric, subjective, demagogic 
and in general of deceptively emotional admixtures would be of general human 
importance mainly because it would make possible a more adequate formulation 
of social purposes and thereby set bounds to the fatal influence which the personal 
motives and a ims of eloquent politicians have upon the destiny of nations and of 
individuals. In order to actualize such a system of language more is needed than 
purely scientific analysis and critical study of language, namely in the first place 
the choice and creation of words for basic immaterial notions, which can serve as 
elements for the construction of a more indicative language, suitable to express 
general mental values and human emotions of fraternity and solidarity. It wi l l  be 
impossible to choose or to create these words merely by a systematic method, but 
it wi l l  require the individual devotion of persons with a disposition to pure senti
ment and pure vol i t ion, guided by the desire of understanding which results from 
the demand of social reform. 
[The discussion continues.] 



Mathematics. - Zurn Triangulationsproblem 1). By Prof. L. E. J. 1 939 
BROUWER. 

( Communicated at the meeting of September 30, 1939 ) .  

§ 1 .  

linter einer geschlossenen p-dimensionalen Umgebungsmannigfaltig-
keit RP verstehen wir eine katalogisiertkompakte Spezies, welche folgende [1] 
Eigenschaften besitzt : 

1 .  RP enthiilt eine endliche Anzahl s von katalogisierten kompakten 
Teilspezies H1,  • • •  , Hs , wobei jedes Hv topologisches Bild des Cartesi
schen Einheitskubus ist, d.h. <lurch p Koordinaten x;- , . . .  , x; (0 =::;; x; =::;; 1 )  

eineindeutig und stetig beschrieben werden kann. Die Grenze von Hy. 
d.h. die Spezies derjenigen Punktkerne von Hv. die ein x1: = 0  oder ein 

x;, -= 1 besitzen, bezeichnen wir mit U. Das lnnere von Hv, d.h. die 

Spezies derjenigen Punktkerne von Hv, fur welche 0 <o x; <  o 1 (1 =::;; e =::;; p). 

bezeichnen wir mit Kv. 
2. Jedes Kv ist offen in RP . 
3. RP ist identisch mit 6 (K1 , K2, • • •  , K•). 
Alsdann kann eine solche positive Zahl 17 o> 0 angegeben werden, 

class, wenn wir die Spezies derjenigen Punktkerne von H•·, filr welche 

(s + 3) 1J <o x; <o I - (s + 3) 1J (1 � e :::;; p) mit .Kv bezeichnen, RP eben

falls mit 6 ( ,K1 ,  • • •  , ,K •) identisch ist. 
Die Spezies derjenigen Punktkerne von H", filr welche (g + 3) 1J <o 

<o x; <o 1 - (g + 3) 11 (1 ::S e �  p :  O ::S g ::S s). bezeichnen wir mit gH''. [2] 

Die Spezies derjenigen Punktkerne von H", filr welche (3 - g) 1J <o 
<o x; <o l - (3 - g) 17 ( 1 ::S e ::S p : O ::S g ::S 2) bezeichnen wir mit YH". 

Die Grenze von gH• bzw. YH" bezeichnen wir mit gL" bzw. YL" . Das 
lnnere von gHv bzw. YH" bezeichnen wir mit gK• bzw. gKv. 

Wir nennen RP ditferenzierbar zusammenhiingend, wenn filr be-

1) Der lnhalt dieses Aufsatzes wurde vom Verf. in der 1 58. Jahresversammlung der 

Wiskundig Genootschap zu Amsterdam am 24. April 1 937 vorgetragen. Wegen des 
fragmentarischen Charakters des Resultates sowie der intuit�onistisch nicht 'ganz vollen

deten Darstellungsform wurde von einer Veroffentlichung des Vortrags damals einstweilen 
Abstand genommen und zur erneuten Inangriffnahme des Gegenstandes hat der Verf. 
seitdem keine Gelegenheit gehabt. Weil aber des Verf. Mitarbeiter Herr Dr. FREUDENTHAL, 
der dem erwahnten Vortrage s.Z. beiwohnte, kiirzlich den Wunsch geaussert hat. an 

denselben anzukuiipfen, so hat der Verf. geglaubt , sich zur vorllegenden Veroffentlichung, 
die er sonst als verfriiht betrachten wiirde, entschliessen zu miissen. 
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liebig gewahlte µ und v in jedem gemeinsamen Punkte von K·" und 
Kv die Koordinaten x( . . . .  , x�' und die Koordinaten x;-• . . .  , x; nach-

einander beschrankt und gleichmassig stetig differenzierbar sind. 
Die im folgenden zu betrachtenden RP werden als di{ferenzierbar zu

sammenhiingend vorausgesetzt. 

§ 2 . 

[3] linter der m-teiligen Parallelzerlegung eines gemessenen p-dimensi-

[454] 

onalen Fragmentes F verstehen wir die simpliziale Zerlegung von F. 
welche entsteht, wenn wir in jedem reprasentierenden Simplex S von F 
jede Hohenlinie in m gleiche Segmente zerlegen, in den Teilpunktkernen 
ebene (p - 1 )-dimensionale Raume senkrecht anbringen, und in den in 
dieser Weise entstehenden konvexen Teilpolyedern von S der Reihe 
nach die zweidimensionalen, die dreidimensionalen, usw. Seiten der je
weilig vorliegenden Teilung ihrer Grenzen entsprechend zentral-sektoral 
zerlegen. 

Unter einem simplizialen Gitter y (F) verstehen wir eine eineindeutige 
Abbildung der Spezies der Grundpunktkerne eines gemessenen p-dimen
sionalen Fragmentes F auf RP . Die y (F) darstellenden Grundpunktkerne 
von RP werden kurz die Grundpunktkerne von y (F) genannt. 

Ein in Hr liegendes simpliziales Gitter y (F) heisst faltenlos in Hr. wenn 
es in Hr als zugehoriges simpliziales Bild pr (F) von F ein ein-p-dimen
sionales Fragment. also ein topologisches Bild von F darstellendes Netz
fragment erzeugt. 

Ein simpliziales Gitter )' (F) heisst faltenlos, wenn jeder beliebige ganz 
in einem einzigen Hr gelegene, einem Teiltragment D von F entsprechende 
Tei! y (D) von y (F). in diesem Hr als zugehoriges simpliziales Bild pr (D) 
von D ein ein p-dimensionales Fragment, also ein topologisches Bild von 
D darstellendes N etzfragment erzeugt. 

Ein simpliziales Gitter y (F) heisst durchsichtig . wenn for jedes r jedes 
beliebige Netzfragment pr(D) in Hr der im vorigen Absatz eingefohrten 
Art die Eigenschaft besitzt, class. wenn in Hr p + 1 ebene (p-1 )-dimen
sionale Raume unter den (p- 1 )-dimensionalen Grundseiten von pr (D) und den 
(p- 1 )-dimensional en Seiten von Hr beliebig gewahlt werden, jeder derselben 
in einer Entfernung o > 0 vom Schnittpunkte der p iibrigen gelegen ist. 

Wenn in y (F) die Bilder der Eckpunktkerne des Grundsimplexes E 
von F in Hr liegen, so bezeichnen wir die Breite von pr (E) nach 
Hr mit m j pr (E) ! . Wenn m I y (F) ! eine solche positive Zahl ist, class 
m l fl' (E) ! � m j ?' (F) ! fiir jedes E von F und for jedes bei diesem E 
in Frage kommende r. so nennen wir m j y (F) ! eine Maschenmajorante_ 
von y (F). 

Ein simpliziales Gitter mit einer Maschenmajorante <o t 17 nennen 
wir normal. 

Wenn in y (F) die Bilder samtlicher Eckpunktkerne des Grundsimplexes 
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E von F in Hr liegen, so bezeichnen wir den Quotient des Inhaltes 
von fl' (E) nach Hr und der p-ten Potenz der Breite von /ir (E) nach 
Hr mit M l  {Jr (E) ( . Wenn M l  y (F) l eine solche positive Zahl o> 0 
ist, class M l  fir (E) l :;:::: M I )' (F) l for jedes E von F und fiir jedes bei 
diesem E in Frage kommende r, so nennen wir M ! y (F) 5 eine Massi
vitatsminorante von ;1 (F). 

§ 3. 

Die s regionalen Koordinaten nach der d-ten ( I  ·-:: d :::;: s) Norm der 
Punktkeme eines einem normalen simplizialen Gitter )' (F) zugrunde 

!iegenden gemessenen p-dimensionalen Fragmentes F. 

Unter dfd verstehen wir die stetige Ortsfunktion in RP , welche in 
2Hd gleich der nach Hd gemessenen Entfernung von 2Ld ist und ausser
halb von 2HJ verschwindet. 

Unter Jf,, (v -:f- d) verstehen wir die stetige Ortsfunktion in Rr , welche 
ausserhalb von 2H '' verschwindet und in 2H'' gleich der nach H•· 
gemessenen Entfernung von 2L '' ist, for gewisse 1•,  for welche 1Hd in 
H" eindringt , und zwar for alle J',  for welche 1HJ in 2H'' eindringt, 
multipliziert mit der nach H·· gemessenen Entfernung von ':! ( 1Hd, H''). 

Sei B ein Grundpunktkern von F. dem in ; • (F) der Punkt T ent
spricht, so setzen wir die mit di!r (B) zu bezeichnende r-te regionale 

Koordinate van B nach der d-ten Norm gleich �fr (IJ_ . 2: df,. (T) 

Seien E1 , • • •  , Er + i  die Eckpunktkerne eines Grundsimplexes E von F, 
A ein willkiirlicher Punktkern von E mit den Normalkoordinaten 
c1 , • • • • Cp + l •  so setzen wir die mit di}r (A) zu bezeichnende r-te regionale 
Koordinate van A nach der d-ten Norm gleich ;E c, . .  JUr (E.. ). 

§ 4 .  

Die Anfiillung nach der d-ten Norm des normalen 
simplizialen Gitters y (F). 

Seien E1 , • • • , Ep + l die Eckpunktkerne eines Grundsimplexes E von F, 
deren Bilder )' (£1 ) , • • •  , y (Ep+ 1 )  alle in Hg gelegen sind. Sei A ein in E 
die Normalkoordinaten c 1 ,  • . .  , Cr + 1  besitzender Punktkern von E. Wir 
bezeichnen mit Ag den Punktkern von Hg, der im Simplex von Hg der 
Eckpunktkerne i' (E1 ), • • • , )' (Er + 1)  nach Hg die barycentrischen Koordi
naten c1 , . . . , cr + l  besitzt . Wenn alle A'· in Ht l iegen, bezeichnen wir 
mit dAi denjenigen Punktkern von H1 • der, wenn jedem A" ein Ge
wicht Jg,.(A) zugesprochen wird , als Schwerpunktkern der A" nach 
Ht auftritt. Wenn for festes n ;:: 1 alle a A:; in H1 liegen, bezeichnen 

wir mit dA�+1 denjenigen Punktkern von H' , der. wenn jedem dA� ein 
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Gewicht dg,.(A) zugesprochen wird, als Schwerpunktkern der dA� nach 
Ht auftritt. 

Wenn die zu den verschiedenen Punktkernen A gehorenden unbe

grenzten Folgen van Punktkerngruppen ! A'' ! , ! dA� I .  I dA; I . . . .  gleich
massig positiv konvergieren gegen Punktkerne dA (was, wenn eine 
hinreichend kleine Maschenmajorante van y (F) besteht, der Fall sein 
wird). heisst )' (F) nach der d-ten Norm anfiillbar. Ein nach alien 
Normen anfiillbares r' (F) werden wir kurz anfiillbar nennen. 

Wenn fiir ein nach der d-ten Norm anfiillbares y (F) die Spezies der 
Punktkerne dA in RP ein F topologisch abbildendes p-dimensionales 
Fragment di· [1· (F)] darstellt, heisst )' (F) nach der d-ten Norm topo
logisch anfiillbar und dF [)' (F)] die topoiogische Anfiillung nach der 
d-ten Norm van )' (F). Ein nach alien Normen topologisch anfiillbares 
)' (F) werden wir kurz topologisch anfiillbar nennen. 

Wenn zu einem nach der d-ten Norm topologisch anfiillbaren bzw. 
zu einem topologisch anfiillbaren )' (F) eine solche positive Zahl e a> 0 
angegeben werden kann, class, bei beliebigen Verriickungen < e in 
RP der Grundpunktkerne van )' (F), die topologische Anfiillbarkeit nach 
der d-ten Norm bzw. die topologische Anfiillbarkeit van y (F) erhalten 
bleibt, so heisst y (F) nach der d-ten Norm stabil topologisch anfiillbar 
bzw. heisst )' (F) stabil topologisch anfiillbar. 

Zu jeder positiven Zahl M a> 0 !asst sich eine solche positive Zahl 
m o> 0 bestimmen, class jedes faltenlose, normale simpliziale Gitter in 
RP bzw. jedes in H' faltenlose, normale simpliziale Gitter in H' mit 
einer Massivitatsminorante M und einer Maschenmajorante m stabil 
topologisch anfiillbar ist. 

§ 5.  

Die m-teilige Fortsetzung nach der d-ten Norm dY (F (m) )  eines nach 
der d-ten Norm stabil topologisch anfiillbaren y (F) wird erhalten, wenn 
wir die Spezies der Grundpunktkerne der m-teiligen Parallelzerlegung 
F(m) van F nach dF [y (F)] in RP abbilden . 

Wenn fiir ein stabil topologisch anfiillbares y (F) eine solche natiirliche 
Zahl b und eine solche positive Zahl e a> 0 bestehen, class, auch nach 
beliebigen Verriickungen < e in RP der Grundpunktkerne van y (F). 
d )' (Ftml ) fiir jedes d und fiir jedes m > b wiederum stabil topologisch 
anfiillbar ist, so heisst y (F) im zweiten Grade stabil topologisch anfiillbar. 

Wenn fiir ein stab 1 l  topologisch anfiillbares )' (F) eine solche natiirliche 
Zahl b und eine solche positive Zahl e a> 0 bestehen, class, auch nach 
beliebigen Verriickungen < e in RP der Grundpunktkerne van y (F). 
dY (F(ml ) fiir jedes d und fiir jedes m > b im k-ten Grade stabil topologisch 
anfiillbar ist, so heisst )' (F) im (k + 1 )-ten Grade stabil topologisch 
anfiillbar. 
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Fur gegebenes k kann zu jeder positiven Zahl M o > 0 eine solche 
positive Zahl m a> 0 bestimmt werden , class jedes faltenlose, normale 
simpliziale Gitter in RP bzw . jedes in Hr faltenlose, normale simpliziale 
Gitter in Hr mit emer Massivitatsminorante M und einer Maschen
majorante m im k-ten Grade stabil topologisch anfilllbar ist. 

Wir werden sagen, class das stabil topologisch anfilllbare simpliziale 
Gitter y (P) die in RP gelegene katalogisierte kompakte Punktkernspezies 
C stabil iiberdeckt, wenn ein solches e o> 0 besteht, class, auch nach 
beliebigen Verrilckungen < e in RP der Grundpunktkerne von y (P), die 
Spezies C filr jedes d in dF [y (P)] enthal ren ist. 

§ 6. 

Sei ny ( nP) ein durchsichtiges, normales. im (s - n + 1 )-ten Grade stabil 
topologisch anfilllbares, 6 ( nH1 , • • • •  ,,H") stabil iiberdeckendes simpliziales 
Gitter. Das aus den Grundsimplexen von "P, van deren Eckpunktkernen 
wenigstens einer in einem in °Hn + 1 liegenden Grundpunktkern van "y ( "P) 
abgebildet wird, bestehende Teilfragment von np bezeichnen wir mit "P0. 
Alsdann sind samtliche Grundseiten des p-dimensionalen Fragmentes 
n + 1 F [ "y ( nP0) ] nach Hn + l eben. Wir betrachten die nach Hn + I  ebenen 
(p - 1 )-dimensionalen Raume, die an der Begrenzung entweder von °Hn + I 
oder von einem Grundsimplex von " +  1 ' [ "?' ( n P0) ]  teilnehmen, und dehnen 
diese (p - 1 )-dimensionalen Raume iiber die Spezies Gn + 1 der zu 
6 ! n + 1 F ["y ( "P0) ] , 0Hn + 1 l gehorigen Punktkerne von Hn + I  aus. In dieser 
Weise bekommen wir eine Zerlegung van Gn + I in nach Hn + I ebene 
konvexe Polyeder. Von diesen Polyedern zerlegen wir der Reihe nach 
die zweidimensionalen, die d reidimensionalen. usw. Seit en nach H" + 1 

der jeweilig vorliegenden Teilung ihrer Grenzen entsprechend zentral
sektoral. wodurch in Hn + I  ein mit Gn+ I  zusammenfallendes Netzfragment 
zn + I  entsteht. 

Wir werden das aus den zu np0 gehorenden oder an "Po grenzenden 
bzw. aus den weder zu "Po gehorenden noch an "Po grenzenden Grund
simplexen von np bestehende Teilfragment van "F mit "P1 bzw. np2 und 
die Spezies der zu G l n + 1 r [ "y ( nP1 ) ] .  0Hn + 1 j gehorigen Punktkerne von 
Hn + i mit Jn +  I bezeithnen. Alsdann sind auch von n + i f- ["?' ( "P1 ) ]  samt
liche Grundseiten nach Hn+ 1 eben, und !asst sich mittels durch das 
N etzfragment zn + I vorgeschriebener zentral-sektoraler Teilung nach Hn + I 
der nicht zu n + 1 r [ "y ( "P0) ]  gehorenden Grundsimplexe von n + i F  [ "y ( "Pi ) ]  
eine Erweiterung von zn + I zu einem sich iiber /" + I  erstreckenden, keine 
Zerlegung von Grundseiten von n + 1 r [ "y ( "P2) ] bedingenden N etzfragment 
Xn + I in Hn + I  herstellen. 

Alsdann bilden X" + 1 und n + 1 F [ ")' ( "P2) ] zusammen die topologische 
Anfilllung nach der (n + l }-ten Norm n + i F [ n + 1y 0 (" + 6P ) ]  eines nach der 
(n + 1 )-ten Norm topologisch anfilllbaren simplizialen Gitters " + 1y0 (" + 6P). 

[457] 
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Oieses simpliziale Gitter n +  1 y0 (n + 6F) vereinigt ein aus den Grundpunkt

kernen von Xn + 1 bestehendes, in Hn + 1 faltenloses, normales simpliziales 
Gitter n + 1 y0 (" + 6F1 ) und das, des weiteren mit n + l ;,0 (" + 6F) zu bezeich-

nende, normale, durchsichtige, im (s -- n + 1 Hen Grade stabil topologisch 
anfiillbare simpliziale Gitter ";· ( n F2 ). 

Wir wahlen nun m so gross, class erstens G ( n + 1 H 1 • • • • •  n + 1 Hn) von 
n + l yO (n + Ip(mJ) und - Hn + I von n + l , .O (n + l p(ml) stabil iiberdeckt wird n + l 0 n I I n + ! I  0 I ' 

zweitens sowohl n + l , ,O (n + lpiml) wie n + l ,,O (n t- _l p(mJ) im (s - - n )-ten Grade n + I '  0 I n + J I  0 2 
stabil topologisch anfiillbar sind Alsdann haben wir in " +  i ,,o (n + 1 F(mJ ) 0 n + J I 0 
ein normales, im (s - nHen Grade stabil topologisch anfiil lbares, 
G ( ., + 1H 1 • • • • • n + 1 H" + 1) stabil iiberdeckendes simpliziales Gitter, das mittels 
passender Verriickung der Grundpunktkerne in ein durchsichtiges, norma
les, im (s-n)-ten Grade stabil topologisch anfiillbares, G ( ., + 1 H 1 ,  • . .  , n + 1 H" + 1 )  
stabil iiberdeckendes simpliziales Gitter n + t l' ( " + 1F) iibergefiihrt werden 
kann. 

Der vorstehende Uebergang von ") ' ( "F) auf " + 1y (" + 1 F) erzeugt aus 
einem in keiner weiteren Erklarung bediirftigen Weise herzustellenden 
1y (1 F) schliesslich ein sy ( s F). d.h. eine Triangulation von RP . 



Mathematics. - Zum freien Werden van Mengen und Funktionen. Von Prof. L. E. J. 

BROUWER. 

(Communicated at the meeting of March 28, 1942. ) 

Der auf S. 137 der trefflichen Einleitung in die Philosophie der Mathematik von 

Dr. E. W. BETH 1 ) enthaltene Hinweis auf die vor einigen Jahren von FREUDENTHAL 
und HEYTINO in Compositio Mathematica 2 ) tiber die intuitionistische Deutung logischer 

Formeln gefiihrte Diskussion veranlasst mich zur Veroffentlichung der nachstehenden 

deutschen Uebersetzung eines Fragmentes meines am 30. Marz 1936 an Herrn HEYTINO 
gerichteten Briefes (dem Absatz 4. der zitierten Heytingschen Erorterung schon Rech

nung tragt) : 

.. Eine beliebige stetige Funktion kann einen Punktkem eines topologischen Raumes (wie 

ich in meinem Aufsatz ,,Intuitionistische Einfiihrung des Dimensionsbegriffes" beschrieben 
habe 3 ) ) stetiger Funktionen darstellen. Die durch ein Gesetz bestimmten Funktionen 
sind in diesem topologischen Raume die . ,scharfen" Punktkerne, genau so wie die Zahlen 
} , n, e usw. als .,scharfe", d. h. durch ein Gesetz bestimmte, Punktkerne des Zahlenkonti

nuums erscheinen. Einen sehr einfachen topologischen Raum stetiger Funktionen des Ein-

heitsintervalles bilden z.B. die Funktionen y = 2' ± x
n

, wo der Reihe nach fur jede 
n !  

nattirliche Zahl n das entsprechende Vorzeichen frei gewahlt wird. 

In meinen Schriften tritt das obenstehende1 vielleicht nicht deutlich hervor (bei der 

ersten Einfiihrung des intuitionistischen Funktionsbegriffes beschrankte ich mich ja auf 
<lurch ein Gesetz bestimmte Funktionen 4) ) ; jedenfalls habe ich in meinen Vorlesungen 

und Vortragen seit geraumer Zeit betont, class eine beliebige stetige Funktion genau so 

, .im freien Werden" entsteht wie ein beliebiger Punkt des Kontinuums 5) . ' '  

Anschliessend mache ich folgende Bemerkungen zu den meinen Abhandlungen zur Be

grtindung der intuitionistischen Mathematik zugrunde liegenden Definitionen 6 ) :  
1 .  Zur Erklarung einer Menge M gehort nach der Mengendefinition 7 ) eine Funda

mentalreihe a (M)  von Zeichenreihen, welche der Fundamentalreihe der in einer bestimm-

l )  Dr. E. W. BETH, lnleiding tot de wijsbegccrte der wiskunde, Nijmegen-Utrecht, 
Dekker & Van de Vegt. 1940. 

2) Bd. 4, S. 1 1 2-1 1 8  ( 1936) . 

3 )  Proc. Kon. Akad. v .  Wetensch. XXIX ( 1926) , S. 855. Gemeint werden die dortigen 

katalogisiert-kompakten Spezies ( der vorliegenden Uebcrsetzung beigegebene Fussnote) .  

4 )  V gl. Bcgriindung der Funktionenlehre unabhiingig vom logischen Satz vom aus
geschlossenen Dritten, Verhandelingen Kon. Akad. v. Wetensch., I. Sektion, Bd. XIII. 

No. 2 ( 1 923 ) ; Ueber die Zulassung unendlicher W erte fiir den Funktionsbegriff, Proc. 
Kon. Akad. v. W etensch. XXVII ( 1924) , S. 248; Ucber Definitionsbereichc van Funk

tionen, Mathern. Annalen, Bd. 97, S. 60-75 ( 1926) (der vorlicgenden Uebersetzung 
beigegebene Fuss note) . 

5) Allerdings braucht man zur Reprascntierung der Gesamtheit der vollen Funktionen 
des Einheitskontinuums eine non-finite Menge, wahrend man fiir die Reprasentierung der 
Gesamthcit der Punktkerne des Einheitskontinuums mit einer finiten Menge auskommt 
(der vorliegenden Uebersetzung bcigcgebenc Fussnotc) .  6 ) Mathern. Annalen, Bd. 93, S. 244 sqq. ( 1925) . 

7 )  Mathern. Annalen, Bd. 93 ,  S .  244, 245. 
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ten Weise abgezahlten endlkhen Wahlfolgen eineindeutig zugeordnet ist, und zwar ist 
nach der Mengendefinition dieses a (M) fur M von vornherein festgelegt. Man konnte 

nun die Prage aufwerfen, ob nicht auch die Betrachtung .,schwebender Meng en" M 0 ,  fiir 

welche die entsprechenden a ( M,) sich im .,freien W erden" befinden, mathematische 
Fruchtbarkeit besasse. In den Fallen, fiir welche diese Frage bejahend zu beantworten 

ware, werden sich meiner Ueberzeugung nach die betreffenden M, immer als mathe
matische Entitaten oder Spezies herausstellen. Ein einfacher derartiger Pall tritt z.B. 

ein fiir diejenigen M, . deren a (M, )  die Elemente einer gegebenen Menge M darstellen. 

Diese M, sind Teilspezies einer aus M herleitbaren Menge Mi. mit welcher ihre Vereini

gung identisch ist. 
2. Die etwas kurz gehaltene Pussnote zur Definition des Mengelelementes 8 ) diirfte 

in der folgenden ausfiihrlicheren Passung an Deutlichkeit gewinnen: 
Die Portsetzbarkeitsfreiheit einer von einer unbegrenzten W ahlfolge erzeugten, ein 

Element der Menge darstellenden Polge von Zeichenreihen kan iibrigens nach jeder Wahl 
beliebig (z.B. bis zur volligen Bestimmtheit, oder auch einem Mengengesetze entsprechend) 
verengert werden, und zwar stellt die Beliebigkeit dieser den einzelnen Wahlen unter 

Erhalttl'ng der Portsetzbarkeitsmoglichkeit zuzuordnenden Verengerungszusatze einen 
wesentlichen Charakter des freien Werdens des Mengenelementes dar. Jedem einzelnen 

Verengerungszusatz kann wieder ein die Beliebigkeit der weiteren Verengerungszusatze 
einschrankender Verengerungszusatz zweiter Ordnung beigegeben werden, usw. 

3. Die Definition der individualisierten Menge B ) soll selbstverstandlich erst nach 
der Definition der Verschiedenheit von Mengenelementen ihren Platz erhalten. 

4. Die Definition der Halbidentitat 10 ) , in welche sich a.a.O. ein sinnstorender Druck

fehler eingeschlichen hat, soll so gelesen werden, class eine mit der Spezies N kon
gruente Teilspezies M von N mit N halbidentisch genannt wird. 

8) Mathern. Annalen, Bd.  93, S. 245, Pussnote 3) . 

9) Mathern. Annalen, Bd. 93, S. 245, Z. 13 v.o. 10) Mathern. Annalen, Bd. 93, S. 246, Z. 8 v.u. 



Mathematics - Die repriisentierende Menge dcr stetigen Funktionen des Einheitskon

tinuums. Von Prof. L. E. J. BROUWER. 
(Communicated at the meeting of April 25, 1 942. ) 

Wenn eine unbegrenzte Folge von Operationen F, ausgefiihrt wird, deren jede darin 
besteht, class jedem Punktkerne des Einheitskontinuums ein A-Intervall 1 )  zugeordnet 

wird, und -zwar in solcher Weise, class fiir jeden Punktkern das von F, + 1 erzeugte 

mtervall jedesmal im von F, erzeugten Intervall im engern Sinne enthalten ist, so soil 
diese Operationsfolge eine voile Freifunktion des Einheitskontinuums heissen. Offenbar 

ordnet sie jedem Punktkern des Einheitskontinuums einen Punktkern des Linearkontinuums 
zu. Demgemass bilden die friiher eingefiihrten vol/en Funktionen des Einheitskontinuums 2 ) 
einen Spezialfall der vollen Freifunktionen des Einheitskontinuums. Der friiher fiir die 

vollen Funktionen gefiihrte Beweis der gleichmassigen Stetigkeit 3 ) !asst sich aber unge
andert fur die vollen Freifunktionen iibernehmen. 

Wenn fiir gegebenes m und n jedem x( m l-IntervaU i ) K des Einheitskontinuums ein 

,l.(•l-Iutervall 
1 ) ( v variabel mit dem Minimum n) <p (K) so zugeordnet ist, class aneinander 

grenzenden K entweder identische oder ein gemeinsames Segment besitzende <p (K) ent
sprechen, so nennen wir diese Zuordnung ein m n-Treppenpolygon. Als Spezialfall defi

nieren wir einen m n-Treppenblock, indem wir weiter fordern class jedes v = n ist. 
Fiir m2 > m1 und n2 > ni soil das m2 n2·Treppenpolygon T2 im mi n1-Treppenpolygon 

Ti eingelagert heissen, wenn fiir ein beliebiges x-Intervall Ki von T 1 und ein beliebiges 

x-Intervall K2 von T2 die Beziehung K2 c Ki nach sich zieht, class <p2(K2) einen echten 

Tei! von ffJi (Ki) bildet. 
Unter einer Treppenfunktion (bzw. Blockfunktion) verstehen wir eine unbegrenzte 

Folge von Treppenpolygonen (bzw. Treppenblocken) ,  deren jedes in dem ihm voran

gehenden eingelagert ist. Offenbar ordnet eine Treppenfunktion ( bzw. Blockfunktion) 

jedem Punktkern des Einheitskontinuums einen Punktkern des Linearkontinuums zu. 

Wir nennen eine voile Freifunktion des Einheitskontinuums und eine Treppenfunktion 

oder Blockfunktion einander gleich und sagen, class sie einander repriisentieren, wenn sie 

jedem Punktkern des Einheitskontinuums denselben Punktkern des Linearkontinuums 
zuordnen. 

Man beweist unschwer, class erstens jede Treppenfunktion bzw. Blockfunktion einer 

vollen Freifunktion des Einheitskontinuums gleich ist, zweitens jede voile Freifunktion 
des Einheitskontinuums sich durch eine Treppenfunktion und sogar durch eine Block
funktion reprasentieren !asst. 

Nun sind aber die Spezies aller Treppenblocke (ebenso wie die Spezies aller Treppen
polygone) und die Spezies der Treppenbli:icke, welche in einem gegebenen Treppenblock 

eingelagert werden ki:innen ( ebenso wie die Spezies der Treppenpolygone, welche in 
einem gegebenen Treppenpolygon eingeiagert werden ki:innen) abzahlbar unendlich. Nach 

dem vorhergehenden folgt hieraus unmittelbar, class die Spezies der vol/en Freifunktionen 

des Einheitskontinuums sich durch eine non-finite Menge repriisentieren /asst, namlich 
durch die Menge welche entsteht, wenn zunachst ein beliebiger Treppenblock Ti gewahlt 

wird, und sodann der Reihe nach fiir jede natiirliche Zahl v ein beliebiger in T v einge

lagerter Treppenblock T v + 1 •  
i ) Mathern. Annalen, Bd. 93, S. 253 ( 1925 ) ;  Bd. 97, S. 60 ( 1926) . 

2 ) Mathern. Annalen, Bd. 97, S. 62 ( 1 926) . 
3) Mathern. Annalen, Bd. 97, S. 66, 67 ( 1926) . 
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1 942 C Mathematics. - Beweis dass der Begriff der Menge hOherer Ordnung 
nicht a!s Grundbegriff der intuitionistischen Mathematik in Betracht 
kommt. Von Prof. L. E. J. BROUWER. 

(Communicated at the meeting of September 26, 1 942.) 

In meiner Note: ,,Zum freien Werden von Mengen und Funktionen" 1 ) 
wurde das Verfahren Ma betrachtet, <lurch welches der Fundamentalreihe 
F' der in einer beliebig ein fiir allemal bestimmten Weise abgezahlten 
endlichen Wahlfolgen von Nummern eineindeutig und ahnlich ein beliebiges 
Element a der Menge 2 ) M zugeordnet wird. Wir wollen dieses Verfahren 
M, als Menge zweiter Ordnung und die solchermassen den unbegrenzten 
Wahlfolgen von Nummern zugeordneten Folgen von Zeichenreihen als 

[2] die Elemente der Menge zweiter Ordnung M, bezeichnen. 
Die in meiner zitierten Note ausgesprochene Behauptung, class M, eine 

Teilspezies einer aus M herleitbaren Menge M 1 darstellt, und class die 
Vereinigung aller von M erzeugten M 0 mit diesem M 1 identisch ist, soil 
im Folgenden bewiesen werden. Wir befassen uns zunachst mit der 
Konstruktion der Menge M 1• 

Sei a1 a2 . . .  am eine endliche Wahlfolge von Nummern. Die Rangnum-
mer derselben in der Fundamentalreihe F' bezeichnen wir mit e ( a1 a2 . . .  am) 
und das Maximum der Nummern e ( ai } , e (a 1 a2 ) .  . . .  e ( a1 a2 . . .  a m) 
mit !; ( a 1  a2 . . .  a m ) .  

Die Kombination einer beliebigen Nummer a1 mit e ( ai )  beliebigen 
Nummern (J1 , (J2, • • •  fJe (ct.,) nennen wir eine K-Kombination. Die K-Kombi
nationen zahlen wir <lurch eine Fundamentalreihe F ab. Diejenige 
K-Kombination, welche in F die Rangnummer v1 erhalt, bezeichnen wir 
mit Kv, · 

Fur gegebenes v1 , mithin ebenfalls gegebenes a1 , und beliebiges a:2 
nennen wir im Falle !; ( a1 a2 ) = !; ( a 1 )  die Nummer a2 und im Falle 
!; ( a1 a2 ) > !; ( a1 ) die Kombina tion von a2 mit !; ( a1 a2 ) - !; ( ai } beliebigen 
Nummern (J�(ct.,) + 1 . . . . {J�("'"'i eine K,.1 -Kombination. Fur jedes �1 zahlen wir 
die K v, -Kombinationen <lurch eine Fundamentalreihe Fv, ab. Diejenige 
Kv, -Kombination, welche in F,.1 die Rangnummer 112 erhalt, bezeichnen 
wir mit Kv, v, . 

Fur gegebene v1 und 112 ,  mithin ebenfalls gegebene a1 und a2, und 
beliebiges a3 nennen wir im Falle !; ( a1 a2 a3 )  = !; ( a1 a2 ) die Nummer a3 

[1] 1) Proc. Ned. Akad. v. Wetensch. Amsterdam, 45, 322 ( 1942 ) .  

[462] 

2) Der Einfachheit halber beschranken wir uns in dieser Note auf solche Mengen, in 
deren Erzeugungsprozess weder Hemmung noch Beendigung auftritt. Diese Beschrankung 
ist unwesentlich. 
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und im Falle !; ( a1 a2 a3 ) > !; ( a1 a2 )  die Kombination von a3 mit 
�- ( a1 a2 a3 ) - !; ( a1 a2 ) beliebigen Nummern /3;(rx., rx.,) + l  • • • •  /3; (rx., rx.,rx.,) eine 
K.,,.,-Kombination. Fur jedes Nummernpaar 1'1, Yz, zahlen wir die 
K.,.,-Kombinationen durch eine Fundamentalreihe F.,,,2 ab. Diejenige 
K,.1,.2-Kombination, welche in F,,1•2 die Rangnummer v3 erhalt, bezeichnen 
wir mit K,,1 ,.2 ,., . 

In dieser Weise fortfahrend, definieren wir fiir jede natiirliche Zahl s 
die K,.1,,2 • •  · ''s· Dabei tragen wir Sorge, von vornherein ein Gesetz zu bestim
men, durch welches samtliche jedesmal die K, .. ,., . . "s abzahlende Fundamen
talreihen F,,1,.2 • • "s ein fiir allemal festgelegt werden. 

Die Konstruktion von M 1 wird nunmehr vollzogen, indem wir jedesmal 
der endlichen Wahlfolge v1 v2 . . . Ys diejenige Zeichenreihe zuordnen, 
welche fiir die entsprechenden Nummern a1 , a2• . . .  a3 ,  /31 . /32 • . . .  f3c (a,a, . . .  as ) [3] 

in M der endlichen Wahlfolge /31 (32 • • •  {J1!(rx,a, . . . as) zugeordnet ist. 

Sei a das von der unendlichen Wahlfolge y1 y2 y3 . . . erzeugte Element 
von M. Alsdann ist die Menge zmeiter Ordnung M,, mit einer Teilspezies 
,,M 1 van M 1 identisch. Dieses ,,M 1 entsteht, wenn in M 1 fiir jedes s nur 
solche vs gewahlt werden diirfen, denen K,,1,,2 • • •  "s-1 -Kombinationen ent
sprechen, in welchen jedes /3-. dem den gleichen Index tragenden y.,. 
gleich ist. 

Sei umgekehrt e ein beliebiges Element von M 1 • Alsdann bestimmt die 
e in M 1 erzeugende unbegrenzte W ahlfolge v1 v2 v3 . . . nach der obi gen 
Definition der Vs gleichzeitig eine unbegrenzte Nummernfolge (31 (32 f33 • • . , 
welche ihrerseits in M das Element a ( e )  erzeugt. Das zugehorige M o(e) 
enthalt e als Element. Mithin ist M 1 mit der Vereinigung aller van M 
erzeugten M,, identisch. 

Aus dem vorstehenden geht hervor, class der Begriff der Menge zweiter 
Ordnung nicht als Grundbegriff der intuitionistischen Mathematik in 
Betracht kommt. 

Um den Begriff der Menge hoherer Ordnung zu definieren, nehmen wir 
an class der Begriff der Menge n-ter Ordnung bereits definiert sei und 
betrachten das Verfahren ( M(nJ ),, , durch welches der Fundamentalreihe F' 
der in einer beliebig ein fiir allemal bestimmten Weise abgezahlten 
endlichen Wahlfolgen von Nummern eineindeutig und ahnlich ein Element 
a der Menge n-ter Ordnung M(n) zugeordnet wird. Dieses Verfahren 
(M(nJ ),,  bezeichnen wir als Menge ( n  + 1 ) -ter Ordnung und die solcher
massen den unbegrenzten Wahlfolgen von Nummern zugeordneten Folgen 
von Zeichenreihen als die Elemente der Menge ( n + 1 ) -ter Ordnung 
(M(nl),, . 

Nun ist aber eine Menge zweiter Ordnung M,, eine Teilspezies einer 
aus der M,, zugrunde liegenden Menge M herleitbaren Menge M 1, d.h. ein 
beliebiges Element n von M,, ist gleichzeitig Element von M1• Hieraus folgt, 
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class die Menge dritter Ordnung ( M� ),, mit der Menge zweiter Ordnung 
(M1 ),. , d.h. eine beliebige Menge dritter Ordnung mit einer Menge zweiter 
Ordnung identisch ist. Und hieraus folgt weiter, dass auch fiir beliebiges 
n eine beliebige Menge n�ter Ordnung mit einer Menge zweiter Ordnung 
identisch ist. 

Mithin stellt sich heraus, class auch der Begriff der Menge hoherer 
Ordnung, im Gegensatz zum Begriff der Spezies hoherer Ordnung, nicht 
als Grundbegriff der intuitionistischen Mathematik in Betracht kommt. 



Synopsis of the signific movement in the Netherlands. Prospects of 
the signific movement. 

By L. E. J. Brouwer (University of Amsterdam) 

The first coming together of people concerned with signifies in Holland 
occurred during the first worldwar in 1915, under the startling im· 
pression of the false slogans with which this war was waged; against 
which there seemed to exist no other remedy but general philosophical 
reflexion, which as a matter of course had to be initiated in an neutral 
country. With that object a committee was formed. During its delibe· 
rations differences as to the plan of action became accentuated, in 
the end leading to a schism. The majority founded the International 
School for Philosophy in Amersfoort, which since then has occupied 
an important place in the spiritual life of Holland. The minority thought 
that durable humanizing of mankind could only be attained if in the 
first place, besides material, also spiritual forces and values *) could 
be introduced into mutual understanding in an indicative and objective 
mode, notwithstanding their poetical and emotional origin. Thus these 
forces and values would he able to fight against the abuse, so often seen 
in larger communities not hound together by ties of friendship, of using 
wordi; vaguely suggesting spiritual tendencies for fallacious justification 
of infidelity, oppression and torment. 

The foresaid minority hoped to obtain results in the desired 
direction by the foundation of an International Academy for Practical 
Philosophy and Sociology. In a prospectus the following task was 
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assigned to this Academy: [1] 
"l. To coin words of spiritual value for the languages of western nations 
and thus make those spiritual values enter into their mutual under· 
standing (what could he called a "declaration des valeurs spirituelles 
de la vie humaine") . 
2. To detect and combat such elements in the present system of law 
and in the productive activity growing under its protection, as chiefly 
repress or dim spiritual tendencies, and to propose appropriate limita· 
tions for the sphere of influence of law and technics. 
3. To point out and brand those words of the principal languages, which 
falsely suggest spiritual tendencies for ideas ultimately originating in 
the desire for material safety and comfort, and in so doing to purify 
and to correct the aims of democracy towards a universal commonwealth 
with exclusively administrative function." 

In the prospectus this task is further explained in the following 
way: 

•) AB an example of denoting a spiritual force, I might call the relative clearness with 
which the reality of a fellow·creature is felt by the subject as indissolubly interwoven 
with its own reality, the degree of egoicity of that fellow-creature in relation to the 5ubject. 
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"The undersigned are well aware of the fact, that such a task as 
assigned by them to the International Academy for Practical Philosophy 
and Sociology, has been taken up several times by philosophers indivi
dually. However they are convinced that precisely in consequence of the 
individual character of the work of those philosophers their words could 
be efficient only for memorizing the expressed thoughts in the minds 
of thi; writer and h�s isolated readers, but never could find a place ''1 lhe- mutual understanding of the multitude and therefore had only a 
slight social influence. 

They hold the opinion that when the same task could he undertaken 
in common by a group of independent thinkers with subtle and pure 
human feeling, their thoughts formed in the mutual understanding of 
their circle, would necessarily find a corresponding language, allowing 
them to enter into the mutual understanding of the multitude. 

Finally, as regards the realization of the proposals of the Academy, 
it must he kept in mind, that a thought, in its quality of embryonic 
deed, has a far greater possibility of development when it is the common 
intimate conviction of a group of human being�, than in the case of 
its belonging to one individual only, however com .,;eous that individual 
may he and however numerous the company of halfunderstanding 
followers who surround him." 

So far th� prospectus. 01'te of it.s signers was the poet and thinker 
Dr. Frederik van Eeden who already before 1900 inaugurated Dutch 
signifies by his wonderful essay Redekunstige grondslag van verstand
houding (Logical basis of mutual understanding). The other signers 
were Henri Borel, man of letters and sinologist, H. P. J. Bloemers, 
social worker (later on burgomaster of Groningen and Arnhem) , and 
myself. 

Soon after our group was joined by G. Mannoury and L. S. Orn
stein, both university professors, and by J. I. de Haan, poet and doctor 
of law. The group of seven thus formed, erected an "International fn . 
stitute for Philosophy", having as its aim "revision of the values of 
the elements of life of individual and community" and trying to attain 
this aim by 
"a. establishing and supporting an International Academy for Practical 

Philosophy and Sociology; 
b. establishing and supporting a school for the propagation of the con

cepts and relations of concepts as introduced by the Academy; 
c. other means." 

For the financial provision a separate society was erected. 

The primordial task of the Academy was intended to be the com
posing of a new vocabulary on the basis of a distinction between the 
following five levels of language with respect to the different relative 
importance of the contents of the single words on one hand and their 
logical connections on the other hand: 



a. Basic language, in which the connection of the words exerts little or 
no influence and each word (or each group of words) speaks straight 
to the imagination. A dynamical relation to the eventual hearer is not 
presupposed, and if it exists, it can be one of friendship as well as of 
hostility. To this level belong the primordial language of the child. the 
language of vehement or profound emotions, also hypothetical primitive 
languages. 
b. Emotive language, in which word connections (especially contrasting 
ones) are clearly perceptible, without however preponderating or having 
become rigid. The words and word groups evoke emotions in the hearer 
both in themselves and by association with other words. Speaker and 
hearer mutually recognize their right of existence, consequently solipsism 
is excluded and friendship and hostility get articulate forms. To this 
level of language largely belong popular and poetical languages of 
modern western society, also eastern image-language. 
c. Utility language, in which the connections of words are essential, 
so that the words hardly ever have an independent effect. A measure 
of agreement is presupposed well-nigh excluding all fundamental con
trariness of will. A 'strong limitation of the possibility of misunder
standing is obtained by admitting to the intercourse only words and 
wordgroups referring to generally acknowledged human needs. To this 
level belongs most of western written language, and in particular the 
language of commerce and traffic. 
d. Scientific language, in which the word connections, at least for the 
greater part, have the stronger rigidity of being based on explicit 
agreement or prescription. Only such terms are admitted, as depend 
on the hypothesis of an objective phenomenal world (common to all 
individuals) .  The margin of misunderstanding has become very narrow. 
This level co•ntains the language of laws and regulations, of financial 
relations, and of most of technology and science. 
e. Language of symbols, founded exclusively on preconceived rules of 
combination and succession concerning the symbols used (axioms, pos
tulates, proposi?ioni primitivi) . Not an objective phenomenal world, but 
intellectual categories common to all individuals are presupposed, so 
that misunderstanding is excluded almost completely. To this level be
long mathematical logic and that part of mathematics, which has been 
brought or can be brought into a pasigraphic form. Every direct "sig
nificance" of the words has vanished, as an effect on the hearer can 
only he aimed at by inserting the symbols into scientific or into utility 
language. 

As to the vocabulary it was understood that in the composition of 
each level of language the words of the preceding levels but no others 
would be known, except for the free use of existing languages in the 
elucidating and describing text. Of course in the lexicon most part of 
the existing as well as many new words would occur, thus the work of 
the Academy would be descriptive as well as creative. It was expected 
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that by the activity of the Academy many human neecls, of which the 
wording till then had been excluded from the prevailing word con 
nections, would come to be carefully considered, and that the discri
mination between the emotional and the indicative value of words 
would prove to be a mighty help for unravelling inveterate misunder
standings existing in almost every domain cf human mental activity. 

As members of the Academy the following thinkers were proposed: 
1 .  Paul Carns, editor of "The Open Court", La Salle, Ill., U.S.A . •  on 
account of his emphasizing the necessity of combining the exact method 
of western science with the contemplative attitude of eastern philo
sophy. 
2. Eugen Ehrlich, Professor in Czernowitz, because of his clear in
sight into the distorting influence of language on the practice of justice. 
3. Gustav Landauer in Hermsdorf near Berlin, who as was evident from 
his writings, had previously tried to create an Institution analogous to 
our Academy as a starting place for social reforms. 
4. Fritz Mauthner in Meersburg am Bodensee, on account of his book 
entitled "Kritik der Sprache", clearly expressing the disturbing influence 
of word associations on intuition and introspection. 
5. Giuseppe Peano, professor in Turin, the creator of mathematical token 
language (pasigraphy) , which had proved not only to be a very useful 
means for the investigation of the role of language in mathematics, but 
to be susceptible of generalizations to other domains of signific research 
as well. 
6. Rabindranath Tagore, since his rhythm was in tune with the 
ultimate aim of the Academy, and because we hoped that from his works 
the Academy could borrow words and expressions serving its purpose. 

Soon after it became evident that even for the constituent assembly 
of the Academy financial resources failed. 

The only thing left was the continuing of the personal intercourse 
of the founders, which led to the forming on May 21th 1922 of a signific 
circle, consisting of Van Eeden, .Mannoury, Brouwer and the linguist 
Dr. Jae. van Ginneken S.J. (later on professor in Nijmegen).  

The signific circle proclaimed in its declaration of principles a.o. 
that signifies contain more than criticism of language, also more than 
synthesis of language, and that in opening a deeper insight into the con
nections between words and the needs and tendencies of the soul, it may 
affect in a wholesome way the future social and mental conditions of 
man. In addition to this each of the four members formulated a personal 
opinion. 

Mannoury thought signific philosophy had to draw attention to the 
outstanding tendencies of this time, which on one side showed a mighty 
development of natural science and on the other side a powerful revival 
of social feeling; signific philosophy had to aim at balancing these two 



tendencies. To this end it would have to discover and show the flaws 
and faults of the indicative language of natural science as well as of 
the emotional language of social feeling and bring those languages into 
interaction with each other. But Mannoury did not think that signifies 
could fill up the gaps, only mental needs having word-creating power. 

Van Ginneken sought the cause of misunderstanding more in a 
sociological than in a psychological direction. He imputed misunder
standing not so much to the defectiveness of language as to the hete
rogeneous components of groups of persons using the same language. 
So in his opinion the best remedy for misunderstanding would be a 
deeper unity of such groups, and this deeper unity could be bett�r 
furthered by prophetic and apostolic language than by signific means. 

Van Eeden considered signifies as a mental hygiene on which 
depends all welfare and prosperity of human society. In his opinion 
this hygiene did not require the creation of a new and pure language 
- which would prove an impossible task - bnt the general acknow
ledgment and attec£ive consideration of the imperfection and inac
curacy of intercourse. 

Brouwer still maintained the standpoint which considered the 
creation of a new stock of words bringing verbal intercourse and in 
consequence social organization within reach of the spiritual tendencies 
of life as the primary task of signifies. But he expressed his gradually 
increasing doubt as to the effectiveness of cooperation to attain this 
aim. He had come to the conclusion more and more that Buber was 
right in his denial of the creative power of collective work in this 
domain. 

The signific circle for several years came regularly together and 
the discussions held were highly suggestive and instructive to its mem· 
hers. Mannoury kept an accurate account; a small part was printed 
later on. But Van Eeden had aged very much, Van Ginneken some- [ 4] 
times seemed "disillusioned or hurt and finally retired from the circle, 
and as to myself my leisure had diminished to a minimum and my 
belief in the great importance for society of collective signific studies 
had vanished almost completely. So the signific circle expired. To us all 
it left a profound memory of mutual "egoicity" and delight in each 
other. 

In the me:rntime in 1923 there had been emitted by the same 
circle a circular lacking every tendency to social reform and requesting 
cooperation for a revision of the nomenclature, especially in the pe· 
ripheric domains, of the following branches of science : Linguistics, 
psychology, theology, logic, sociology, jurisprudence, ethnology, mathe
matics, physics, chemistry and biology. This new orientation proved to 
have more attractive power than the previous one. For signific work 
epistemologically tinged Mannoury assembled round himself in the 
course of time Westendorp Boerma, Clay, Van Dantzig, Fischer Mar-
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tinek, Godefroy, De Hartog, Hartzfeld, Heyting, Jordan, Kruseman, 
Meyer, Neurath, Van Os, Raven, Stokvis and Vuysje, and especially since 
Godefroy and Vuysje took the administration of the research in hand, :i  
powerful stream seems to have begun its course. To Godefroy and Vuysj1� 
we also owe that a congress of signifies has been ahle to take place for 
the second time. 

But now the same sensations which in 1915 unloosened the signific 
movement, have returned even in a more vehement form. The second 
worldwar was more devastating than the first, and the abuse of false 
slogans for the satisfying of dark instincts was more appalling and 
fatal than ever. More than ever the world worries about its organi
zation, and more than ever all men capable of independent and un
prejudiced thinking are bound to investigate the primordial desiderata 
that organization of human society has to fulfil, the conditions allowing 
this fulfilment, and the fallacious slogans apt to disturb them. 

To me it �eems that first of all the dismemberment of the earth 
into different domains with separate centres of military power will 
have to be abolished, and that for the further organization of human 
society serving self-realization of the individual, the following desiderata 
will prevail : public safety, public welfare, mental freedom and as much 
freedom of action as possible for the individual. 

For all these desiderata I consider the following conditions to he 
essential: 1. the utmost moderation of the domination of the state over 
the individual and the utmost reduction of the possibility of domination 
of the individuals over each other (domination exerted either directly 
or through the medium of the state) ; 2. the existence of a relatively 
harmless and innocuous mode of diverting ineradicable dark and 
frivolous instincts such as lust of power, sadism, and gambling. 

A condition for public welfare in particular is the existence of a 
spur to incite voluntary and strenuous participation in the process of 
production and distribution. 

Now the functions of a stimulus to work on one hand and of a 
means of diverting dark and frivolous instincts on the other hand can 
be performed simultaneously by the institution of private property 
protected by the state, in particular by enabling people to earn private 
property by labour and to take part in unhloody tournaments with 
private property at stake. But to fulfil this task, private property 
(which may be combined with. a far reaching socialization of means of 
production and heavy taxes for public welfare) must he free to be 
bartered and as an intermediary for this barter a homogeneous and 
inalterable precious standard material which is easily dividable and 
transportable, and over which the proprietor can dispose anywhere 
and at any time, must be available. 

· 

During the 19th century the latter conditions were highly satisfied 



by the free circulation of gold, which probably was essential for the 
exceptional rise of mental and material prosperity during that century. 
So today the liberation of gold seems to me a cry full of sense. I even 
fear that between a world worshipping the golden calf as an evil· 
absorbing idol and a world of constraint and terror, the tertium is, if 
not exclusum, at least penitus abditum. 

But be it as it may, it is my opinion that in a happy humanity in 
any case state intervention will have to be prudently handled and the 
state will have to use a language strictly indicative. If it deviates from 
this duty and admits into its language vaguely spiritually tinged terms 
such as principles, attitude, character moulding, firmness of character, 
resoluteness, leader qualities, heroism (for continuation of the list see 
Gobbels),  then inquisition, denunciation and man hunting will still 
have their chance, man will oppress man and man will mistrust man. 

The fight against the abuse of hysterical devices, the fight for 
unmasking them in private and for removing them from public life 
will in future remain a preponderant part of the business of signifies. 
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Address delivered on September 1 6th, 1 946, at the University of 
Amsterdam by Professor L. E. J. Brouwer on the conferment upon 
Professor G. Mannoury of the honorary degree of Doctor of Science 

(English ver$ion * ) )  

Gladly I accept the task with which the Rector Magnificus of the 
University entrusted me. 

By virtue of the authority vested in us by Law 
By resolution of Rector and Senate of the University 
I hereby confer on you 

GERRIT MANNOURY 

the degree of doctor of Science and grant to you all rights which by 
Law of Custom are inherent in the Doctorate of S cience. In evidence 
whereof the certificate signed by the Rector and Secretary and con
firm ed by the Grand Seal of the University, will be handed to you. 

Having thus fulfilled the task imposed upon me, I have the pri
vilege of being the first to welcome you as a Doctor and congratulate 
you on the honour bestowed upon you, and of giving an exposition of 
the motives which have led to the Senate's resolution. 

According to your doctor's diploma the achievements to which 
you owe your doctorate lie not only in the domain of exact science, 
but in those of epistemology and of science of mutual understanding as 
well. And correctly so. For after having won your spurs in the realm 
of mathematics, you have sought the realization of your life, no longer 
mainly within the fortresses of abstract science, but in the vast 
turmoil of the living masses, furthering the enlight<enment of human 
thought in the service of the struggle for a more decent society. 

These activities already cast their shadows before them in your 

*) For the Dutch original see Jaarboek der Universiteit van Amsterdam 
( Year-book of the University of Amsterdam) 1946-1947, II. For the English 
version of Professor Mannoury's reply see Synthese V, p. 514. 
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mathematical publications. In some of the elements disclosed by your 
profound dissection of existing mathematical concepts and theories, 
habits of thought were laid bare, whose domain of applicability either 
did not cover the case under consideration, or proved . to be more 
extensive than had previously been surmised. The discovery that such 
habits of thought can often be traced back to habits of language 
showed you the importance of systematizing and symbolizing mathe
matical language and made you join the school of Giuseppe Peano, who 
had initiated this systematization and symbolization. It was your work 
in t.lie Social-Democratic Study Club, still in the period of your mathe
matical productivity, that revealed to you that analysis of language 
is indispensable not only to mathematical thinking, but even more to 
political judgement and political co-operation. From that time your 
socialist vocation, combined with your urge for scientific analysis, led 
to a long series of publications dealing with the most varied subjects and 
of speeches to the most diverse audiences. In this activity, extending 
over scores of years and still going on, two tendencies of a linguistic 
character can be observed, firstly : a progressive refinement of discri
mination of the meaning of words when used in different contexts; 
secondly: inexorable exposure of imposing fetish-words arousing expec
tations or conveying promises or threats capable of driving well
meaning but unstable characters into the service of evil. Your mode 
of expression there is genially matter-of-fact or playfully paradoxical, 
if scientific or technical questions are concerned, but exhortative, 
earnest and powerful, if humaneness or socialism are involved. 

Naturally this pioneer's work in the field of signifies is fragmen
tary, but probably it will have great consequences. Actually it has 
already had great consequences, through sweeping away problems 
which proved empty and thro ugh the new turn which steadily and 
inconspicuously it has given to philosophical thinking, within and 
beyond our frontiers. Although, just as in the case of Multatuli, the 
public only becomes aware of this influence gradually, some of the 
distinctions introduced by you or under your guidance have already be
come common property : the distinction between emotive and indicative 
language, between I-language, he-language and it-language, and between 
various stages of language, according to the share that on the one hand 
the words themselves, on the other hand the word-connections have in 
the language-function. 

Your work will certainly be crowned by your Manual of Analytical 
Signifies in four volumes of which the first two, dealing with :historical 
and psychological analysis of concepts and ontogenesis and phylogenesis 
of the apparatus of mutual understanding, have been finished. It is to 
be hoped that also the last two volumes, treating of synthetic and mass 
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signifies, will be brought to a successful end and that the book will 
have the vast influence we expect of it: - an expectation, which we 
foster in spite of your o pinion repeatedly expressed, that signifies, as 
such, have no other task than the fight against the hampering influence 
exercised on the natural development of things by abuse bf language 
and confusion of thought, and that an impelling and directing pressure 
on the volition of individuals and community can only be exerted by 
the example of initiators and by the language of poets and prophets. 

Be that as it may, not only have your life and work had a 
liberating and enlightening influence on philosophical thinking in 
g1eneral, but also on individual thinking, through the medium of your 
speeches and writings, and especially of your teaching. Numerous 
pupils owe you gratitude for a psycho-analytical treatment of the first 
order, restoring their courage and self-reliance and opening to some 
of them the gates to independent scientific research. May it be con
sidered a token of homage from your j oint pupils, if, in this connection, 
I tell something of my own exp�iences. 

As happens so often, I began my academic studies as it were, 
with a leap in the dark. After two or three years, however full of 
admiration for my teachers, I still could see the figure of the mathe
matician only as a servant of natural science or as a collector of truths : 
- truths fascinating by their immovability, but horrifying by their life
lessness, like stones from barren mountains of disconsolate infinity. 
And as far as I could see there was room in the mathematical field for 
talent and devotion, but not for vocation and inspiration. Filled with 
impatient desire for insight into the essence of the branch of work of 
my choice, and wanting to decide whether to stay or go, I began to 
attend the meetings of the Amsterdam Mathematical Society. There 
I saw a man apparently not much older than myself, who after lectures 
of the most diverse character debated with unselfconscious mastery 
and well-nigh playful repartee, sometimes elucidating the subj ect con
cerned in such a special way of his own that straight away I was cap
tivated. I had the sensation that, for his mathematical thinking, this man 
had access to sources still concealed to me or had a deeper conscious

ness of the significance of mathematical thought than the maj ority of 
mathematicians. At first I only met him casually, but I at least knew 
his tuneful name, which guided me to some papers he had recently 
published in the Nieuw Archie£ voor Wiskunde, entitled "Lois cyclomati
ques", "Spheres de seconde espece" and "Surfaces-images". They had 
the same easy and sparkling style which was characteristic of his 
speech, and, when I had succeeded, not without difficulty, in under
standing them, an unknown mood of j oyful satisfaction possessed me, 
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gradually passing into the realization that mathematics had acquired 
a new character for me. For the undertone of Mannoury's argument 

had not whispered: "Behold, some new acquisitions for our museum 
of immovable truths", but something like this: "Look what I have built 
for you out of the structural elements of our thinking. - These are the 
harmonies I desired to realize. Surely they merit that desire? - This 
is the scheme of construction which guided me. - Behold the har
monies, neither desired nor surmised, which after the completion sur
prised and delighted me. - Behold the visions which the completed 
edifice suggests to us, whose realization may perhaps be attained by 
you or me one day." 

No wonder, that when not long after these revelations from fairy
land you were admitted to teach at the University of Amsterdam, I 
was amongst your first hearers and took in eagerly your demonstrations 
of the relativity of such princip1'es and such habits of thought as impede 
the access to the life-springs of religion, humaneness and socialism. 
We soon got on more familiar terms with each other, and from then 
on we no more let each other go. From a pupil I gradually became 
your dialectic partner. Controversies divided us, were argued by us, 
both privately and before the forum of the scientific community, and 
our views got deepened and reconciled. Differences in the atmosphere 
of utility-language * ) we never had; your sense of relativity, strongly 
interfering elsewhere, left you a paladin of integrity and a complete 
accountant in daily professional life. But differences of opinion, 
originating from our different natures, have continued to arise and 
their centre of gravity seems to have gradually moved from the origin 
and the essence of mathematical certainty to the origin and the essence 
of evil. Of evi'l, hidden in all of us, but towards which your attitude 
cannot but differ from that of others, because with you it was more 
deeply stowed away than with others. This accounts for your serenity 
of temper, which is like Mozart's music, a serenity that can hate nothing 
but hatred. This also accounts for your unfailing sense of right, the 
authority of which, in our faculty, was unchallenged for twenty years 
and brought such a large number of ticklish questions to solution there. 

In the above synopsis of your work I pointed out the modest part 
you attach to the task of the significist as such and the much greate-r 
actual influence you attribute to the example of initiators and to the 
language of poets and prophets. Well, your life has been an example 
and in your writings there are passages whose electrifying power 
approaches the prophetic. I wish to quote one of those passages, the 

* ) For the meaning of this term see Synthese V, p. 194. 
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choice of which was suggested to m e  by the youngest member of our 
faculty, likewise your pupil, and I should like to end on this note. 

"Cause and effect play their eternal antiphony. Do not let us forget 
this with regard to ourselves, to o u r  word, to o u r  example. Let u.s be 
conscious of being effect and be modest. But let us be conscious as weLl 
of being cause and be unwavering." 
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GUIDELIN ES OF INTUITIONISTIC MATHEMATICS 

Since its origin the intuitionistic orientation of thought has primarily strived for 
a new practice of creative mathematical work and secondarily searched for a for
mulation, as adequate as possible, of the guidelines for this practice. 

It seems that the former aim has now been fairly wel l  attained. Probably it i s  
more completely attainable than the latter, because with respect to the i ntuitionistic 
way of thinking the mathematical language can play no other part than that of an 
instrument for keeping in memory mathematical constructions or for suggesting 
them to other people; in spite of its efficiency it can never completely safeguard 
us against misunderstanding. 

Having premised this, I may be allowed to give below the formulation of the 
guidel ines which for the moment seems to me the most adequate. In some respects 
it differs from earlier formulations. 

Intuitionistic mathematics is a mental constructi on, essentially independent of 
language. It comes into being by self-unfolding of the basic intuition of mathe-

- matics, which consists in the abstraction of two-ity. This self-unfolding allows us 
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in the first i nstance to survey in one act not only a finite sequence of mathematical [ I ]  
systems, but also an infinitely proceeding sequence, defined by a law, of mathe-
matical systems previously defined by induction. But in the second instance i t  
allows u s  a s  well t o  create a sequence of  mathematical systems which infinitely [ I ] 
proceeds in complete freedom or is subject to restrictions which may be varied in the 
course of the progress of the sequence. Finally, at every stage of the construction [2] 
of mathematics, properties which can be supposed to hold for previously ob-
tained mathematical concepts, may be introduced as new mathematical concepts 
called species. Previously obtained mathematical concepts for which such a prop-
erty holds, wil l then be qualified as members of the corresponding species. 

The species which above others ferti l izes intuitionistic mathemat ics is the spread 
(Menge) ;  the definition of this notion and of that of the elements of a spread has 
been given among other places in ( 1 9 1 9  D ). Because mathematics is independent [3] 
of language, the word symbol ( Zeichen) and in particular the words complex of 
digits (Ziffernkomplex) must be understood in this definition in  the sense of mental 
symbols, consisting in previously obtained mathematical concepts. 
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1 948 A ESSENTIALLY NEGATIVE PROPERTIES 

In order to estimate the significance of affirmative or negationless mathematics, 
the development of which is sometimes advocated, 1 ) it may be useful to publish 
a simple and clear example, which I gave now and then in courses and lectures 
s ince 1 927, and in which a simply negat ive property (i .e . the absurdity of a con
structive property) is realized in such a way that no hope of transforming it i nto 
a constructive property can be j ustified. It consists of two real numbers which are 
different though neither can be proved to be greater or smaller than the other, let 
alone that they can be proved to be apart from each other. 

[ 1] Let a be a mathematical assertion that cannot be tested, i .e. for which no method 
is known to prove either its absurdity or the absurdity of its absurdity. 2 ) 

[2] Then the creating subject can, in connect ion with the assert ion a, create an in-
finitely proceeding sequence of rational numbers a 1 , a2 , a 3 ,  . . . according to the 
fol lowing direct ion: As long as, i n  the course of choosing the a., the creating 
subject has experienced neither the truth, nor the absurdity of a, every a11 is chosen 
equal to 0. However, as soon as between the choice of a, _ 1 and that of a, the 
creating subject has obtained a proof of the truth of a, a, as well as a, + v  for every 
natural number v is chosen equal to 2- '. And as soon as between the choice of 
a5 _ 1 and that of as the creating subject has experienced the absurdity of a, as as well 
as as + v  for every natural number v is chosen equal to - 2 -s . 

This infinitely proceeding sequence a 1 , a2 , a3 ,  . . .  is positively convergent, so i t  
defines a rea l number p.  

[3] If for this real number p the relation p > 0 were to hold, then p < 0 would be 
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impossible, so it would be certain that a could never be proved to be absurd, so 
the absurdity of the absurdity of a would be known, so a would be tested, which 
it is not. Thus the relation p > 0 does not hold. 

Further, if for the real number p the relation p < 0 were to hold, then p > 0 
would be impossible, so it would be certain that a could never be proved to be 
true, so the absurdity of a would be known, so again a would be tested, which it 
is not. Thus neither does the relation p < 0 hold. 

Finally let us suppose that the relation p = 0 holds. In this case neither p < 0 
nor p > 0 could ever be proved, so neither the absurdity nor the truth of a could 
ever be proved, so the absurdity as well as the absurdity of the absurdity of a 

1) See: G .  F. C. G riss ( 1 944), ( 1 946) ,  [ ( 1 949), ( 1 950), ( 1 950 A), ( 1 95 1 ), ( 1 95 5 ) ] ;  D. van 
Dantzig ( 1 94 7 ) .  

2 )  For i nstance the assertion that there exists a q uadruple of natural numbers 11  > 2 ,  a, b and 
c, for which the relation a" + b" � c "  holds, or that i n  the decimal expansion of ;r there occur ten 
successive digits forming a sequence 0 1 23456789. 



would be known. This is a contradiction, so the relation p = 0 is absurd, in other 
words the real numbers p and 0 are different. 

Consequently for the real numbers p and 0 the simply negative property p =f. 0 
holds, whilst neither of the properties p > 0 or p < 0 i s  present, let alone one of 
the constructive properties p S> 0 or p <l? 0. Thus for real numbers the relation =f. 
is an essentially negative relation. 

Analogously, if at the end of the third section above, - r s  is replaced by 2-s, 
then for the real numbers p and 0 the simply negative property p > 0 holds, while 
the constructive property p S> 0 does not hold. Thus the relation > of v irtual 
order is also an essentially negative relat ion. 

[479] 



1 948 C 

[480] 

L. E. ]. BROUWER (Blaricum) 

CONSCIOUSNESS, PHILOSOPHY, AND MATHEMATICS 

First of all an account should be rendered of the phases consciousness 
has to pass through in its transition from its deepest home to the exterior 
world in which we cooperate and seek mutual understanding. This account 
does not imply mutual understanding and in some way may remain a 
soliloquy. The same can be said of some other parts of this lecture too. 

Consciousness in its deepest home seems to oscillate slowly, will-lessly, 
<1.nd reversibly between stillness and sensation. And it seems that only the 
status of sensation allows the initial phenomenon of the said transition. 
This initial phenomenon is a move of time. By a move of time a present 
sensation gives way to another present sensation in such a way that cons
ciousness retains the former one as a past sensation, and moreover, through 
this distinction between present and past, recedes from both and from 
stillness, and becomes mind. 

As mind it takes the function of a subject experiencing the present as 
well as the past sensation as object. And by reiteration of this two-ity
phenomenon, the object can extend to a world of sensations of motley 
plurality. 

In measure of the irreversibility with which the subject has receded 
from an element of the object, this element loses its egoicity, i.e. gets 
estranged from the subject, and in measur-e of this estrangement, mind 
becomes disposed to desire and apprehension, and consequently to positive 
or negative conative activity with respect to the element in question. 

In the world of sensation experienced by mind, the free-will-phenomenon 
of causal attention occurs. It performs identifications of different sensations 
and of different complexes of sensations, and in this way, in a dawning 
atmosphere of forethought, creates iterative complexes of semations. An 
iterative complex of sensations, whose elements have an invariable order 
of succession in time, whilst if one of its elements occurs, all following 
elements are expected to occur likewise, in the right order of succession, 
is called a causal sequence. 

On the other hand there are iterative complexes of sensations whose 
elements are permutable in point of time. Some of them are completely 
estranged from the subject. They are called things. For instance individuals, 
i .e. human bodies, the home body of the subject included, are things. 
Things may be, or may not be, indissolubly connected w ith egoic sensations. 
The whole of egoic sensations indissolubly connected with an individual, 
ts called the soul of the corresponding human being. The soul connected 

1 2 3 5  



L. E. J. BROUWER 

with the subject-individual is rather latent, but manifest in sensations of 
vocation and of inspiration. 

The whole of things is called the exterior world of the subject. Causal 
sequences, each of whose elements contains a thing, are called exterior causal 
sequences. 

Causal attention allows the development of the conative act1v1ty of 
the subject from spontaneous effort to forethinking enterprise by means of 
the free-will-phenomenon of cunning act. The cunning act consists in this, 
that in a causal seequence of eventualities, a later element not conatively 
attainable in a spontaneous way but nevertheless desired (the aim), is 
realized indirectly by bringing about an in itself perhaps non-desirable 
but conatively attainable earlier element of the sequence (the means), 
and in its wake obtaining the desired element as its consequence. A 
causal sequence employed in this way is called a useful causal sequence. 
As a matter of course aim as well as means may be of a negative 
(averting) character. Mood and temper directing cunning acts are essentially 
different from spontaneous desire and apprehension. 

Since (positive and negative) conative activity is mainly directed towards 
things, individuals included, the cunning act chiefly operates with exterior 
causal sequences. 

By means of its cunning acts, the subject creates a causal sphere of 
influence which on the one hand it protects by an activity of destroying 
things endangering useful causal sequences, and which on the other hand 
it extends by an activity of constructing things capable of new useful 
causal sequences. 

As a matter of course sources of disappointment with cunning acts 
are numerous. In the first place direct fulfilment of (positive or negative) 
desire through spontaneous activity is never equalled by its appeasement 
in a circuitous way. Furthermore causal attention meets with a certain 
resistance from the part of the object, so that over and over aga;in 
confidence in causal sequences meets with unexpected and inexplicable 
deceptions, notwithstanding all effort at protection. Moreover all causal 
sequences are affected with .inaccuracies, so that a concatenation of causal 
sequences need not necessarily constitute another causal sequence. 

However, in spite of these disappointments, mind, once having taken 
to causal attention, remains in a lasting causal tension, impelling alternately 
to causal thinking, i.e. attention toward discovering causal sequences and 
possibilities of creating or protecting causal sequences, and to causal acting, 
i .e. acting, generally cunning acting, in consequence of causal thinking. 

In this connection there is a phenomenon of play, occurring when 
conative activity or causal thinking or acting is performed playfully, i.e. 
without inducement of either desire or apprehension or vocation or 
inspiration or compulsion. 
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Causal attention repeatedly leads to identification of sensation complexes 
originating from causal acts of the subject, with sensation complexes 
experienced in causal connection with other individuals. On account of this 
identification the latter sensation complexes are called acts of those other 
individuals. Moreover causal acts of the subject and such of numerous other 
individuals influence each other in a high degree; many causal acts of many 
individuals even seem only to hav,e possibility and sense as items of 
organized cooperation of smaller or larger groups of individuals; the share 
of the subject in that cooperation seems to be of no other nature than that 
of the individuals of the object. 

Systems of causal thinking underlying such cooperative causal acts, are 
far more complicated than those inducing individual causal acts. Prominent 
amongst the former is scientific thinking, which in an economical and 
efficient way catalogues extensive groups of cooperative causal sequences. 
And this scientific thinking, in particular when concerned with technique, 
is bas,ed on mathematics. 

Mathematics comes into being, when the two-ity created by a move of 
time is divested of all quality by the subject, and when the remaining 
empty form of the common substratum of all two-ities, as basic intuition 
of mathematics, is left to an unlimited unfolding, creating new mathe
matical entities in the shape of predeterminately or more or less freely 
proceeding infinite sequences of mathematical entities previously acquired, 
and in the shape of mathematical species i.e. properties supposable for 
mathematical entities previously a:cquired and satisfying the condition that 
if they are realized for a certain mathematical entity, they are also realized 
for all mathematical entities which have been defined equal to it. 

The significance of mathematics with regard to scientific thinking mainly 
consists in this that a group of observed causal sequences can oft.en be 
manipulated more easily by extending its of-quality-divested mathematical 
substratum to a hypothesis, i.e. a more comprehensive and more surveyable 
mathematical system. Causal sequences represented in abstraction in the 
hypothesis, but so far neither observed nor found observable, often find 
their realization later on. 

The organization of a group of individuals into a cooperation consists 
in a wire-netting of will-transmission. At primitive stages of civilization 
and in primitive man-to-man relations this transmission of will from 
individual to individual is brought about by simple gestures or primitive 
animal sounds. But in more developed organization of the groups concerned 
the acts to be imposed become too much differentiated and too complicated 
to be indicated exclusively in such a simple way. In order to be able under 
these circumstances still to direct the trade by means of requesting or com
manding (auditive or visual) signals, the totality of laws, decrees, objects and 
theories concerned with the acts enjoined upon the organized individuals, 
is subjected to a causal attention, the linguistic causal attention, and the 
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elements of the mathematical system resulting from this causal attention, 
are indicated by linguistic basic signs. From these basic signs, by means 
of grammatical rules taken from the said mathematical system, the organized 
languages allowing the ·extremely differentiated and complicated will
transmissions required by civilization have been constructed. And these 
languages not only consolidate the wire-netting of will-transmission, but 
also suggest its continual extension. Of course, much of the stability and 
exactness which according to grammar and lexicon a language seems to 
possess is lost in practical life, because the totality of cooperations requires 
far more basic notions than language has to off er basic words and word 
connections. On the other hand stability and exactness of language is not 
necessary in practical life, because in every organization routine engenders 
a sort of collective will, making good understanders to whom a word 
suffices. 

In the preceding, account has been rendered of three successive phases 
of the exodus of consciousness from its deepest home. Of these phases the 
naive one was opened with the creation of the world of sensations, the 
isolated causal one with the setting in of causal activity, and the social 
one with being involved in cooperation with other individuals. Regression 
from the third to the second phase appears to be frequent and easy, but 
from either of these regression to the naive phase seems hard to realize, 
more easily a temporary refluence to the d eepest home leaving aside 
naivety, through the free-will-phenomenon of detachment-concentration. 
The question arises, whether and where, on and after this exodus of 
consciousness, beauty, mutual understanding, wisdom and truth can be 
found. 

In causal thinking and acting beauty will hardly be found. Things as 
such are not beautiful, nor is their ·domination by shrewdness. Therefore 
satisfaction at efficacy of causal acts or systems of causal acts or at 
discoveries of new causal sequences is no sensation of beauty. 

But in the first phase of the exodus there is beauty in the joyful miracle 
of the self-revelation of consciousness, as apparent in egoic elements of 
the object found in forms and forces of nature, in particular in human 
figures and human destinies, human splendour and human misery. 

And in the second and third phase there is beauty in remembrance of 
the miracle of bygone naivety, remembrance evoked either by reverie 
through a haz·e of wistfulness and nostalgia, or by (self-created or en
countered) works of art, or by certain kinds of science. Such science 
evoking beauty reveals or playfully mathematizes naively perceptible forms 
and laws of nature, after having approached them with attentive reverence, 
and with a minimum of tools. And such science evoking beauty, through 
its very reverence, rejects expansion of human domination over nature. 

Furthermore in the second and the third phase there is constructional 
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beauty, which sometimes appears when the activity of constructing things 
is exerted playfully, and, thus getting a higher degree of freedom of 
unfolding, creates things evoking sensations of power, balance, harmony, 
and acquiescence with the exterior world. 

But the fullest constructional beauty is the introspective beauty of mathe
matics, where instead of elements of playful causal acting, the basic 
intuition of mathematics is left to free unfolding. This unfolding is not 
bound to the exterior world, and thereby to finiteness and responsibility; 
consequently its introspective harmonies can attain any degree of richness 
and clearness. 

In every cooperation in which acts of the subject are concerned, to causal 
attention it seems that in the system of cooperative causal acts concerned 
the share of the subject, considered as share of the subject individual, is 
of no other nature relative to things than that of the object individuals 
concerned in the cooperation. And this finds expression in the language of 
the cooperation concerned. Again, to causal attention it seems that also 
the non-cooperative actions of the subject, considered as actions of the 
subject individual, firstly are of no other nature relative to things than 
those of the object individuals concerned in the cooperation, and secondly 
neither very much differ in nature relative to things from those of a great 
deal of object individuals not concerned in the coopeeration. And this finds 
expressibn in the language of the cooperation concerned in such a way 
that the part assigned to the subject individual in this language is analogous 
to those assigned to object individuals, whereas the subject itself is ignored 
in it. In this way civilized languages, mostly being cooperativ·e languages, 
suggest a sameness for such totally different phenomena as acts of the 
subject and acts of object individuals are. 

And this suggestion is intensified by the misleading terms civilized 
languages use to characterize the behaviour of individuals in general. It is 
not unreasonable to derive this behaviour from "reason". But unreasonable 
to derive it from "mind". For by the choice of this term the subject in its 
scientific thinking is induced to place in each individual a mind with free
will dependent on this individual, thus elevating itself to a mind of second 
order ·experiencing incognizable alien consciousnesses as sensations. Quod 
non est. And which moreover would have the consequence that the mind 
of second order would causally think about the pluralified mind of first 
order, then cooperatively study the science of the pluralified mind, and in 
consequence of this study assign a mind of second order with sensation 
of alien consciousnesses to other individuals, thus once more elevating 
itself, this time to a mind of third order. And so on. Usque ad infinitum. 
And this nonsense would still go further. In the group of individuals 
Ii , I 2, . . •  In, besides the primary minds of first order M 1 , M 2, • . •  Mn, 
being sensations of the subject mind of second order, for every k and l 
which are natural numbers < n, the mind Mk 1 occurs, 1.e. the sensation 
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experienced by !k as a mind of second order from It . Likewise, besides the 
primary minds of second order Mkz,  being sensations of the subject mind 
of third order, for every e, a and -i: which are natural numbers < n, the 
mind M (}ar occurs, i.e. the sensation experienced by I e as a mind of third 
order from Mar. And so on. Usque ad infinitum. Moreover, with respect 
to behaviour, the variation from individual to individual, only in degree, 
not in essence, differs from the variation from individual to animal, so 
that as a consequence of the plurality of mind, a mind would have to be 
assigned to animals as well. 

Since there is no plurality of mind, so much the less is there a science of 
the plural mind. Only a psychology of man and animal, which as an 
extension of physiology, studies automatic living organisms, without mind 
and without free-will. To these the subject individual belongs as well, 
notwithstanding its special role as bearer of joy and pain, and of 
phenomena accompanying emotions, thoughts and acts of the subject. For 
in spite of its dominating position the subject has a domain of describability 
which, compared to that of the object, is a Citta del Vaticano. 

In default of a plurality of mind, there is no exchange of thought either. 
Thoughts are inseparably bound up with the subject. So-called communic
ating-of-thoughts to somebody, means influencing his actions. Agreeing 
with somebody, means being contented with his cooperative acts or having 
entered into an alliance. Dispelling misunderstanding, means repairing the 
wire-netting of will-transmission of some cooperation. By so-called exchange 
of thought with another being the subject only touches the outer wall of 
an automaton. This can hardly be called mutual understanding. Only 
through the sensation of the other's soul sometimes a deeper approach is 
experienced. And when wisdom revealed by the beauty of this sensation, 
finds expression in the antiphony of words exchanged, then the·re may 
be mutual understanding. 

Apart from the soul ev.ery expose on the sense and essence of life is a 
soliloquy, and every discussion about the pluralified mind is a game of 
dialectics in the arena of the collective hypothesis of a collective super
subject experiencing an objective world which exists independently of the 
supposed human subjects that appear and disappear in it, which remains 
when all supposed human subjects have vanished, and would be, even if 
there had never been human subjects called into existence. 

Searching for wisdom, we may find it in knowing that ·Causal thinking 
and acting is non-beautiful and hard to justify, and that in the long run it 
brings disappointment. And in knowing that the exterior world with its 
innumerable individuals and with its hypertrophied cooperation is wedded 
to mind, its disharmonies reflecting mind's free-will-guilt. 

As a consequence of this knowing the exterior world and one's own 
position in it are accepted as they are, so that towards the exterior world 
generally only acts as reversible as possible aiming at maintenance, but no 

[485] 



[486] 

CONSCIOUSNESS, PHILOSOPHY, AND MATHEMATICS 

acts let alone causal acts aiming at change, are undertaken of one's 
free will. Repair of disadjustments, averting of danger and relief of need, 
all this negative intervening in human society is justified in itself and 
sometimes prescribed. But positive activity to change the structure of 
human society gov·emed by so many unknown forces, will always be 
checked by the self-admonition: "not to improve her work has Providence 
placed thee in this world", and only vocation and inspiration tested in 
detachment-concentration will be stronger than this admonition. 

For the actual expansion of the already hypertrophied world cooperation 
(which in its trivial final aims of mass-comfort and mass-security has not 
got much justification) responsibility will be declined. Therefore leading 
positions in this cooperation will not be aspired to. 

Neither can responsibility be assumed for curtailment of freedom, one's 
own or other people's. Therefore one will only reluctantly join a clique or 
union, these generally impairing lirberty of action and spontaneity in 
conduct of life. 

Power over fellow-creatures will be avoided. Firstly because one would 
get mixed up with limitations of other people's liberty of action. And 
secondly because those fellow-creatures are part of the reflex image held 
out to mind from its deepest home, therefore have to be respected, and 
must not be judged, let alone condemned, despised or rejected, even if 
they are enemies to be fought against. 

Eastern devotion has perhaps better expressed this wisdom than any 
western man could have done. For instance in the following passages of 
the Bhagavad-Gita 1) which even in translation have conserved their electri
fying power: 

"A man should not hate any living creature. Let 'him be friendly and 
compassionate to all. He must free himself from the delusion of I and 
mine. He must accept pleasure and pain with an equal tranquillity. He 
must be forgiving, ever-contented, self-controlled, united constantly. His 
resolve must be unshakable." 

"He neither molests his fellow-men, nor allows himself to become 
disturbed by the world. He is no longer swayed by joy and envy, anxiety 
aad fear." 

"He is pure and independent of the body's desire. He is able to deal with 
the unexpected : prepared for everything, unperturbed by anything. He 
i5 neither vain nor anxious about the results of his actions." 

"He does not desire to rejoice in what is pleasant. He does not dread 
w'hat is unpleasant, or grieve over it. He remains unmoved by good or 
evil fortune." 

1) Quoted from the English version by Swami Prabhavananda and Christopher 
Isherwood, London, Phoenix House, 1947. 
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"His attitude is the same toward friend and foe. He is indifferent to 
honour and insult, heat and cold, pleasure and pain. He is free from 
attachment. He values praise and blame equally. He can control his speech. 
He is content with whatever he gets. His home is everywhere and nowhere." 

The categorical imperative prescribing the aforesaid attitude towards 
life has its counterpart in a sceptical prognosis that mankind, possessed by 
the delusion of causality, will slide away in a deteriorative process of 
overpopulation, industrialization, serfdom, and devastation of nature, and 
that when hereby first its spiritual and then its physiological conditions 
of life will have been destroyed, it will come to its end like a colony of 
bacteria in the earth crust having fulfilled its task. 

All this though timeless art and perennial philosophy continually suggest 
that the unknown forces governing the destiny of individual and com
munity, are not subject to causality; that in particular the ways of fate 
cannot be paved with causality, and that security is as unattainable as it 
is unworthy; that intensification of organization increases vulner�bility, 
that new vulnerability asks for protection through new organization, and 
that thus for organization which is believed in, there is no end of growth ; 
finally that if the delusion of causality could be thrown off, nature, 
gradually resuming her rights, would be (except for her bondage to destiny) 
generous and forgiving to a mankind decausaliz·ed and subsiding to more 
modest and more ha:rmonious proportions. 

Of course art and philosophy continually illustrating such wisdom 
cannot participate in cooperation, and should not communicate with 
cooperation, in particular should not communicate with the state. Supported 
by the state, they will lose their independence and degenerate. 

The recognition of a cooperative world captured in the delusion of 
causality as a reflex of mind's guilt, does not imply eternal bondage to 
that world. Consequently, the way along which the deepest home was left, 
seeming to be blocked for final return, there may be wisdom in a patient 
tending towards reversible liberation from participation in cooperative 
trade and from intercourse presupposing plurality of mind. It seems that 
this mere tendency favours evaporation of desire and fear, so that gradually 
non-cooperative activity is allayed, cooperative causal acts are automatized, 
the world of things faints away, the joy of beauty pales, egoic elements 
no longer bind attention, and the home body grows more and more 
frugalized. What remains of non-cooperative conativ·e activity, seizes every 
opportunity for a further disengaging from cooperative trade and further 
anachoresis of the home body. There is no hesitation to leave what is 
beloved, for neither beauty nor egoic alliance needs causal proximity. 
Though there is sadness when in a receding distance naivety vanishes for 
ever. But perhaps at the end of the journey the deepest home vaguely 
beckons. 
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From the above report, especially from the rejection of the hypothesis 
cf plurality of mind, follows that truth is only in reality i.e. in the present 
and past ,experiences of consciousness. Amongst these are things, qualities 
of things, emotions, rules (state rules, cooperation rules, game rules) and 
deeds (material deeds, deeds of thought, mathematical deeds). But expected 
experiences, and experiences attributed to others are true only as anti
cipations and hypotheses; in their contents there is no truth. 

Truths often are conveyed by words or word complexes, generally 
borrowed from cooperation languages, in such a way that for the subject 
together with a certain word or word complex always a definite truth 
is evoked, and that object individuals behave accordingly. Further there is 
a system of general rules called logic enabling the subject to deduce from 
systems of word complexes conveying truths, other word complexes 
generally conveying truths as well. Causal behaviour of the subject (isolated 
as well as cooperative) is affected by logic. And again object individuals 
behave accordingly. This does not mean that the additional wnrrl complexes 
in question convey truths before these truths have been experienced, nor 
that these truths alwaxs can be experienced. In dher words, logic is not 
a reliable instrument to discover truths and cannot deduce truths which 
would not be accessible in another way as well. 

The above point of view that there are no non-experienced truths and 
that logic is not an absolutely reliable instrument to discov·er truths, has 
found acceptance with regard to mathematics much later than with regard 
to practical life and to science. Mathematics rigorously treated from this 
point of view, and deducing theorems exclusively by means of introspective 
construction, is called intuitionistic mathematics. In many respects it 
deviates from classical mathematics. In the first place because classical 
mathematics uses logic to generate theorems, believes in the existence of 
unknown truths, and in particular applies the principle of the excluded 
third expressing that every mathematical assertion (i.e. every assignment 
of a mathematical property to a mathematical entity) either is a truth or 
cannot be a truth. In the second place because classical mathematics confines 
itself to predeterminate infinite sequences for which from the beginning the 
nth element is fixed for each n. Owing to this confinement classical mathe
matics, to define real numbers, has only predeterminate convergent infinite 
sequences of rational numbers at its disposal. Out of real numbers defined 
in this way, only subspecies of "ever unfinished denumerable" species of 
real numbers can be composed by means of introspective construction. Such 
ever unfinished denumerable species all being of measure zero, classical 
mathematics, to create the continuum out of points, needs some logical 
process starting from one or more axioms. Consequently we may say that 
classical analysis, however appropriate it be for technique and science, has 
less mathematical truth than intuitionistic analysis performing the said 
composition of the continuum by considering the species of freely proceed-
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ing convergent infinite sequences of rational numbers, without having 
recourse to language or logic. 

As a matter of course also the languages of the two mathematical schools 
diverge. And even in those mathematical theories which are covered by a 
neutral language, i.e. by a language understandable on both sides, either 
school operates with mathematical entities not recognized by the other one: 
there are intuitionist structures which cannot be fitted into any classical 
logical frame, and there are classical arguments not applying to any intro
spective image. Likewise, in the theories mentioned, mathematical entities 
recognized by both parties on each side are found satisfying theorems which 
for the other schoQl are either false, or senseless, or even in a way 
contradictory. In particular, theorems holding in intuitionism, but not in 
classical mathematics, of ten originate from the circumstance that for mathe
matical entities belonging to a certain species, the possession of a certain 
property imposes a special character on their way of development from 
the basic intuition, and that from this special character of their way of  
development from the basic intuition, properties ensue which for classical 
mathematics are false. A striking example is the intuitionist theorem tha,t 
a full function of the unity continuum, i.e. a function assigning a real 
number to every non-negative real number not exceeding unity, is necessarily 
uniformly continuous. 

To elucidate the consequences of the rejection of the principle of the 
excluded third as an instrument to discover truths, we shall put the wording 
of this principle into the following slightly modified, intuitionistically more 
adequate form, called the simple principle of the excludeid third: 

Every assignment -r of a property to a mathematical entity can be 
j u d g e d, i.e. either proved or reduced to absurdity. 

Then for a single such assertion -r the enunciation of this principle is 
non-contradictory in intuitionistic as well as in classical mathematics. For, 
if it were contradictory, then the absurdity of -r would be true and absurd 
at the same time, which is impossible. Moreover, as can easily be proved, 
for a finite number of such assertions -r the simultaneous enunciation of the 
principle is non-contradictory likewise. However, for the simultaneous 
enunciation of the principle for all elements of an arbitrary species of such 
assertions -r this non-contradictority cannot be maintained. 

E.g. from the supposition, for a definite real number ci, that the 
assertion: c1 is rational, has been proved to be either true or contradictory, 
no contradiction can be deduced. Furthermore, ci, c2, • • •  cm being real 
numbers, neither the simultaneous supposition, for each of the values 1 ,  2 ,  
. . . m of v, that the assertion: c� is rational, has been proved to be either 
true or contradictory, can lead to a contradiction. However, the simultane
ous supposition for all real numbers c that the assertion: c is rational, has 
been proved to be either true or contradictory, does lead to a contradiction. 
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Consequently if we formulate the complete principle of the excluded 
third as follows : 

If a, b and c are species of mathematical entities, if further both a and 
b form part of c, and if b consists of those elements of c which cannot 
belong to a, then c is identical with the union of a and b, 

the latter principle is contradictory. 

A corollary of the simple principle of the excluded third says that if 
for an assignment T of a property to a mathematical entity the non-contra
dictority, i.e. the absurdity of the absurdity, has been established, the truth 
of T can be demonstrated likewise. 

The analogous corollary of the complete principle of the excluded third 
[3] is the principle of reciprocity of complementarity, running as follows:  

[490] 

If a, b and c are species of mathematical entities, if further a and b form 
part of c, and if b consists of the elements of c which cannot belong to a, 
then a consists of the elements of c which cannot belong to b. 

Another corollary of the simple principle of the excluded third is the 
simple principle of testability saying that every assignment T of a property 
to a mathematical entity can be t e s  t e d, i.e. proved to be either non
contradictory or absurd. 

The analogous corollary of the complete principle of the excluded third 
is the following complete principle of testability: 

If a, b, d and c are species of mathematical entities, if each of the 
species a, b, and d forms part of c, if b consists of the elements of c which 
cannot belong to a, and d of the elements of c which cannot belong to b, 
then c is identical with the union of b and d. 

For intuitionism the principle of the excluded third and its corollaries 
are assertions a about assertions r, and thes·e assertions a only then are 
"realized", i.e. only then convey truths, if these truths have been 
experienced. 

Each assertion T of the possibility of a construction of bounded finite 
character in a finite mathematical system furnishes a case of realization 
of the principle of the excluded third. For every such construction can be 
attempted only in a finite number of particular ways, and each attempt 
proves successful or abortive in a finite number of steps. 

If the assertion of an absurdity is called a negative assertion, then each 
negative assertion furnishes a case of realization of the principle of 
reciprocity of complementarity. For, let a be a negative assertion, indicating 
the absurdity of the assertion {3. As, on the one hand, the implication of 
the truth of an assertion a by the truth of an assertion b implies the 
implication of the absurdity of b by the absurdity of a, whilst, on the other 
hand, the truth of f3 implies the absurdity of the absurdity of {3, we con
clude that the absurdity of the absurdity of the absurdity of {3, i.e. the 
non-contradictority of a, implies the absurdity of {3, i.e. implies a. 
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In consequence of this realization of the principle of reciprocity of 
complementarity the principles of testability and of the excluded third 
are equivalent in the domain of negative assertions. For, if for a the 
principle of testability holds, this means that either the absurdity of the 
absurdity of f3 or the non-contradictority of the absurdity of {3, i.e., by 
the preceding paragraph, that either the absurdity of the absurdity of {3 or 
the absurdity of {3, i.e. either the absurdity of a or a can be proved, so that 
a satisfies the principle of the excluded third. 

To give some examples refuting the principle of the excluded third and 
its corollaries, we introduce the notion of a drift. By a drift we understand 
the union y of a convergent fundamental sequence of real numbers c1 (r), 
c2 (Y), • . . , called the counting-numbers of the drift, and the limiting
number c (r) of this sequence, called the kernel of the drift, all counting
numbers lying apart 1) from each other and from the kernel. If 
c"' (r) <0 c (r) for each v, the drift will be called left-winged. If 
c,,, (r) 0> c (Y) for each v, the drift will be called right-winged. If the 
fundamental sequence c1 (r), c2 (r), . . . is the union of a fundamental 
sequence of left counting-numbers l1 (y), /2 (y), . . .  such that /,,, (r) <0 c (r) 
for each v, and a fundamental sequence of right counting-numbers 
di (r), d2 (r), . . . such that d,,, (r) 0> c (r) for each v, the drift will be 
called two-winged. 

Let a be a mathematical assertion so far neither tested nor recognized as 
testable. Then in connection with this assertion a and with a drift r the 
creating subject can generate an infinitely proceeding sequence R(y, a) of 
real numbers c1 (Y, a) , c2 (l', a), . • .  according to the following direction: 
As long as during the choice of the cn (Y, a) the creating subject has 
experienced neither the truth, nor the absurdity of a, each cn (r, a) is 
chosen equal to c(r). But as soon as between the choice of C r - I (y, a) and 
that of Cr (y, a) the creating subject has experienced either the truth or the 
absurdity of a, cr (r, a), and likewise C r + "'  (r, a) for each natural number 
v, is chosen equal to c r (y). This sequence R(y, a) converges to a real number 
D(r, a) which will be called a direct checking-number of y through a. 

Again, in connection with a and with a two-winged drift y the creating 
subject can generate an infinitely proceeding sequence S(r, a) of real 
numbers w1 (l', a), w2 (l', a), . . . . according to the following direction: 
As long as during the choice of the Wn (r, a) the creating subject has 

1) If for two real numbers a and b defined by convergent infinite sequences of 

rational numbers ai, a2, . • . and bi,, b2, . . . respectively, two such natural numbers m 
and n can be calculated that b,., - a,., > 2- n for v '.:: m, we write b o >  a and a <o b, 
and a and b are said to lie apart from each other. If a = b is absurd, we write a =fa b. 
If a <o b is absurd, we write a '.:: b. If both a = b and a <o b are absurd, we write 

a > b. The absurdities of a <o b and a < b prove to be mutually equivalent, and the 

absurdity of a '.:: b proves to be equivalent to a < b. 
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experienced neither the truth, nor the absurdity of a, each Wn (r, a) is 
chosen equal to c (r) . But as soon as between the choice of W r - 1 (r, a) and 
that of wr (r, a) the creating subject has experienced the truth of a, 
w, (r, a) , and likewise W r + 7  (r, a) for each natural number Y, is chosen 
equal to dr (r). And as soon as between the choice of W s - 1  (r, a) and that 
of W s  (r, a) the creating subject has experienced the absurdity of a, 

Ws (r, a) , and likewise W s + 7  (r, a) for each natural number Y, is chosen 
equal to ls (r). This sequence S(r, a) converges to a real number E(r, a) 
which will be called an oscillatory checking-number of r through a. 

Let r be a right-winged drift whose counting-numbers are rational. Then 
the assertion of the rationality of D(r, a) is testable, but not judgeable, and 
its non-contradictority is not equivalent to its truth. Furhermore we have 
D(r, a) > c (r), but not D(r, a) 0> c (r). 

Let r be a two-winged drift whose right counting-numbers are rational, 
and whose left counting-numbers are irrational. Then the assertion of the 
rationality of E(r, a) is neither judgeable, nor is it testable, nor is its non
contradictority equivalent to its truth. Furthermore E{r, a) is neither > c(y), 
nor < c(r). 

The long belief in the universal validity of the principle of the excluded 
third in mathematics is considered by intuitionism as a phenomenon of 
history of civilization of the same kind as the old-time belief in the 
rationality of n or in the rotation of the firmament on an axis passing 
through the earth. And intuitionism tries to explain the long persistence of 
this dogma by two facts: firstly the obvious non-contradictority of the 
principle for an arbitrary single assertion; secondly the practical validity 
of the whole of classical logic for an extensive group of simple every day 
phenomena. The latter fact apparently made such a strong impression 
that the play of thought that classical logic originally was, became a deep
rooted habit of thought which was considered not only as useful but even 
as aprioristic. 

Obviously the field of validity of the principle of the excluded third 
is identical with the intersection of the fields of validity of the principle 
of testability and the principle of reciprocity of complementarity. Further
more the former field of validity is a proper subfield of each of the latter 
ones, as is shown by the following examples: 

Let A be the species of the direct checking-numbers of drifts with rational 
counting-numbers, B the species of the irrational real numbers, C the union 
of A and B. Then all assertions of rationality of an element of C satisfy 
the principle of testability, whilst there are assertions of rationality of an 
element of C not satisfying the principle of the excluded third. Again, all 
assertions of equality of two real numbers satisfy the principle of reci
procity of complementarity, whereas there are assertions of equality of two 
real numbers not satisfying the principle of the excluded third. 
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In the domain of mathematical assertions the property of absurdity, just 
as the property of truth, is a universally additive property, that is to say, 
if it holds for each element a of a species of assertions, it also holds for the 
assertion which is the union of the assertions a. This property of universal 
additivity does not obtain for the property of non-contradictority. 
However, non-contradictority does possess the weaker property of finite 
additivity, that is to say, if the assertions e and a are non-contradictory, 
the assertion -r which is the union of e and a, is also non-contradictory. 
For, let us start for a moment from the supposition w that -r is contra
dictory. Then the truth of e would entail the contradictority of a, which 
would clash with the data, so that the truth of e is absurd, i.e. e is absurd. 
This consequence of the supposition w clashing with the data, the supposit
ion w is contradictory, i.e. -r is non-contradictory. 

Application of this theorem to the special non-contradictory assertions 
that are the enunciations of the principle of the excluded third for a single 
assertion, establishes the above-mentioned non-contradictority of the simul
taneous enunciation of this principle for a finite number of assertions. 

Within some species of mathematical entities the absurdities of two 
non-equivalent 1) assertions may be equivalent. E.g. each of the following 
three pairs of non-equivalent assertions relative to a real number a:  

I 1 .  a =  a; 
II  1 .  a > O; 

III 1 .  a >  O; 

I 2. either a :S 0 or a > 0 
II 2. either a = 0 or a 0> 0 

III 2. a o> 0 

furnishes a pair of equivalent absurdities. 

It occurs that within some species of mathematical entities some ab
surdities of constructive properties can be given a constructive form. E.g. 
for a natural number a the absurdity of the existence of two natural 
numbers different from a and from 1 and having a as their product, is 
equivalent to the existence, whenever a is divided by a natural number 
different from a and from 1 ,  of a remainder. Likewise, for two real 
numbers a and b the relation a > b introduced above as an absurdity of a 
constructive property can be formulated constructively as follows: 
Let ai, a2, . . .  and bi, b2, . . .  be convergent infinite sequences of rational 
numbers ddining a and b respectively. Then, for any natural number n, 
a natural number m can be calculated such that av - bv 0> - 2-n  for 
v > m. 

On the other hand there seems to be little hope for r·educing irrationality 
of a real number a, or one of the relations a -=/:. b and a > b for real numbers 
a and b, to a constructive property, if we remark that a direct checking-

1) By non-equivalence we understand absurdity of equivalence, just as by non
contradictority we understand absurdity of contradictority. 

[4] 
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number of a drift whose kernel is rational and whose counting-numbers 
are irrational, is irrational without lying apart from the species of rational 
numbers; further that a direct checking-number of an arbitrary drift 
differs from the kernel of the drift without lying apart from it, and that 
a .direct checking-number of a right-winged drift lies to the right of the 

[5] kernel of the drift without lying apart from it. 

It occurs that within some species of mathematical entltles some non
contradictorities of constructive properties C can be given either a con
structive form (possibly, but not necessarily, in consequence of reciprocity 
of complementarity holding for C) or the form of an absurdity of a con
structive property. E.g. for real numbers a and b the non-contradictority 
of a =  b is equivalent to a =  b, and the non-contradictority of: either 
a = b or a 0> b, is equivalent to a >  b; further the non-contradictority 
of a 0> b is equivalent to the absur·dity of a ::=:: b as well as to the absurdity 
of: either a =  b or a <0 b. 

On the other hand, if we think of the property of non-contradictority 
of rationality existing for all direct checking-numbers of drifts whose 
counting-numbers are rational, there seems to be little hope for reducing 
non-contradictority of rationality of a real number to a constructive pro
perty or to an absurdity of a constructive property. 

If we understand by the simple absurdity of the property r; the absurdity 
of r;, and by the (n + 1 )-fold absurdity of r; the absurdity of the n-fold 
absurdity of r;, than a theorem established above expresses that threefold 
absurdity is equivalent to simple absurdity. And a corollary of this theorem 
is that n-fold absurdity is equivalent to simple or to double absurdity 

[6] according as n is odd or even. 
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I should like to terminate here. I hope I have made clear that intuitionism 
on the one hand subtilizes logic, on the other hand denounces logic as a 
source of truth. Further that intuitionistic mathematics is inner architecture, 
and that research in foundations of mathematics is inner inquiry with 
revealing and liberating consequences, also in non-mathematical domains of 
thought. 
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THE NON-EQUIVALENCE OF THE CONSTRUCTIVE AND 
THE NEGATIVE ORDER RELATION ON THE CONTINUUM 

In an earlier paper 1 ) it has been explained that i t  is improbable that the con
structive order relation 9> and negative order relation > on the continuum wi l l  
ever be shown to be equivalent. Below it wil l be proved that this equivalence is 
even contradictory. 

For this purpose we recall to memory the definition, which we gave in an 
earlier paper 2 ) of a drift as the union y of a convergent fundamental sequence of 
real numbers c1 (y ), c2 (y ), . . .  , called the counting-numbers of the drift, and the 
l imiting number c(y) of this sequence, called the kernel of the drift, all counting
numbers lying apart from each other and from the kernel. If c.(Y) � c(y) for each 
v , the drift wil l be called left-winged. If cv(y) 9> c(y) for each v ,  the drift wil l  be 
called right-winged. If the fundamental sequence c1 (y), c2(y), . . . , is the union of 
a fundamental sequence of left counting-numbers l1 (y), /2 (y), . . . , such that 
lv(Y) � c(y) for each v, and a fundamental sequence of right counting-numbers 
d1 (y), d2 (y), . . . , such that d"(y) 9> c(y) for each v, the drift wil l be called two
winged. 

Let a be a mathematical assertion. Then in  connection with this assertion a and 
with a drift y the creating subject can generate an infinitely proceeding sequence 
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R(y, a) of real numbers c1 (y, a), c2 (y, a), . . . according to the fol lowing direction : [2] 
As long as during the choice of the c.(y, a) the creating subject has not experienced 
the truth (has experienced neither the truth nor the absurdity) of a, he chooses 
every c.(y, a) equal to c(y ). But as soon as for r = l before the choice of c,(y, a )  
or for r > l between the choice of  c, _ 1 (y, a) and that of  c,(y, a )  the creating 
subject has experienced the truth (either the truth or the absurdity) of a, c,(y, a) 
and l ikewise c, + " (y, a) for each natural number v , is chosen equal to c,(y). This 
sequence Q(y, a)(R(y, a)) converges positively to a real number C(y, a)(D(y, a)) 
which will be called a conditional checking-number (a direct checking-number) of 
y through a. 3 )  

Likewise the creating subject can generate in connection with a and with a 
two-winged drift y an infin itely proceeding sequence S(y, a) of real numbers 
w1 (y, a), w2 (y, a), . . .  according to the fol lowing direction : As long as during the 
choice of the w,,(y, a) the creating subject has experienced neither the truth nor 
the absurdity of a, he chooses every w,,(y, a) equal to c(y). But as soon as for 

1) (I 948 A) 

2)  ( 1 948 B )  [ This paper is not included in this edition. I t  is  contained in ( 1 948 C) [ p. 489-

494 ].  ] 
3) In the case that ()( has not yet been tested the notion of a direct checking-number of y through 

()( was already introduced in the paper mentioned in footnote 2).  
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r = I  before the choice of w,(y, oc) or for r > I  between the choice of w,_ 1 (y, oc) 
and that of w,(y, oc) the creating subject has experienced the truth of oc, he chooses 
w,(y, oc) and l ikewise for each natural number v , w, +h. oc) equal to d,(y). And as 
soon as for s = I before the choice of w,(y, oc) or for s > I between the choice 
of w,_ 1 (y, oc) and that of ws(Y, oc) the creat ing subject has experienced the absurdity 
of oc, he chooses w,(y, oc) and l ikewise for each natural number v, Ws+v (Y, oc) equal 
to /5(y, oc). This sequence S(y, oc) converges positively to a real number E(y, oc) 
which will be called a two-sided checking-number of y through oc. 

We now consider for each natural number v the kv-intervals k� , k�' ,  . . .  , k�svl, i .e . 
[3] the A < 4v + 0-intervals ordered from left to right, which have a .A-interval in common 

with the unit-continuum (i .e . the species of the real numbers � 0 and ;£ I ). Then 
the unit-continuum coincides with the point/an J, i . e. the species of the infinitely 
proceeding sequences kV' t l ,  k<:J:il, k<j'\ . . . , which are telescopic, i.e. such that each 
of its intervals is strictly contained in the interior of the preceding interval. Let f 
be any point of J, let us denote by oc / the assertion that f is rational and let us 
consider the species p of the sequences R(y, oc1) and the species b of the corre
sponding direct checking-numbers D(y, oc1 ), where y is the drift with kernel 0 and 
counting-numbers r" (n = I ,  2, . . .  ), while f varies freely within J, subject only 
to the condition that the nth member k<,:1") of f is always chosen after c,,(y, oc1 ) 
but before c. + 1 ()', ocf). 

Now suppose that at some time the order relations '!> and > were proved to be 
equivalent ; then it would be proved in particular that every element e of b is '!> O; 
hence there would be associated to each element e of b a natural number n( e) 
such that e '!> 2 - ,,<el. It follows that there would be associated to each element p 
of p a natural number n(p) such that f(p) would be either proved to be rational 
or to be irrational by the choice of the n(p )th member of the element f(p) of J 
which determines p. In this way there would be associated to each element f of 

[ 4] J a natural number n (! ) such that at the choice of the n(f)th mem her off i t  can 
be proved e ither that/ is rational or that/ is irrational. Because J has a fan struc
ture, it would be possible to find a maximum m of n(f ), f ranging over J 4 ) . This 
means that every element of J could be proved either to be rational or to be 
i rrational at the choice of kC,::ml ; obviously this is contradictory for all those ele
ments of J which at the choice of kC,::"'l still enjoy their ful l  freedom of continua
t ion, including the freedom of subsequent restrictions to this freedom. 
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It can be shown also for several other equivalences which are affirmed in classical 
mathematics, by examining them through suitable species of checking-numbers of 
drifts, that they are not only not true, but even contradictory. 

4) See ( 1 927 B)  p. 66 [p. 396], Theorem 2. 



CONTRADICTORITY OF ELEMENTA RY GEOMETRY 

In an earlier paper 1 ) it has been proved that the equivalence of the relations 
' >  O' and ' 'l> O' is contradictory 2 ) . Hence it fol lows further that the equivalence 
of the relations ' �  O' and 'either = 0 or 'l> O' is contradictory, for the latter 
equivalence would entai l the former. 

Let us consider the intersection theorem of Euclidean plane geometry which 
affirms that a common point can be found for any two l ines a end I in the Eucli
dean plane which can neither coincide nor be parallel. Let us choose a rectangular 
coordinate system with a as the axis of X. As a consequence of the intersection 
theorem we find that for every l ine through P(O, 1 ), such that the tangent p1 of 
its angle with the axis of X satisfies - l � p1 < 0, a point S of i ntersect ion with 
the axis of X can be found, and therefore a natural n umber n(l) such that xs < 2"w, 
hence p1 < - 2-,,(ll , from which it fol lows that p1 <2 0. Thus the intersection theo
rem entails the equivalence of the relations ' <  0, and ' <2 O', which is contradictory, 
consequently the intersection theorem of plane Euclidean geometry is also contra
dictory. 

However, this proof for the contradictorily of Euclidean plane geometry, oper-

1 949 B 

ating only far away in the distance, is hardly satisfactory, whilst it does not even [ 1 ] 
affect the intersection theorem of projective plane geometry, which affirms that a 
common point can be found for any two l ines i n  the projective plane which cannot 
coincide. 

Let us consider again 1 ) the pointfan J which coincides with the unit continuum. 
Let f be any point of J and let us denote by a 1 the assertion that f i s  rational. Let 
us further consider the species a of the sequences S(y, a 1) and the species 1J of the [2] 
corresponding two-sided checking-numbers E(y, a1 ), where y always denotes the 
two-winged drift with kernel 0 and counting-numbers ( - 1 )"2- "  (n = l ,  2, . . . ), 
whi lst f varies freely within J, subject only to the condition that the nth member 
k�;·» of/ is always created after c11(y, af) but before c,, + 1 (y, a1 ). 

If  at any time the relations ' =I= O' and 'either < 0 or > O' were proved equiv
alent, then it would be proved in particular for every element e of 1J that : 

either e < O; i n  this case e 'l> 0 would be impossible, hence it would be im
possible that / were rational ; 

or e > O; in this case e < 0 would be impossi ble, hence it would be non
contradictory that f were rational .  

1 ) ( 1 949 A) .  [ See note [4] to that  paper.] 
2 )  The result formulated in that paper was the non-equivalence of > and 'l> ,  but the proof 

leads to the stronger result that · > O' and · 'l> o· are not equivalent. 
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[3] Consequently the unit continuum would be split up into two species of point 
kernels in each of which a point could be indicated, but this is impossible 3 ). This 
proves that the equivalence of the relations ' #  O' and 'either < 0 or > O' on the 
continuum is absurd. 

It follows at the same time that the equivalence of the relations 'a = a' and 
'either a � 0 or a � O' on the continuum is contradictory, for this equivalence 
would entail the former. 

Let us consider a Euclidean plane with a rectangular coordinate system. Let a 
be the axis of X, m the l ine x = 1 ,  r.t. an arbritary real number # 0, f3 the absolute 
value of r.1., P the point ( - 1 ,  2/3), Q the point ( 1 ,  r.1.), I the l ine PQ, y a  real number 
apart from ! and from 3. Then the l ine connecting P with the point (y, 0) inter-

sects m in the point ( 1 ,  2/3Y_- l
l 
), which can only coincide with Q if either 

y + 

2l-
1
1
= f3 or 2l-

1
1 

= - /3, i . e. if either f3(y - 3) = 0 or f3(3y - l )  = 0, but 
y + y + 

none of these equalities holds, hence it is impossible that I intersects a in the 
point (y, 0). 

It fol lows that, if a point of intersection of I and a could be found, it would be 
either the point (!. 0) or the point (3 , 0). In the former case r.t. < 0, in  the latter 
Cl. >  0. 

Consequently, if the intersect ion theorem of projective plane geometry were to 
hold, in which case a common point of a and I could be found for every r.t. # 0, 
then the relations ' #  O' and 'either < 0 or > O' on the continuum would be 
equivalent. Hence, because of the contradictority of this equivalence, it follows 
that the intersection theorem of projective plane geometry is contradictory. This 
settles the contradictority of Euclidean as well as projective plane geometry. 

It may be expected that by means of species of checking-numbers i n  connection 
with r.1. 1 ,  resulting from the free variation off; it will also be possible to prove the 
contradictority of other theories of classical mathemat ics, which have already been 

[ 4] proved to be not true. 

3)  See ( 1927 B), p. 66 [ p. 396], footnote 1 0. 
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LOGIQUE MATHEMATIQUE. - Remarques sur la notion d'ordre. 

Note de M. L.-E.-J. BROUWER, presentee par M. Emile Borel. 

Une espece S d'entites mathematiques est dite partiellement ordonnee, si 
d'apres certains criteres y i1 existe pour certaines paires d'elements de S, 

composees chacune d'un premier element X et d'un second element Y, des 
relations d'ordre X . Y (X et Y sont du meme rang), X < Y (X est inferieur 

a Y) OU X > Y (X est superieur a Y), remplissant, a, b, c, r, s designant des 
elements arbitraires de S, les conditions suivantes: 

1 .  a · a ; · 

2. a · b entraine b . a ;  

3 .  l'union de a � b  et b · c entraine a · c; 

4. a< b et b > a s'impliquent mutuellement; 
5. l'union de a -c- r, b �s et a <  b entrai'ne r< s;  

6. l'union de a <  b et b <  c entrai'ne a <  c; 

7. a< b exclut a> b (done d'apres ce qui precede a -c- b exclut a< b). 

Deux elements a et b d'une espece partiellement ordonnee seront dits de 

rangs differents, si la relation a · b s'est trouvee contradictoire. 
Si dans une espece partiellement ordonnee deux elements arbitraires a et b 

sont ou bien du meme rang ou bien de rangs differents, l'espece sera dite 
discretement ordonnee. 

Si dans une espece partiellement ordonnee on a pour deux elements 
arbitraires a et b de rangs differents ou bien a <  b ou bien a >  b, l'espece sera 
dite quasicompletement ordonnee. 

Un ordre partiel qui est en meme temps discret et quasi complet, sera dit 
comp/et. 

Un ordre partiel sera dit nature!, si ses criteres y constituent une extension 
de ceux de quelque ordre simple et intuitif complet. 

Une relation u, qui est une relation p -c- q, p <  q ou p >  q, qu'on imagine 
pour deux elements p et q de l'espece partiellement ordonnee S ,  sera dite 
compatible avec l'ordre partiel de S, si pour l'espece de relations qui est l'union 
de la relation u et des relations d'ordre decoulant des criteres y, la non
contradiction du systeme de conditions 1 ,  2, . . .  , 7 reste en vigueur. L'ordre 
partiel n de S sera dit sature, s'il se trouve etabli que chaque relation d'ordre 
compatible avec n decoule elle-meme des criteres y, done fait partie de n. 

11 a ete demontre que l'ordre sature est equivalent a l'ordre virtue!, 

c'est-a-dire a l'ordre partiel qui, en dehors des conditions 1 ,  2, . . .  , 7, satis
fait aux conditions supplementaires suivantes: 

8. L'absurdite simultanee de a . b et a< b entrai'ne a> b. 

9. L'absurdite simultanee de a< b et a> b entraine a . b. 

On constate immectiatement que pour chaque relation d'ordre qu'on imagine 
pour deux elements de l'espece virtuellement ordonnee S la non-contradiction 
est equivalente a !'existence et que pour chaque paire d'elements de cette 
espece S la participation a l'ordre virtuel est non-contradictoire. 
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L'ordre virtuel trouve sa realisation la plus importante dans l'ordre partiel 
naturel du continu intuitionniste. 

Evidemment l'ordre complet implique l'ordre virtuel. Par contre l'ordre 

virtue/ n 'implique ni /'ordre comp/et, ni meme /'ordre quasi comp/et. Pour les 
ordres partiels naturels cette non-implication estmise en evidence par l'exemple 
d'une propriete essentiellement negative que j'ai communique a I' Academie 

[2] des Sciences d' Amsterdam dans sa seance du 25 septembre 1948. 
En revanche, pour /es ordres partiels nature ls, /' ordre quasi comp/et n 'implique 

pas non plus /'ordre virtue!. En effet, appelons deux entites mathematiques 
dif.ferentes si leur egalite est absurde, et disons de deux especes d'entites 
mathematiques a et b que a est contenue dans b si chaque element de a est egal 
a un element de b, que a �t b sont identiques si ell es sont contenues l'une dans 
l'autre, et que a sort de b si a contient un element different de chaque element 
de b. Basons en�uite I' ordre partiel nature! n1 d'une espece arbitraire E d' especes 

d' en tit es mathematiques sur la convention que pour deux elements a et b de E 
on mettra a · b si a et b sont identiques, et a <  b si a est contenu dans b 

tandis que b sort de a. 

Considerons en particulier l' ordre partiel n1 de l' espece R con tenant comme 
elements Jes especes a°' et a,, definies com me il suit: a., se compose de la suite 
infinie de nombres rationnels 0, 1,  TI , T2, • • •  , tandis que a, COntient COmme 
elements ceux de aw ' et en plus un nombre reel rsatisfaisant a la condition que, 
sans qu'il soit contenu dans a., , son appartenance a a., est non-contradictoire. 

[3] L'intuitionisme dispose de divers moyens de construire de tels nombres. Alors 
la difference de rang par rapport a 111 des deux elements de R etant contradic
toire, la seule paire d'elements contenue dans R n'est pas touchee par la 
condition de l'ordre quasi complet, qui par consequent se trouve bien realise. 
D'autre part, la condition 9 de l'ordre virtue! n'est pas remplie, les relations 
a,< a., et a, > a., etant toutes les deux contradictoires sans qu'il s'ensuive la 
relation a, · a.,. II s'ensuit que, pour l'espece R, l'ordre partiel ni n'est pas 
virtue I. 
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Hors du domaine des ordres partiels naturels, la mise en evidence de l'inde
pendance mutuelle de l'ordre quasi complet et de l'ordre virtuel se fait d'une 
maniere plus simple. En effet, considerons une espece S se composantde deux 
entites mathematiques a et b seulement. Soit a une assertion mathematique 
non-eprouvab/e, c'est-a-dire que jusqu'ici on ne connai't pas d'algorithme a 
dectuire soit la non-contradictorite soit l'absurdite de a. Definissons un ordre 
partiel de S en choisissant comme criteres respectifs des relations a >  b, a< b 

eta · b l'etablissementde la non-contradiction, de l'absurdite etde I' ensemble 
de la non-contradiction et de l'absurdite de a. Cet ordre partiel est virtuel, 
sans etre quasi complet. D'autre part, si les trois criteres en question sont 
successivement remplaces par l'etablissement de l'ensemble de la verite et de 
l'absurdite de a, de l'absurdite de a et de la verite de a, on obtient un ordre 
quasi complet, qui n'est pas virtuel. 



L O GIQUE MATHEMATIQUE.  - Sur la posSlbihte d'ordonner le continu. 

N ote de M .  L . -E . -J .  Baouw1rn, presentee par M. Emile Borel . 

D ans une comm unication anlerieure ( ' )  j ' ai mis en lumiere que l 'ordre 
n aturel du con.Linu intuitionniste n'esl  pas quasi complet, c'est-a-dire ne 
comporte pas une relation d'ordre pour chaque p aire de nombres reels differents. 
La question se pose de s avoir s'il y a  moyen d'ordonner quasi comple temenl 
le continu intuiLionniste d'une autre ma niere, en conservant, bien entendu,  
l'egalite comme condition d'egal ite de rang. La reponse est  negative, comme 
l'etabli t le raisonnement suivant : 

Supposons pour le con linu intuitiopniste }'existence de quelque ordre quasi 
complet it. Dans ce qui sui't les signes < et >  se rapporteront a l'ordre re. Soient 
p1 et 111  deux nombres reels dont la distance naturelle ( c'es t-a-dire la valeur 
absolue de leur difference arithmetique ) a surpasse 2-" pour un certain 
nombre naturel n.  Soit p1 < u1 et soit w1 1e nombre reel  qui est la moyenne 
naturelle de p1 et de u t . Nous aurons alors ou bien W1 <Pt < u 1 ou bien 
p1 < u1 < w1 ou bien p 1  < w1 < u 1 • D ans le premier cas nous mettrons p2 = w1 
et u2  = u 1 , clans le  second et  dans le troisieme cas P 2 = p1 et u2 = w1 • Ainsi 
dans tons les cas l a  distance naturelle de P 2 a U2 sera de 2- 1 a, tandis 
que p2 < u2 • De meme, pour un nombre n aturel quelconque p, soient pp 
et lip deux nombres reels a dist ance n aturelle 2--p+i a et  tels que PP < Zlp · 
Alors, Soit wP la moyenne naturelle de pp e t  de Zlp ·  N ous mettrons pp+ i = Wp 

et Up+t = up ,  si 1-PP < PP < up, e t  Pp+i = pp et Up+1 = wP, si Pr < up < wP o u  
Pr < wP < llp ·  Ainsi dans tous l e s  c a s  l a  distance n aturelle d e  Pr+i a Up+t sera 
de 2-P a ,  t andis que pp+ i  < up+t . Ce procede nous fournit une suite fondamen
tale de paires de nombres reels (pv, uv) ou pour chaque v nous avons Pv < u"' 
tandis que l a  distance n aturelle de Pv a uv est de 2-'i+t a et que chaque intervalle 
nature! (P·1+ i )  Zlv+ I ) est con lenu dans l 'intervalle n aturel (pv , u,, ) . Par conse
quent la  suite converge vers un seul nombre reel q .  

1950 B 

Soit oc une assertion m athematique non eprouvable.  Considerons une suite [2] 

infinie ( h0 k1 ), ( h 2 ,  k2 ), • • • de paires de nomb re s  reels, avarn;ant selon les  
instructions suivantes : 

Tant que, pendant l a  creation successive des ( hll1 k,,), ni l ' absurdite, ni la  
non-contradiction de oc n ' auront ete e tablies, h" sera choisi egal a Pn et kn egal 

( 1 )  Comptes rendus , 230, 1950, p. 263. [l] 
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( 2 ) 
a Un. Mais, des que l a  verite de cc se sera revelee entre le cho i x  d'un certain 
( h,._ , , kr-l ) et celui de ( h,., kr ), chaque hv ( v :::::,,,. r) sera choisi egal a p,. et  
chaque kv (v :::::,,. r) egal  a u,.. Et des  que l'absurdite de oc aura ete decouverLe 
entre le choix d'un certain (h,_0 k,_1 ) et celui de (h,, k.), ch aque hv (v :::::,,. s )  sera 
choisi egal a u, et chaque kv ( v ':::::,. s )  egal a p,. E n  tou t  cas l a  suite infinie ( h1 , kt ), 
(h2 ,  k2 ), • • •  convergera vers une p aire de n ombres reels ( h, k). 

S upposons un m oment h et  k egaux .  Alors les relations h < k e t  h > k seraient 
toutes les deux impossibles .  Done l'egalite de (h, k) a quelque (p,., u,.) et l 'ega
lite de (h, k) a quelque (u,,p,.) seraien t  toutes les deux impossibles et !'assertion 
oc serait en m e me te mps abs urde et non con lradictoire . P ar consequent notre 
supposition a ete refutee, nous avons etabli que It e t  k sont differents e t  l'ordre 
qu asi complet r. devra cornporter une rel ation d'ordre pour la p aire ( h, k) . 

Or, cette relation d'ordre sera 
ou bien h < k, d'ou l'impossibi lite de h > k, entrainan t successivement l'im

possibilite de l 'egalite de ( h, k) a quelque ( u.,p_, ) et la non-con tradiction de ix, 
done l 'eprouvabili te  de ix, 

ou bien h > k, d'ou l ' impossibilite de It <  k, en train an t successivemen t 
l 'impossibilite de l'egalite de ( h, k)  a quelque (p,., u,.) et l 'absurdite de cc, done 
encore l'eprouvabilite de ix .  

Nous nous sommes heurte a u n e  con tradiction. Celle contradicti on e tablit 
que, taut qu'il y aura des assertion s  non eprouvables, l e  continu in tu i t ionniste 
n ' admettra pas d'ordre quasi complet . 

Pour l 'ordre quasi complet du continu reduit, c'est-a-dire d e  l 'espece des 
nombres reels predetermines, il existe u ne im possibilite analogue, logiquement 
conditionnelle, m ais pratiquement absolue, seule ment plus longue a formu ler 
que dans le cas du continu intuitionn iste . 

( Extrait des Comptes rend us des seances de l'Academie des Sciences, 
t. 230, p. 349-350, 5eance du 23 janvier 1 950 . )  



Discours final de M. BROUWER 

Le programme du colloque me conferant l 'honneur de prononcer 
quelques paroles a titre de conclusion, je voudrais vous proposer de 
considerer un instant dans son essence !'ensemble des mathematiques et 
de la logique, les deux sciences si intimement liees qui nous ont occupes. 
Pour cela, descendons au plus profond de notre conscience et constatons 
qu'a l 'origine il n 'y a la qu'un monde-reve et que dans ce monde-reve 
un monde pragmatique ne prend naissance qu'au moyen du phenomene 
de discernement, creant l'homme pensant et du phenomene d'astuce, creant 
l'homme agissant, !'en semble de ces deux phenomenes engendrant le 
monde exterieur et les objets. Ensuite, appelant « jeu » toute activite 
exercee pour elle-meme et non suscitee par la crainte, la contrainte, le 
desir ou la vocation, relevons I' existence du jeu logique , qui dans le 
discernement remplace les objets perc:;us par des objets fictifs et purement 
indicatifs, et du jeu mathematique, qui dans le discernemeat fait abstraction 
complete des objets. Remarquons que ces deux j eux partent l 'un et l 'autre 
d 'un phenomene premier de bi-unicite capable d'une pluralisation spontanee 
et infinie qui cree dans les champs de !'esprit une vegetation illimitee 
et exuberante, sen siblement plus riche dans le cas mathematique que 
dans le cas logique, par suite de l 'affranchissement total du lest des 
objets, dont j ouissen t les mathematiques. 

Les deux j eux, en vertu de leur origine, s 'influencent mutuellement. 
De par leur nature, ils ne devraient pas s'immiscer dans la vie sociale. 
Celle-ci les ayant neanmoins reclames, Us subissent !'influence des sciences 
pragmatiques tout en cooperant, co ntre leur nature, aux transformations 
de la vie sociale qu'on appelle le progres . Heureusement, leurs plus beaux 
developpements n'auront probablement j amais aucun rapport avec les 
questions techniques, economiques OU politiques. 

Nous tous qui avons assiste aux entretiens qui viennent de s'achever, 
avons pu entendre et voir que la logique cultivee pour elle-meme souleve 
aujourd'hui des problemes captivants et fait aujourd'hui des decouvertes 
aussi ingenieuses que surprenantes.  Un tableau s'est deroule qui contri
buera a imposer silence a ceux qui aujourd'hui encore voudraient nier 
le droit a !'existence du j eu de la logique pure. 

Souhaitons done que notre colloque ait inaugure une longue serie 
de reprises et soyons reconnaissants a ceux qui en ont pris ! 'initiative et 
l'on t si brillamment organise, en particulier a M. le Doyen de la Faculte 
des Sciences et a M. le Professeur DESTOUCHES, a l ' U. N. E. S .C.O. qui 
nous a prcte son precieux soutien, a nos rapporteurs, qui ont jete tant 
de lumiere et ont ouvert de si vastes perspectives, et finalement a tous 
ceux qui ont pris part a nos discussions si animees et si instructives. 
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195 1 ON ORDER IN THE CONTINUUM, AND THE RELATION OF 

TRUTH TO NON-CONTRADICTORITY 

BY 

L. E. J. BROUWER 

(Communicated at the meeting of November 24, 1951) 

§ I .  

The virtual order of the continuum was introduced by means of the 
following definitions 1) : 

I .  If a is a rational number, and b a real number defined by the 
convergent infinite sequence of rational numbers b1, b2, • • •  , we say that 
b is measurably greater than a and a measurably smaller than b (expressed 
by b o > a  and a < o  b), if for two suitable natural numbers m and p 
the inequality b, - a > 2 -:v holds for each v > m. 

2. If a, and b are real numbers, we say that b is measurably greater 
than a, and a measurably smaller than b (expressed by b o > a  and a < o  b), 
if for some suitable natural number n the inequality b - a > 2-n holds. 

3. Indicating for two real numbers a and b the absurdity of a <o b 
by a 0> b and b < 0 a, we say that b is greater than a and a smaller than 
b (expressed by b > a  and a <  b), if a =:f=- b as well as a <0 b. 

On the basis of these definitions it was easily proved that the absurdity 
of a < b (expressed by a > b and b < a) is equivalent to a 0> b .  

§ 2 .  
The basic relation < of the virtual order of the continuum, defined in 

the above way, is equivalent to the non-contradictority of the basic relation 
< o  of the measurable natural order. 

For, on the one hand the non-contradictority of a < o  b implies the 
absurdity of a =  b as well as of a o > b, and on the other hand (on account 
of the absurdity of simultaneous validity of a =:/=- b, a 0> b and a <0 b) 
the conjunction of a =:/=- b and a <0 b implies the non-contradictority of 
a < o b. 

The same result follows by remarking that the assertion a < b, stating 
as it does the absurdity of the alternative "either a = b or a o > b", is 
a negative assertion ; consequently it is equivalent to its non-contradicto
rity 2), i.e. to the absurdity of a > b, i.e. to the absurdity of a 0> b, i.e. 

[1] 1) Cf. e.g. Math. Annalen 95, 467. 2) Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch.,  Amsterdam, 51,  1 240 ( 1 948). Obviously 

[2] the converse of the theorem is true, for any assertion equivalent to its non
contradictority can be put into a negative form. 
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to the non-contradictority of a o > b. So that indeed the basic relation 
of the virtual order of the continuum might equally well have been 
defined as the non-contradictority of the basic relation of the measurable 
natural order. 

§ 3. 
If, within an arbitrary species of mathematical entities, we define a 

non-negative assertion as an assertion for which, with regard to the 
elements of that species, the principle of reciprocity of complementarity 
is contradictory, then each non-negative assertion, together with the assertion 
of its non-contradictority, yields a pair of non-equivalent assertions having 
equivalent absurdities 3) . 

This theorem covers the four examples, previously given 4), of pairs 
of non-equivalent assertions, about real numbers, with equivalent 
absurdities, namely : 

I 1 .  a, =  a, I 2. either a < 0 or a > 0 

II 1. a :;t:  0 II 2. either a < 0 or a > 0  
III 1 .  a, >  0 III 2.  either a =  0 or a. o > O  
IV 1 .  a > 0  IV . ) a o > o . 

For, in each pair the second member is non-negative, and its non
contradictority is represented by the first member. 

§ 4. 

Each of the above non-negative assertions demonstrates the theorem 
of contradictorily of the principle of reciprocity of complementarity (involving 
that of contradictority of the equivalence of truth and non-contradictority 
in mathematics) whose force considerably exceeds that of the theorem of 
contradictority of the complete principle of the excluded third (involving 
that of contradictority of the solubility of all mathematical problems) 
which was deduced previously 5). 

3)  The converse is not true, as is shown within the species of real numbers by 

the pair of assertions "either a = 0 or a > O" and "either a = 0 or a o > O". 

4) Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 5 1 ,  1242 ( 1 948) and 52, [3] 
3 1 6  ( 1 949). 

5)  Cf. e.g. Sitz. ber. Preuss. Akad. d. Wiss., phys . .  math. Kl. 1 928, 48 - 52. [4] 
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1 952 A An intuitionist correction of the fixed-point* theorem 
on the sphere 

BY L. E.  J. BROUWER, FoR.MEM.R.S. 

(Received 3 1 December 1951) 

This i s  a specimen o f  intuitionist recasting of topology, and i n  particular an illustration of 

[2] the consequences of the invalidity of the Bolzano-Weierstrass theorem in intuitionism, for 
the validity of the Bolzano-Weierstrass theorem would make the classical and intuitionist 
forms of fixed-point theorems equivalent. 

That the fixed-point theorem on the sphere in its classical form does not hold 
intuitionistically is shown by the following example : 

[3] Let f be a fleeing property, K1 its critical number, and let f be three-sided, which 

[1] 
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means that neither of K1=. 0, nor K1=- l ,  nor K1 =- 2  (mod 3) has the absurdity 
been demonstrated. In ordinary space, with a rectangular system of axes, 
let r1, r2, . . .  be a fundamental sequence of rotations about the origin, each rn 

turning through an angle ( - 2)-n if n is a down-number and an·angle ( - 2)-Kf if n 
is an· up-number off ; and, for n � K1, let the rotation take place about the axis of 
x, y or z, according as n =- 0, n =- 1 or n =- 2 (mod 3), while for n an up-number 
the rotation is about the same axis as for n = K1. If, by rv, an initial position s0 
of a sphere K, having its centre at the origin, passes into the position sv, then 
Sv s2, . . .  converge to some position s. It may be that s0 and s are the same ; it 
may also be that s0 and s are different, and that only the points on the axis of x 
(or y, or z) are in the same place for s0 and s. But there is no way of determining 
a point on the surface S of K which is in exactly the same place for s0 and s. 

An intuitionist theorem by which the fixed-point theorem on the sphere can be 
replaced is formulated as follows : 

Let 7 be a topological transformation of the su.rf ace S of a sphere K into itself con
serving the indicatrix, and e a  real number o> 0. Then we can determine a point of S 
whose geodetic displacement by 7 is � e. 

We shall call the point A' into which a point A of S is carried by 7, the image of 
A by 7, and the point A "  which is carried by 7 into A,  the counter-image of A by 7. 
It is understood that A '  and A "  can be calculated for each A .  The locus a' of the 
images and the locus a" of the counter-images of the points of a locus a will be 
called the image and the counter-image of a .  

Let us choose an arbitrary point P on S. Then either the geodetic distance of 
P from its image P' or from its counter-image P" is � e, in which case we have 
attained our object ; or both these geodetic distances are � !fe, which is thus the 
only case left to be considered. 

* In this paper ' point ' means ' point core ' in the intuitionist sense. 



2 L. E. J. Brouwer 
Let g be a circle on S having P as its centre and bounding a circular region G 

containing P which lies at a distance ? !e from its image G' and its counter-image 
G" (this will be so if g is small enough) .  Let p be the stereographic projection of S 
from P on R, the tangent plane to S at 0, the antipodal point of P. Let p transform 
T into u, P' into B', P" into B", g into h, g' into h', g" into h". Then h will contain 
h' and h" in its interior. 

Let Q be a square in R having 0 as its centre and containing h in its interior 
(and thus also h' and h") .  Let s be the perimeter of Q. 

Let E be a division of Q into congruent, homothetic squares q,. Let us choose 
E dense enough to enable us to indicate a square ifr composed of squares q, lying 
in the interior of h" and containing B" in its interior at a distance o> 0 from its 
perimeter k. 

Let us understand by the displacement vector of a point T of R the directed line 
segment from T to its image T' by u. If we confine ourselves to the part R" of 
R composed of the squares qv belonging to Q but not to ifr, the displacement vector 
is bounded. Let us determine a {}o> 0 such that if the displacement vector of a 
point C of R" is of length < it, this guarantees that the point A of S, of which C 
is the stereographic projection, is at a geodetic distance < e from its image in 
S by T. 

Let a variable point H of a closed Jordan curve j lying in R".describe a simple 
circuit w of j. Then simultaneously the displacement vector of H will describe a 
total angle of say 2n(j, u) 1T. This number n(j, u) we shall call the index of j for u, 
taking it positive or negative according as the total angle in question is described 
in the same sense as w or in the opposite one. We easily see that n(s, u) = + 1 and 
n(k, u) = - 1 .  

We now make a division D of R "  into congruent squares Cv c2, • • •  homothetic 
to Q and of size so small that the vector variation of the displacement vector is 
< !it in each c,. 

Let us suppose for a moment that the displacement vector is > !it at each 
angular point of D. Then it must be > !it in the whole domain R", so that each 
perimeter Pv of a cv must be of index 0. (For otherwise Pv would contain pairs of 
points with displacement vectors opposite and of length > -!-it, thus having a 
vector difference > !it.) But, on the other hand, we have 

n(s, u) = n(k, u) + � n(p,, u), 
v 

which leads to 1 = - 1 + 0. 
From this absurdity it follows that we can indicate an angular point I of D 

having a displacement vector ::;;Ji>. But then the point F of S, of which I is the [4] 

stereographic projection, has a geodetic distance < e from its image in S by T ;  
thus our theorem has heen proved. 
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HISTORICAL BACKG ROU N D, PRINCIP LES AN D 
M ETHODS OF I NTU ITIONISM* 

THE historical development of  the mental 
mechanism of mathematical thought 

is naturally closely connected with the 
modifications which, in the course of his
tory, have come about in the prevailing 
philosophical ideas firstly concerning the 
origin of mathematical certainty, secondly 
concerning the delimitation of the object 
of mathematical science. And that the 
mental mechanism of mathematical thought 
during so many centuries has undergone so 
little fundamental change is due to the cir
cumstance that, in spite of all revolutions 
undergone by philosophy in general, the 
belief in the existence of properties of time 
and spa.cc, immutable and indepernlent of 
language and experience, remained well
nigh intact until far into the nineteenth 
century. Exact knowledge of these pro
perties was called mathematics, and was 
generally pursued in the following way : 
for some familiar regularities of (outer or 
inner) experience which, with any attainable 
degree of approximation, seemed invariable, 
complete invariability was postulated. These 
regularities were called axioms and were 
put into language. Thereupon extensive 
systems of properties were developed 
from the linguistic substratum of the 
axioms by means of reasoning guided by 
experience but linguistically following and 
using the principles of classical logic. 

We will call the standpoint governing 
this mode of thinking and working the 
observational standpoint, and the long period 
characterized by this standpoint the 
observational period. 

During the observational period mathe
matics was considered functionally, if not 
existentially, dependent on logic, and logic 
itself was considered autonomous. 

For space the observational standpoint 
became untenable when, in the course of 
the 19th and the beginning of the 20th 

• Paper read to Section A of the South African .Assoriation 
for the Advancement of Science, Cape 'l'mvn, July, 1952. 

South African Journal of Science 1 39 

L. E. J .  Brouwer 
U niversity of Amsterdam 

century, as a consequence of a series of 
discoveries with which the names of 
Lobatchefsky, Bolyai, Riemann, Cayley, 
Klein, Hilbert, Einstein, Levi-Civita and 
Hahn are associated, mathematics was 
gradually transformed into a mere science 
of numbers. Simultaneously, besides obser
vational space, a great number of other 
spaces, sometimes exclusively originating 
from logical speculations, with properties 
distinct from the traditional but no less 
beautiful, gradually found an arithmetical 
representation. Consequently the science 
of classical (Euclidean) three-dimensional 
space had to continue its existence as a 
chapter without priority, on the one hand, 
of (exact) science of numbers, on the other 
hand, as applied mathematics, of (naturally 
01�ly approximative) descriptive natural 
smence. 

Encouraged by the important part which, 
in this process of extending the domain of 
conceivable geometry, had been played by 
the logico-linguistic method, which, without 
any guidance by experience, operated on 
words by means of logical rules, the Old 
Pormali8t school (Dedekind, Cantor, Peano, 
Hilbert, Russell, Zcrmelo, Couturat) finally, 
for the purpose of a rigorous treatment of 
mathematics and logic (though not for the 
purpose of choosing the subjects of investi
gation of these sciences) rejected any ele
ment extraneous to language and logic. 
Thus logic and mathematics were divested 
by this school both of their essential differ
ence in character and of their autonomy. 
However, the hope originally fostered by 
the Old Formalists that mathematical 
science erected according to their principles 
would be crowned one day with a proof of 
noncontradictority, was never fulfilled, and, 
nowadays, in view of the results of certain 
investigations of the last few decades, has, 
I think, been relinquished. 
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Of a totally different orientation was the 
Pre-intuitionist school, led mainly by 
Poincare, Borel and Lebesgue. These 
thinkers seem to have maintained a modi
fied observational standpoint for the intro
duction of natural numbers, of the principle 
of complete induction, and of all mathe
matical entities and theories springing 
from this source without the intervention 
of axioms of existence, hence for what 
might be called the ' separable ' parts of 
arithmetic and algebra. For these parts of 
mathematics, even for such theorems 
as were deduced by means of classical 
logic, they poi:<tulated an existence and 
exactness independent of language and 
logic, and reganled their noncontradictority 
as certain, even without logical proof. For 
the continuum however, they seem not to 
have sought an origin extraneous to language 
and logic. On some occasions they seem to 
have contented themselves with an ever
unfinished and ever-rlenumerable svstem of 
' real numbers,' generated by �n ever
unfinished and ever-denumerable system of 
laws defining convergent infinite sequences 
of rational numbers. In doing so they seem 
to have overlooked that such an ever
unfinished and ever-denumerable system of 
' real numbers ' is incapable of fulfilling the 
mathematical functions of the continuum, 
for the simple reason that it cannot have a 
measure positively differing from zero. On 
other occasions they seem to have intro
duced the continuum by having recourse to 
some logical axiom of existence lacking 
sensory as well as epistemological evidence, 
such as the ' axiom of ordinal connected
ness, '  or the ' axiom of completeness. '  
But i n  both cases, in their further develop
ment of mathematics, they unreservedly 
continued to apply classical logic, including 
the principle of the excluded third. They 
did so regardless of the fact that the non
contraclictority of systems thus constructed 
hacl become very doubtful after the clis
covcry of the logico-mathcmatical anti
nomies. 

Thus, in point of fact, Pre-intuitionism 
re-established on the one hand the essential 
difference in character between logic and 
mathematics, and on the other hand the 
autonomy of logic and of a part of mathe
matics. 

"
on these two autonomous domains 

of thought the rest of mathematics re
mained dependent. 
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When the Old Formalist standpoint had 
been badly shaken, mainly by Pre-intuition
ist criticism, Hilbert founded the New 
Formalist school, which postulated existence 
and exactness independent of language
it is true not for mathematics proper, but 
for meta-mathematics or mathematics of the 
second order, i . e . the scientific consideration 
of the symbols occurring in purified mathe
matical language, and of the rules of mani
pulation of these symbols. Thus New 
Formalism, in contrast with Old Formalism, 
consciously and in confesso, made use of 
the intuition of natural numbers and of 
complete induction. It is true that auto
nomy was postulated here for a much 
smaller part of mathematics than in the 
case of Pre-intuitionism. 

But no attention was paid by New 
Formalism to the circumstance that, be
tween the perfection of mathematical 
language and the perfection of mathe
matics proper, no clear connection can be 
seen. 

The situation left by Formalism and Pre
intuitionism can be summarized as follows : 
for the elementary theory of natural num
bers, the principle of complete induction, 
and more or less considerable parts of 
algebra and theory of numbers, exact 
existence, absolute reliability, and non
contradictority were universally acknow
ledged, independently of language and 
without proof. There was little concern 
over the existence of the continuum. 
Introduction of a set of predeterminate 
real numbers with a positive measure was 
attempted by logico-linguistic means, but a 
proof of the noncontradictory existence of 
such a set was lacking. For the whole of 
mathematics the rules of classical logic were 
accepted as reliable aids in the search for 
exact truths. 

In this situation i ntuitionism intervened 
with two acts, of which the first seems 
necessarily to lead to destructive and 
sterilizing consequences ; then, however, 
the second yields ample possibilities for 
recovery and new developments. To begin 
with , the 

FIRST ACT OF INTUITIONISM 

completely separates mathematics from 
mathematical language, in particular from 
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the phenomena of language which are de
scribed by theoretical logic, and recognizes that 
intuitionist mathematics is an essentially 
languageless activity of the mind having its 
origin in the perception of a m o v e o f  
t i m e  , i .e .  of the falling apart of a life 
moment into two distinct things, one of 
which gives way to the other, but is retained 
by memory. If the two-ity thus born is divested 
of all quality, there remains the e m p t y  
f o r m  of  t h e  c o m m o n  s u b s t r a 
t u m  of  a l l  t w o  . i t  i e s. It is this 
common substratum, this empty form, which 
is the b a s i c  i n t u i t i o n  o f  m a t h e 
m a t i c s .  

How much of ' separable ' mathematics 
can be rebuilt in a slightly modified form, 
by unlimited self-unfolding of the basic 
intuition, is introspectively realized. 

In the edifice of mathematical thought 
thus erected, language plays no other part 
than that of an efficient, but never infallible 
or exact, technique for memorizing mathe
matical constructions, and for suggesting 
them to others ; so that mathematical 
language by itself can never create new 
mathematical systems . But on account of 
the highly logical character of usual mathe
matical language the following question 
naturally presents itself : 

Suppose that an intuitionist mathematical 
construction has been carefully described by 
means of words, and then, the introspective 
character of the mathematical construction 
being ignored .for a moment, its linguistic 
description is considered by itself and sub
mitted to a linguistic appl1:cation of a principle 
of classical logic. Is it then always possible 
to perf arm a languageless mathematical con
struction finding its expression in the logico 
linguistic figure in question ? 

After a careful examination one answers 
this question in the affirmative (if one allows 
for the inevitable inadequacy of language as 
a mode of description) as far as the prin
ciples of contradiction and syllogism are con
cerned ; but in the negative (except in special 
cases) with regard to the principle of the 
excluded third, so that the latter principle, 
as an instrument for discovering new 
mathematical truths, must be rejected. 

Indeed, if each linguistic application of 
the principle of the excluded third in a 
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mathematical argument were to accompany 
some actual intuitionist-mathematical con
struction, this would mean that each 
intuitionist-mathematical assertion (i.e. 
each assignment of a property to an in
tuitionist-mathematical entity) can be 
judged, i.e. can either be proved or be 
reduced to absurdity. 

Now every construction of a bounded 
finite character in a finite mathematical 
system can be attempted only in a finite 
number of ways, and each attempt can 
either be carried through to completion, 
or be continued until further progress is 
impossible. It follows that every assertion 
of possibility of a construction of a bounded 
finite character in a finite mathematical 
system can be judged. So, in this exceptional 
case, application of the principle of the 
excluded third is permissible. 

In order to show that this is not so for 
infinite systems, we shall call a hypothetical 
property f of natural numbers a fleeing 
property, if it satisfies the following con
ditions : 

1 .  for each natural number it can be 
decided either that it possesses the property 
f, or that it cannot possibly possess the 
property f ;  

2 .  no method is known for calculating a 
natural number possessing the property f ;  

3. the assumption of existence of a 
natural number possessing the property f 
is not known to lead to an absurdity. 

In particular, a fleeing property is called 
opaque, if the assumption of existence of a 
natural number possessing f is not known 
to be non-contradictory either. 

Obvious examples of fleeing properties 
can easily be given. 

Now shoulcl we assert of a fleeing property 
f, on the grounds of the principle of the 
excluded third, that a natural number 
possessing the property .f either exists or 
cannot exist, then this assertion, precisely 
becatrne of the nature of fleeing pro
perties, would be an utter falsehood ; 
which shows conclusively that, in the 
language of intuitionist mathematics, blind 
applications of the said principle are not 
permissible. 

From the intuitionist starnlpoint the 
dogma of the universal validity of the 
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principle of the excluded third in mathe
matics can only be considered as a pheno
menon of history of civilization, of the 
same order as the former belief in the 
rationality of 7r or in the rotation of the 
firmament about the earth. That the dogma 
was nevertheless able to retain its currency 
for so long, may perhaps be explained by 
the following two circumstances : firstly 
that (as is easily recognized) within a given 
domain of mathematical entities previously 
obtained, for a single assertion the principle 
is non -contradictory ; secondly that the 
principle stands the test of application to an 
extensive group of everyday phenomena of 
the exterior world. 

We have seen in the preceding how the 
first act of intuitionism affected classical 
mathematics in two ways : in the first 
place, owing to the disappearance of the 
logical basis for the continuum, so large a 
part becomes illusory thG.t essentially only 
the separable parts of algebra and theory of 
numbers remain ; in the second place even 
in this remaining portion, several chapters 
based on the principle of the excluded 
third have to be rejected. Under these 
circumstances one might fear that in
tuitionist mathematics must necessarily be 
poor and anaemic, and in particular would 
have no place for analysis. But this fear 
would hiwe presupposed that infinite 
sequences generated by the intuitionist 
self-unfolding of the basic intuition would 
have to be fundamental sequences, i .e. 
predeterminate infinite sequences which, 
like classical ones, proceed in such a way 
that, from the beginning, the mth term is 
fixed for each m. Such, however, is not the 
case ; on the contrary, a much wider field 
of development which includes analysis, 
and in several phtces far exceeds the fron
tiers of classical mathematics, is opened by 
the 

SECOND ACT OF INTUITIONISM 

1chich recognize8 the p088ibility of generating 
new mathematical entities : 

firstly in the form of i nfi n i t e ly p ro
c e ed ing s equences  p1, p2, • • •  , whose 
terms are c h o s e n  more  or  l ess  fre e l y  
from m a t h e m a t i c a l  e n t i t i e s  p re
v i o u s l y  a c q u i  r c d ; in such a way that the 
freedom of choice existing perhap8 for the 
.first element p1 may be 811�jPrted to a, lasting 
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restriction at some following pv, and again 
and again to sharper lasting restrictions or 
even abolition at further subsequent pv' s, * 
while all these restricting interventions, as 
well as the choices of the pv's themselves, at 
any stage may be made to depend on possib!e 
future mathematical experiences of the creating 
subject ; 

secondly in the form of mathematical 
s p e c i ll s, i.e. p r op e r t i e s  s u pp o s a b l e  
fo r m a t h e m a t i c a l  e n t i t i e s  p r e v i o u s ly 
a c q u i r e d, and sa,tisfying the condition that, 
if they hold for a certain mathematical en
tity, they also hold for all mathematical 
entities which have been defined to be equal to it, 
relations of equality having to be symmetric, 
reflexive and transitive ; mathematical en
tities previously acquired for which the 
property holds are called e l e m e n t s  of the 
species. 

With regard to this definition of species 
we have to remark firstly that, during the 
development of intuitionist mathematics, 
some species will have to be considered as 
being re-defined time and again in the same 
way, secondly that a species can very well 
be an element of another species, but 
never an element of itself. 

Two mathematical entities are called 
different, if their equality has been proved 
to be absurd. 

Two infinitely proceeding sequences of 
mathematical entities a1 ,  a2, • • .  , and 
b 1 , b2 ,  • • •  are called equal or identical, if 
av= bv for each v, and distinct, if a natural 
number s can be indicated such that a8 and 
bs are different. 

The second act of intuitionism creates 
the possibility of introducing the intuitionist 
continuum as the species of the more or less 
freely proceeding convergent infinite se
quences of rational numbers,t and more 

• In former publications I have sometimes admitted re· 
strictions of freedom with regard also to future restrictions of 
freedom. However this admission is not justified by close intro· 
spection and moreover would endanger the simplicity and 
rigour of further developments. t As the common notion of a rational number and the 
common notion of a convergent infinite sequence are both 
imbued with imagrs of measure, the method followed in the 
text for the introduction of the continuum might suggest 
that the intuitionist continuum depends on the concept of 
measure. This, however, is by no means the case. The 
intuitionist closed continuum can be spread over an arbitrary 
fundamental sequenc(' which has been completely ordered as 
an everywhere dense species with a first and a last element, 
anrl has been provided with a definition of convergence based 
exclusively on the relations constituting its everywhere dense 
order. The metrical method of introducing the continuum 
which is givrn in the trxt was chosen to abbreviate the 
approacli to some app1icatior.s of the fan throrcm. 
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generally the intuitionist n-dimensional 
Cartesian space as the species of the more or 
less freely proceeding convergent infinite 
sequences of the ' n-dimensional ra.tional 
grid, '  which expression may be c�ns1dered 
self-explanatory. These species will prove 
to be susceptible of a standard representa
tion making them considerably more survey
able and manageable than the classical 
species of the predeterminate real numbers 
and of the predeterminate real points of 
Cartesian n-dimensional spaces. 

The development of this standard repre
sentation must be preceded by the intro
duction of some new concepts. 

By a node of order n we understand a 
sequence of n natural numbers (n 2 1),  
called the indices of the node. 

A node p' of order n + m, (m 2 1) ,  will 
be called an mth de8cendant of a node p of 
order n, and p will be called the mth 
ascendant of p', if p is an initial s�gment

. 
of 

p'. For m =  1, p' is also called an immediate 
descendant of p, and p the immediate as
cendant of p' .  

A finite sequence of nodes consisting o f  a 
node p of order 1 ,  an immediate descendant 
p of 1 p1, an immediate descendant p3 
of p2, • • •  , up to an immediate descendant 

P n  of Pn-v will be called a rod of order n. 
An infinite (not necessarily. predeter

minate) sequence of nodes cons1stmg of a 
node p1 of order 1 ,  an immediate descendant 
p2 of p1, an immediate descendant p3 of p2, 
and so on ad infinitum, will be called an 
arrow. 

Naturally an arrow may grow in com
plete freedom, i .e .  in the passage from 

Pv to Pv+l> the choice of a new index for 

Pv+l to be j oined to those of Pv may be 
completely free for each v, for as long as 
the creating subject may desire. oi: the 
other hand this freedom in the generat10n of 
the arrow may at any stage be completely 
abolished, at the beginning or at any P_v, 
by means of a law fixing all further nodes m 
advance. From this moment the arrow con
cerned will be called a sharp arrow. Further
more the freedom in the generation of the 
arro�, without being completely abolished, 
may, at any pv, undergo some restriction, 
and this restriction may be intensified· at 
further pv's. Finally all these interventions, 
by virtue of the second act of intuitionism, 
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may, at any stage, be made to depend on 
possible future mathematical experiences 
of the creating sucject. 

We will consider a species of nodes a to 
which a law TV( a) assigns the following 
nodes : of order 1 the natural numbers which 
do not exceed a certain definite natural 
number m 0, and of each order n + 1 the 
immediate descendants of each node p of 
order n belonging to a whose (n + l )th 
index, j oined to those of p, does not exceed 
a certain definite natural number mp. Then 
this law TV( a) at the same time defines the 
species w( a) of the arrows consisting ex
clusively of nodes of a. This species of 
arrows w( a) is called a fan, and the law TV( a) is called a fan key. 

For fans can be proved the [13] 
FAN THEOREM : If to each arrow a of a 

fan F has been assigned a natural number 
11-(a), then a nat?iral number s can be indicated 
such that, for any a, 11-(a) i8 completely deter-
mined by the sth node of a. It follows that, 
moreover, for 11-(a) a finite maximum can be 
indicated. 

Passing now to the developm.ent . o.f t�1e 
standard representation of the mtmt10mst 
continuum and the intuitionist n-dimen
sional Cartesian space, we will treat 
explicity only the case of the intuitionist 
two-dimensional space, also called the 
intuitionist plane. The same reasoning, 
with little modification, applies to other 
values of n. 

Calling the two-dimensional rational grid 
simply the 'rational grid,' we shall under
stand by a limiting point an element. of the 
intuitionist plane, i .e.  a (not necessar1ly pre
determinate) convergent infinite sequence 
of elements of the rational grid. A pre
determinate limiting point will also be 
called a sharp limiting point. Again, re
garding as self-explanatory the meaning of 
coincidence of two limiting points, we shall 
call the species of the limiting points co
inciding with a given limiting point a 
limiting point core, and a limiting point core 
containing a sharp limiting point, a sharp 
limiting point core. 

Denoting by a and n arbitrary integers, 
we will consider the species of the finite 
binary fractions a . 2-n in their natural 
order, and we will call a pair of these 
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fractions a grid interval. In particular the 
grid intervals consisting, for a certain n 
and a certain a, of a . 2 - I n+l ) and 
(a + 2) . 2- 1n+i l ,  will be called /.,. ln l _grid 
intervals. They will be K ln l _grid intervals 
if a is even. All /... In > -grid intervals, for all 
n, will be /...-grid intervals, and all K In l -grid 
intervals, for all n, will be K-grid intervals. 
By a grid square we shall understand an 
ordered pair (i.e. a pair consisting of a 
' first element ' and a ' second element ' )  
o f  grid intervals, b y  a /... In l -grid square a 
similar pair of /... In l -grid intervals, by a 
K ln l_grid square a similar pair of K ln > -grid 
intervals. All /... In l -grid squares, for all n, 
are /...-grid squares, ttnd all K In l -grid squares, 
for all n, are K-gn:d squares. 'Vith regard to 
the mutual position of two /...-grid sqmtres a 
aml b, the meaning of the following expres
sions may be supposer! self-explanatory : 
ri lies inside b, a lies outside b, a touches b 
internally, a touches b ei:ternally. Further
more we shall say that a aml b overlap if a 
/...-square lying inHidc both can he indicated ; 

that a lies within b if a lies inside b, and 
1loes not touch b ; and that a and b lie 
apart if they lie outside each other and <lo 
not touch each other. 

The union g of a fundamental sequence 
K1(g) ,  K2(g), . . .  of K-grid squares lying 
outside each other will be called a grid area, 
if for each Kv(g) we can i ndicate a finite 
number of elements Kv1 (g), Kv,(g), . . .  , 
Kvn• v(g) of the same fundamental sequence 
lying outside each other, and together 
enclosing Kv(g) , i.e. all touching Kv(g) ex
ternally in such a wity that no place is 
left for any further K-grid square touching 
Kv(g) externally, and lying outside Kv1(g) , 
. . .  , Kvm v(g) . 

The union of au arbitrary fi nite number of 
K-gricl squares lying outside each other 
will be called a grid portion. With regard 
to the mutual position of two /...-grid squares 
or grid portions a and b, the meaning of the 
following expressions may be considered 
self-explanatory : a lies inside b, a lies 
outisde b, a and b touch each other externally, 
a and l1 lie apart, a and b overlap, while a 
will be said to lie within b, if it lies inside 
b, and cannot possibly touch any K-grid 
square lying outside b.  A /...-grid square 
or grid portion a will be said to lie inside 
or within the grid area g if for an s suitably 
chosen it lies inside the union of K1(g), 
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K2(g) ,  . . ., K 8_ 1(g) ,  K 8(g) . The grid area g 
will be said to lie within the /...-grid square, 
grid portion or grid area b if Kv(g) lies within 
b for each v. 

What is meant by the measure of a 
/...-grid square and, in this connection, by 
measurability of a grid area, and by the 
measure of a measurable grid area, may be 
considered self-explanatory. 

A (not necessarily predeterminate) infinite 
sequence of /...-grid squares k1 ,  k2, • • . , 
such that kv+ l lies within kv for each v, 
will be called a binary point or simply a 
point. 

Two binary points k' v k' 2, • • • and le" 1 ,  
k "  2 ,  • • • will be said t o  coincide i f  i t  is 
certain that kµ ' and k" v overlap for each µ, 
and ea.cl1 v. Obviously coincidence is a 
transitive relation. The species of the binary 
points coinciding with a given binary point 
will be called a binary point core or simply 
a point core. 

A limiting point will be said to lie inside 
the /...-yrid square or grid portion b if it 
coincides with a limiting point r1, r2, • • •  
possessing a tail segment inside b ; it will 
be said to l1:e within the /...-yrid square or 
yrid portion b if it lies inside a /...-grid square 
lying within b. 

A point k1 , k2, • • •  will be said to lie 
ins1:de the /...-grid square or grid portion 
b if kv and b overlap for each v ; it will be 
said to lie within the /...-grid square or grid 
portion b if it lies inside a /...-grid square 
lying within b. 

A point or limiting point will be said to 
lie inside or within the grid area g or to be 
surrounded by the grid area g if it lies inside 
a grid portion lying within g. 

By a k lv > (v > 0) we shall understand a 
,\ 14v+l l-grid square, and by a standard 
point a point lcv k2, • • •  for which each 
kv is a k Iv > .  It can be proved that every 
limiting point p coincides with a standard 
point q, i .e .  to each limiting point p can be 
assigned a standard point q, in such a way 
that within each k lv ) of q lies a tail segment 
of p. Furthermore, coinciding limiting 
points coincide with coinciding standard 
points. 

If by the ' unity grid square ' L we 
understand the K 1 o l -grid square consisting 
of two equal K l 0 >-grid intervals (0, I ) ,  it 

Suid-Afrikaanse Joernaal van Wetenskap 

[14] 

[513] 



[15] 

[514] 

can be proved in particular that each 
limiting point p lying inside L coincides 
with a standard point q lying inside L. The 
species of the unitary limiting points, i .e. 
the limiting points lying inside L, will be 
called the unitary intuitionist plane or 
simply the unitary plane, and the species 
of the unitary standard points, i .e.  the 
standard points lying inside L, will be called 
the unitary standard plane. 

By counting the finite species of the k' 
overlapping L, and for each k ( v l  overlapping 
L counting the finite species of the k (v+l l 
lying inside this k <v l , and overlapping L, 
we bring about a (1, 1) correspondence 
between the unitary standard plane and a 
fan w. This correspondence has far-reaching 
consequences. 

If, for example, we attempt to sur
round the unitary plane with a grid area if;, 
we shall in particular have to surround 
the unitary standard plane with if;. So, 
by virtue of the fan theorem, a natural 
number m can be indicated such that all 
unitary standard points corresponding to 
arrows of w containing the same rod K 
of order m, must lie inside one and the 
same grid portion p(K) lying within if;. 
Now indicating by G the species of the 
unitary standard points containing K, 
by H the k <m l  corresponding to K, and 
by H' the grid portion consisting of all 
K <4m+5 l_ grid squares lying inside L and 
within H (so covering a grid square con
centric and homothetic with H and with 
side length � of the side of H), we remark 
that if there existed a A-square lying 
inside H' and outside p(K), a square of a 
point of G, so a point of G, could be in
dicated lying outside p(K). Consequently 
no A-square lying inside H' can lie out
side p(K) , i .e .  H' must lie inside p(K), 
hence within if;. This being the case, 
independently of the choice of K from the 
rods of w of order m, finally also L proves 
to lie within if;. It follows that a measurable 
grid area surrounding all unitary limiting 
points of the intuitionist plane must have a 
measure 2 1 .  

How different the plight of the classical 
Cartesian plane appears if we suppose a 
procedure which, after the choice of a 
fixed natural number n, at the end of 
the mth century from today, will surround 
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the species of all predetermined limiting 
points defined until then, with a measurable 
grid area gm whose measure does not 
exceed 2 -n-m. Then the union of g1, g2, 
g3 , • • •  would in the course of centuries 
constitute a grid area g whose measure 
would never exceecl 2 -n, and which would 
in due time surround all present and future 
limiting points of the classical Cartesian 
plane. Hence, as n could be chosen 
arbitrarily large, there can be no question of 
any positive measure for the classical 
Cartesian plane. 

Defining limiting numbers, numbers, 
standard numbers, limiting number cores 
and number cores analogously with limiting 
points, points, standard points, limiting 
point cores and point cores respectively, 
and considering the notion of a ' distance ' 
of two limiting number cores self-explana
tory, we finally will prove, by means of the 
fan theorem, that each full unitary function 
of the unitary continmon (i .e.  each assign
ment of a unitary limiting number core f(z) 
to each unitary limiting number core z) is 
uniformly continuous. [16] 

For, such a full function implies an 
assignment of a unitary standard number 
cp(x) to each unitary standard number x, 
in such a way that, to coinciding x, co
inciding cp(x) are assigned. It is with regard 
to this assignment cp(x) that we make the 
following successive statements : 

first, to each natural number p1, a natural 
number p2 can be assigned, such that each 
two standard numbers coinciding with 
standard numbers whose arrows contain 
the same rod of order p2, have a distance 
smaller than 2-P1 ; 

second (by virtue of the fan theorem) ,  to 
each natural number p2 a natural number 
p3 can be assigned such that the first p2 
squares of cp(x) arc everywhere completely 
defined by the first p3 squares of x, so that 
to all standard numbers x whose arrows 
contain the same rod of order p3, are as
signed the same k (112 l of cp(x), and to all 
standard numbers x coinciding with stan
dard numbers whose arrows contain the 
same rod of order p3, are assigned standard 
numbers cp(x) coinciding with standard 
numbers whose arrows contain the same 
rod of order p2 ; 
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third to each natural number Pa a natural 
number p4 can be assigned, such that two 
arbitrary standard numbers x with a distance 
< 2-P4 have overlapping k <Pa+l > 's, so that 
both these standard numbers lie within one 
and the same k <P > , hence coincide with two 
standard numbers x whose arrows contain 
the same rod of order Pa· 

Consequently to each natural number p1 
has been assigned a natural number p4 
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such that to each two standard numbers x 
with a distance < 2 -P4 have been assigned 
standard numbers cp(x) with a distance 
<2-P1, so that also to each two limiting 
number cores z with a distance < 2-P4 
have been assigned limiting number cores 
f(z) with a distance < 2 -P1. Precisely this 
is the meaning of saying that f(z) is uniformly 
continuous. 

Suid-Afrikaanse Joernaal van Wetenskap 
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1 952 C ON ACCUMULATION CORES OF INFINITE CORE SPECIES 

In § l of my essay 'Begrilndung der Mengenlehre unabhiingig vom logischen Satz 
vom ausgeschlossenen Dritten, Zweiter Tei!: Theorie der Punktmengen' which ap
peared in 1 9 19  1 ), I tried among other problems to circumscribe the fragments 
of the Bolzano-Weierstrass theorem and of Cantor's main theorem which can be 
preserved i n  i ntuitionistic mathematics. Reading over these developments to-day, 
one finds that they are obsolete and in need of radical recasting. We must acquiesce 
to the fact that intuitionistic i deas penetrate mathematics only slowly and that 
remnants of unclear classical ways of thinking are only gradually removed. 

Here we shall recast the treatment of the Bolzano-Weierstrass theorem. We 
shall restrict ourselves to the number continuum, because the argument can be 
applied without essential change to n-dimensional spaces. 

§ l 
Refutation of the Balzano-Weierstrass theorem 

By a number we shal l mean a real number. 
The species of the numbers which are equal to a given number wil l be called a 

[ I ] number core or briefly a core. 

[5 1 6] 

A core p is called an accumulation core of the core species Q when for any a 
and b such that a <!! p <!! b the open i nterval (a, b) contains an infinite subspecies 
of Q. 

A core p is called a limiting core of the core species Q when for any a and b 
such that a <!! p <!! b the open interval (a, b) contains an infinite subspecies of Q 
i n  which any two elements have a distance 9> l .  

A core p is said to lie open with respect to the core species Q when for some a 
and b such that a <!! p <!! b the open interval (a, b) cannot contain two cores of Q. 

A mathematical sp.::cies S is called bounded in number when for some natural 
number n there cannot exist a subspecies of S with cardinal number n. 

A core species Q is called unitarily bounded when it contains only numbers 
which are � 0 and � l .  

Using these definitions the Bolzano-Weierstra�s theorem can be formulated in  
both the fol lowing forms which are equivalent i n  classical mathematics : 

A-form of the Balzano-Weierstrass theorem : Every unitarily bounded infinite core 
species has an accumulation core. 

B-form of the Balzano-Weierstrass theorem : Every unitarily bounded core species 
without an accumulation core is bounded in number. 

1 )  ( 1 9 1 9  A )  



The A-form is refuted by constructing, in  connection with some fleeing property [2] 
f, the i nfinite sequence a1 , a2 , a3 ,  . . .  , where, for a down-number v of/, av = t + i- v 
and for an up-number v off, a. = ! + 2 - v . 

In  order to refute the B-form we start with a mathematical assertion rx that has 
not been recognised as testable. Then the creative subject can, in connection with 
rx, generate an infinitely proceeding, positively convergent sequence p of rational 
numbers b 1 , b2 , b 3, . . .  according to the instruction : As long as during the choice 
of the bn he has experienced neither the truth nor the absurdity of rx, every bn i s  
chosen equal to 2- •. But as  soon as  between the choice of  bm - i and that of  bm 
he has experienced either the truth or the absurdity of rx, bm and likewise bm+ v for 
every natural number v is chosen equal to 2-m

. Then the species a of the cores 
which contain an element of p is not bounded in number, yet it is impossible that 
it produces an accumulation core. The latter is proved most easily by verifying 
successively that such an accumulation core firstly cannot be <!2 0, secondly cannot 
be "> 0 and thirdly cannot be = 0. 

§ 2 

A fragment of the A-form of the Bolzano-Weierstrass theorem 
that can be preserved in intuitionistic mathematics 

Let Q be a unitarily bounded infinite core species, s an arbitrarily small given number 
"> 0, m an arbitrarily large given natural number. Then an interval � s can be found 
that contains m elements of Q. 

For let n be a natural number such that 2- • � s and let us understand by a 
A.�nl _ interval a ),<•l- interval that is covered partly or entirely by the unit i nterval 
(0, l ) . Let M be the number of existing A.�nl_ intervals. Let R be a subspecies of Q, 
containing Mm elements. Then we can associate to every element of R a },�n) _ 
interval such that its distance to the centre of that interval is less than 7 · T " - 4. 
After this we can find a A.�"l-interval that is associated to at least m elements of 
R and which therefore contains at least m elements of R. 

(Here, from the impossibil ity that every member of a finite species of natural 
numbers is < m, we draw the conclusion that at least one is � m. For a finite 
species of real numbers the analogous impossibi l ity would only guarantee that for 
an arbitrary real number I <!2 m at least one of them is � 1. ) 

§ 3 

A .fragment of the B-form of the Balzano-Weierstrass theorem 
that can be preserved in intuitionistic mathematics 

If a unitarily bounded core species Q has the property that every core lies open with 
respect to Q, then Q is bounded in number. 

For then it is possible to associate to every unitary standard number n [3] 
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(k�(n ), k�' (n ), . . .  ) an interval, and consequently a A."-interval containing n, which 
cannot contain two cores belonging to Q; therefore there also exists a k"-interval 
0ku(n) which is a member of n and which cannot contain two cores belonging to 
Q. By the fan theorem a natural number m can be found such that 0ku(n) is the 
same for t>Jl the standard numbers which have a member k�m> (n) in common. 

Let M be the number of existing k�m>-intervals ;  then the number of occuring 
0k"-intervals is also M. And every unitary number, consequently every core in Q, 
l ies inside one of these 0k"-intervals. If a core belonging to Q l ies inside a 0k"
interval ,  it is the only core of Q in that interval. It fol lows that it is impossible that 
there exist M + I  different cores in Q. 



FIXED CORES WHICH CANNOT BE FOUND, THOUGH 

THEY ARE CLAIMED TO EXIST BY CLASSICAL 
THEOREMS 

§ l 

In the past I have already called attention to transformations for which fixed cores 

1 952 D 

( i .e. i nvariant point cores) claimed by some classical theorem cannot be constructed. [ l ] 
However, the possibil ity always remained open that it would be proved in the 
future that the transformation in question admits a larger species of fixed cores 
than was claimed by the corresponding theorem; i n  some cases it was even possible 
that the transformation would prove to be the identity. 1 ) 

For the transformation defined below it is not only the case that the fixed core 
claimed by a classical theorem cannot be constructed, it is also certain that, if at 
any time it wil l be constructed, then it wil l  be the only fixed core of the transfor
mation. 

§ 2  

In  a Euclidean plane with orthogonal Cartesian coordinates x and y we consider 
the square disc Q, being the species of point cores with coordinates � - 1  and 
� l ,  and the boundary s of Q, being the species of the points of Q for which 
lxl and IYI cannot be both < l .  Let M be a rational point core of Q which l ies 
apart from s. Let P be any point core of Q and P. a point core of s which l ies 

y(P)- y(M) MP 
collinear with P and M Then if we denote bg tg ----- - - by <p (P) and --. ' x(P) -x(M) 

M 
MPs 

by PM (P), PM is defined for every rational point core of Q and <f>M for every rational 
point core of Q except for M. Let us further denote by t M 11 the transformation 

p� = PM 
<{>� = <f>M + bg tg 2- "  

(where by bg tg is meant the smallest positive value of  bg tg); then tM11 is also 
defined for every rational point core except for M. Thereupon extended by con
t inuity to Q, tM 11 is obtained as a one-to-one uniformly continous transformation 
of Q into itself. 

We choose i n  Q two rational point cores A and B, apart from each other and 
from s, and a mathematical assertion a which has as yet not been recognised as 
te�table. Then the creat ing subject can generate an infin itely proceeding sequence 
S of one-to-one uniformly continuous transformat ions t 1 ,  t 2 ; . . . of Q into itself 

1) See for instance ( 1 952 A). 
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according to the fallowing direction: As long as, during the successive choices of 
the tn , the creating subject has experienced neither the contradictority nor the 
non-contradictority of IX, the identity is chosen for tn . But as soon as between the 
choice of tr- l and that of tr the contradictority of IX has become known to the 
creating subject, tr and l ikewise tr+ v for every natural number v is chosen equal 
to tAr · And as soon as between the choice of t. _ 1 and that of t. the non-contra
dictory of IX has become known to the creating subject, t. and l ikewise ts+v for 
every natural number v is chosen equal to t8 • .  

The sequence S converges positively to a one-to-one uniformly continuous 
transformation t of Q into itself, for which firstly as yet no fixed core can be 
indicated, whilst secondly it is certain that it will never be possible to find two 
different fixed cores. 

This certainty is reached by successively reducing to absurdity the s imultaneous 
invariance of A and B, and the invariance of a point core which l ies apart from A 
as well as from B. For this entails that a fixed core of t must necessarily either 
lie in A as the only fixed core, or in B as the only fixed core. 

§ 3 

The following fragment of the classical theorem, that every one-to-one uniformly 
continuous transformation of a square disc into itself necessarily has a fixed core, 
which theorem was refuted in § 2, can be proved intuitionistically (in analogy to 
other fixed-core theorems) :  

For any one-to-one uniformly continuous transformation i- of a Euclidean square 
disc into itself and any rational number s S> 0 a point core can be found which has 
a distance � sfrom its image. 

We shall prove this theorem for the square disc Q considered in § 2. By the 
displacement vector of a point core P in Q we shall understand the directed l ineseg
ment joining P with its image P' by i-. Either we can find on s a point core with 
displacement vector � e or everywhere on s the displacement vector is � is. In 
the first case nothing remains to be proved; thus only the second case remains to 
be considered. By the index i(k) of a polygon k we understand the number of 
times that the direction of the displacement vector rotates through 2n when P 
describes k in the sense in which at the same time the vector FP rotates through 
an angle 2n, where F is some point core inside k at a d istance s:;. 0 from k. 

As the displacement vector of a point P which describes s permanently makes 
an angle � in with the direction OP, we have i(s) = I .  

We construct a division of Q into congruent squares, homothetical with Q, say 
q1 , q2 , • • • , qf , which are small enough so that in every q. the variation of the 
displacement vector is less than ts. We denote the boundary of q. by s •. 

Let us suppose for a moment that in every vertex core of every q. the displace
ment vector would be s:;. is, then everywhere in Q the displacement vector would 



be � 17 ii> ts. Let us further suppose that for a certain s., the index were =F 0, 

then on s., there would exist pairs of points with displacement vectors differing 
in direction as l ittle as we wish from n; the d ifference of their d isplacement vec
tors would be ii> 1;s, which is impossible. Consequently we would find i(s.) = 0 

for every v, which entails i(s) = IC= i i(s.) = 0, and this again is impossible. 
Hereby our hypothesis that in every vertex core of every q. the displacement 

vector would be ii> !s, has been shown to be absurd. Therefore we can find at 
least one vertex core of a q. where the displacement vector is � is. This completes 
the proof of the theorem. 2 ) 

2) An analogous reasoning was given i n  the paper cited under 1 ), where on p. 2, l ine 3 fro m  

the bottom, there must b e  read ;£%1} instead o f  ;£ !1J (because the absurdity o f  the union o f  a 

finite species of assertions does not necessarily entail the absurdity of one of these assertions). 
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POINTS AND SPACES 
L. E. J. B ROUWER 

1 .  The gradual disengagement of mathematics from logic. Beginning 
with a historical review of the development of mathematical thought, we have 
to consider successively (cf. 1 0, pp. 139-140 ) :  

( 1 )  The observational period. For some familiar regularities o f  (outer o r  inner) 
experience of time and space, which , to any attainable degree of approximation, 
seemed invariable, absolute and sure invariability was postulated. These regu
larities were called axioms and were put into language. Thereupon extensive 
systems oi properties were developed from the linguistic substratum of the 
axioms by means of reasoning, guided by experience but linguistically following 
and using the principles of classical logic. This logic was considered autonomous, 
and mathematics was considered more or less dependent on logic. 

(2) The rez•olution in science of space. In the course of the 1 9th and the be
ginning of the 20th century, on the one hand geometry was gradually meta
morphosed into a chapter of the science of n umbers, and on the other hand 
Euclidean three-dimensional geometry lost its privileged character since a 
great n umber of other geometries originating from logical speculations, with 
properties distinct from the traditional but no less beautiful, found an arith
metical representation likewise. 

(3) The old formalist school. Encouraged by the important part which had 
been played in the above metamorphosis of geometry by the logico-linguistic 
method, the old formalist school merged logic and mathematics into a single 
l inguistic science, operating on meaningless words or symbols by means of 
logical rules, thus divesting logic and mathematics of their difference in character 
as well as of their autonomy. 

( 4) The pre-intuition isl school, by which autonomy and a priority were re
established for logic and established for the major part of "separable" mathe
matics. For the continuum however, this school on some occasions seems to 
have contented itself with an ever-unfinished and ever-denumerable set of 
real numbers \vhich can never have a measure positively different from zero ; 
on other occasions it seems to have stuffed the continuum with elements pro
viding measure by means of some logical axiom. I n  both cases, in its further 
development of mathematics, it has u nreservedly applied classical logic. So, 
logic and an introductory part of mathematics were autonomous here. The 
rest of mathematics \Vas dependent on them. 

(5) The new formalist school, by which autonomy and apriority were postulated 
for mathemat ics of the second order, i .e . , for scientific consideration of the symbols 
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2 L. E. J. BROUWER 

occurring in purified mathematical language, and of the rules of manipulating 
these symbols. This scientific consideration of language, later on called meta
mathematics, although using complete induction, apriorizes much less than 
pre-intuitionism. \Vhat it seems to have overlooked is that between perfection 
of mathematical language and perfection of mathematics proper, no clear 
connection can be seen. 

(6) The intervention of intuitionism by two acts of which the first seems 
necessarily to lead to destructive and sterilizing consequences, whereas the 
second yields ample possibilities for recovery and new developments. 

The first act of intuitionism completely separates mathematics from mathe
matical language, in particular from the phenomena of language which are 
described by theoretical logic. I t  recognizes that mathematics is a languageless 
activity of the mind having its origin in the basic phenomenon of the perception 
of a move of t ime, which is the falling apart of a l ife moment into two distinct 
things, one of which gives way to the other, but is retained by memory. If the 
t\\·o-ity thus born is divested of all quality, there remains the common sub
stratum of all two-ities, the mental creation of the empty two-ity. This empty 
two-ity and the two unities of which it is composed , constitute the basic mathe
matical systems. And the basic operation of mathematical construction is the 
mental creation of the two-ity of two mathematical systems previously acquired, 
and the consideration of this two-ity as a new mathematical system. 

It is introspectively realized how this basic operation , continually displaying 
u naltered retention by memory, successively generates each natural number, 
the infinitely proceeding sequence of the natural numbers, arbitrary finite 
sequences and infinitely proceeding sequences of mathematical systems pre
viously acquired, finally a continually extending stock of mathematical systems 
corresponding to "separable" systems of classical mathematics. 

The second act of intuitionism recognizes the possibility of generating new 
mathematical entities : 

First, in the form of infinitely proceeding sequences whose terms are chosen 
more or less freely from mathematical entities previously acquired ; in such a way 
that the freedom existing perhaps at the first choice may be irrevocably sub
jected, again and again , to progressive restrictions at subsequent choices, while 
all these restricting interventions, as well as the choices themselves, may, at 
any stage, be made to depend on possible future mathematical experiences of 
the creating subject ; [2] 

Secondly, in the form of mathematical species, i .e . , properties supposable for 
mathematical entities previously acquired, and satisfying the condition that, if 
they hold for a certain mathematical entity, they also hold for all mathematical 
entities which have been defined to be equal to it, equality having to be sym-
metric, reflexive, and transitive, and the empty two-ity being forbidden to be [3] 
equalized to an empty unity. Mathematical entities for which the property in 
question holds, are called elements of the corresponding species. 

In the edifice of mathematical thought based on the first and second act 
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of intuitionism, language plays no other part than that of an efficient, but 
never infallible or exact, technique for memorizing mathematical constructions, 
and for suggesting them to others ; so that the wording of a mathematical 
theorem has no sense unless it indicates the construction either of an actual 
mathematical entity or of an incompatibility (e.g. ,  the identity of the empty 
two-ity with an empty unity) out of some constructional condition imposed 
on a hypothetical mathematical system. So that mathematical language, in 
particular logic, can never by itself create new mathematical entities, nor deduce 
a mathematical state of things. 

However, notwithstanding this rejection of classical logic as an instrnment 
to discover mathematical truths, intuitionist mathematics has its general 
introspective theory of mathematical assertions, a theory which with some right 
may be called intuitionist mathematical logic, and to which belongs a theory of 
the principle of the excluded third. 

In  intuitionism this principle is also called the principle of judgeability. I t  is 
either (in its simple form) an assertion A' about a single primary assertion A 
or (in its extended form) a species (A'u) of assertions about the elements of a 
species (Au) of primary assertions saying that each Au can be judged, i .e . ,  can 
either be proved to be true or be proved to be contradictory. 

This principle of j udgeability entails the following two corollaries which are 
weaker : 

(i) The principle of testability, being (in its extended form) a species (A"u) 
of assertions about the elements of the species (Au) saying that each Au can be 
tested, i .e . ,  can either be proved to be non-contradictory or be proved to be 
contradictory. 

(ii) The principle of reciprocity of complementarity, being (in its extended 
form) a species (A"'11) of assertions about the elements of the species (Au) , 
saying that each Au, if proved to be non-contradictory, can also be proved 
to be true. 

In intuitionism, of course, all three of these principles, being assertions 
about assertions, are only then "realized," i .e . ,  only then convey truths, when 
these truths have been experienced. On this basis it can be proved that the 
extended principles are not only not true, but even contradictory. On the other 
hand, in their simple form , all three of the principles are, although not true, at 

[4] least non-contradictory. 
The assertion of an incompatibility is called a negative assertion. In the field 

of negative assertions, the principle of reciprocity of complementarity is realized , 
and the principles of j udgeability and testability are equivalent (9, pp. 1245-

[5] 1246). 
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2. The refutation of the principle of the excluded third. The first act of 
intuitionism enables us to construct the linear rational grid. On the basis of 
this, by virtue of the second act of intuitionism, we introduce the linear con
tinuum in the following way : By a limiting number we understand a (not neces
sarily predeterminate) convergent sequence of rational numbers. Then, regard-
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ing as self-explanatory the meaning of a coincidence of two limiting n umbers, 
'"e call the species of limiting numbers coinciding with a given limiting number, 
a limiting number core. A predeterminate limiting number is also called a sharp 
limiting number, and a limiting number core containing a sharp limiting number 
is called a sharp limiting number core. The species of the limiting number cores 
is called the linear continuum or the continuum. 

I n  order to furnish examples refuting the principle of the excluded third 
and its corollaries, we introduce the notion of a drift (cf. 9, pp. 1246-1247 ). 
By a drift we understand the union 'Y of a convergent fundamental sequence 
of limiting number cores c1 ('Y) , c2 ('Y) , . . .  called the counting cores of the drift, 
and the accumulation number core c (  'Y) of this sequence, called the kernel of 
the drift, all counting cores lying apart from each other and from the kernel. 
(We say that a lies apart from b if there is some natural number n such that 
i b  - a\ > 2-n. ) 

Let a be a mathematical assertion so far neither tested nor recognized as 
testable. Then , in connection with the assertion a and with a drift 'Y the creating 
subject can generate an infinitely proceeding sequence R ('Y, a) of limiting 
number cores c1 ('Y, a) , c2(1', a) ,  . . .  according to the following direction : As 
long as during the choice of the Cn ('Y, a) the creating subject has not experienced 
the truth d n [has neither experienced the truth nor the absurdity of a ] , each 
cn ('Y, a) is ciosen equal to c ('Y) .  But as soon as between the choice of c,_1 ('Y, a) 
and that of c , ('Y ,  a) the creating subject has experienced the truth of a [has 
either experienced the truth or the absurdity of a],  c, (/', a) , and likewise c,+ . (  'Y, a) 
for each natural number v, is chosen equal to c, ('Y) . This sequence R ('Y, a) 
converges to a l imiting number core C(/', a) [D ('Y, a) ] which will be called a 
conditional checking-core of 'Y through a [direct checking-core of 'Y through a]. 

Let 'Y be a drift whose counting cores are rational and whose kernel is ir
rational. Then the assertion of the rationality of a D ( 'Y, a) is not judgeable, 
but it is testable, because the assertion of irrationality of D (/', a) would entail 
the simultaneous contradictority of the truth and the absurdity of a, which is 
an absurdity. 

On the other hand, truth of a and rationality of C ('Y, a) are equivalent. So 
the assertion of the rationality of C('Y, a) is neither j udgeable nor testable. For, 
non-contradictority of rationality of C('Y, a) would entail non-contradictority 
of a, i .e. testability of a, which was presupposed not to exist. Furthermore, if 
some day a would prove to be non-contradictory without being true, rationality 
of C('Y, a) likewise would be non-contradictory without being true. So for 
rationality of C('Y, a) , j ust as for a, non-contradictority would not be equi
valent to truth. 

Obviously the field of validity of the principle of the excluded third is identical 
with the intersection of the field of validity of the principle of testability and 
that of the principle of reciprocity of complementarity. Furthermore, the first 
field of validity is a proper subfield of each of the others, as is shown by the 
following examples : 
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Let A be the species of the direct checking-cores of drifts with rational 
counting cores, B the species of the irrational limiting number cores, C the union 
of A and B. Then all assertions of rationality of an element of C satisfy the 
principle of testability, while, as we have seen , there are assertions of rationality 
of an element of C not satisfying the principle of the excluded third. 

Again , all assertions of equality of two limiting number cores satisfy the 
principle of reciprocity of complementarity, whereas there are assertions of 
equality of two limiting number cores not satisfying the principle of the excluded 
third. 

In the domain of mathematical assertions the property of absurdity, like 
the property of truth, is a universally additive property, that is to say, if it holds 
for each element a of a species of assertions, it also holds for the assertion 
which is the union of the assertions a. This property of universal additivity does 
not obtain for the property of non-contradictorily. However, non-contradictority 
does possess the weaker property of finite additivity, that is to say, if the asser
tions p and u are non-contradictory, the assertion r, which is the union of p 
and u, is also non-contradictory. 

Applying the latter theorem to the special non-contradictory assertions that 
are the enunciations of the principle of the excluded third for a single assertion , 
we see that a simultaneous enunciation of this principle for a finite number of 

[6] assertions is likewise non-contradictory. 
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As to the long belief in the universal validity of the principle of the excluded 
third in mathematics, intuitionism considers it as a phenomenon of the history 
of civilization of the same kind as the old-time belief in the rationality of 7r or 
in the rotation of the firmament on an axis passing through the earth . And 
intuitionism tries to explain the long persistence of this dogma by two facts : 
first, the obvious non-contradictority of the principle for an arbitrary single 
assertion ; secondly, the practical validity of the whole of classical logic for an 
extensive group of simple every-day phenomena. The latter fact apparently 
made such a strong impression that the play of thought which classical logic 
originally was, became a deep-rooted habit of thought which was considered 
not only as useful but even as aprioristic. 

The above rejection of the universal truth of the principle of the excluded 
third in mathematics will make it plausible that intuitionist arguing requires 
a preliminary formulation of several definitions which sometimes split atomic 
notions of classical mathematics. 

Two mathematical entities will be called dijf erent if their equality proves to 
be absurd. The notation for equality and difference will be = and � respectively. 

Two infinite sequences of mathematical entities a1, a2, • • •  and b1 ,  b2,  • • •  

will be said to be equal, or identical, if a, = b, for each v, and distinct, if a 
natural number can be indicated (or calculated) such that an and bn are different. 

A species is called discrete if any two of its elements can be proved either to 
be equal or to be different. 
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I f  the species M possesses an element which cannot possibly belong to the 
species N, we shall say that Af deviates from N. 

The species M will be called a subspecies of the species N, and we shall write 
Jf C N if every element of M can be proved to belong to N. I f, in addition , 
N deviates from M, then M is called a proper subspecies of N. I f  each element 
of N either belongs to M or cannot possibly belong to Af, then 1'1 is called a 
rc1i10uab!e subspecies of N. 

Two species are said to be equal, or identical, if for each element of either of 
them an element of the other, equal to it, can be indicated. They are called 
di�fferent if their equality is absurd , and congruent if neither can deviate from 
the other. 

Let M be the linear continuum, A and B the species of the rational and the 
irrational l imiting number cores respectively, then M and the union of A and 
B are congruent and different at the same time ! 

:\ species which cannot possess an element is said to be empty. Two different 
species whose intersection is empty are called d£sjoint. 

If Jf and N are disjoint subspecies of the species P, and the union of .M and 
X is congruent to P, we shall say that P is composed of l\1 and �, and that 
JI and N are conjugate subspecies of P. Thus, e.g . ,  the species of exponents of 
Fermat's equation \\·hich render it solvable and unsolvable respectively, are 
conj ugate subspecies of the species of the natural numbers. 

For a given P, for any subspecies "11, a subspecies N can be indicated such 
that JI and N are conjug:ite subspecies of P. This N, in general , is not even 
un iquely determined by P and M. Thus, e.g. , if P is the linear continuum, and 
.\I the species of the irrational l imiting number cores, then for N \\'e may choose 
ti1e species of those l imiting number cores whose rationality is non-contradictory 
as ,,·di as the species of the rational limiting number cores. 

l f II and K are disjoint subspecies of the species P, and the union of H and 
I: is identical with P, so that II and K are conjugate removable subspecies of 
P, \\'C shall say that P splits into H and K. Thus, e.g. , the species of the prime 
numbers and of the composite numbers are conjugate removable subspecies 
of the species of the natural numbers. 

For an arbitrary proper subspecies H of P one cannot, in general, indicate 
a K such that H and K are conjugate removable subspecies of P. There are 
even species (e.g. , the linear continuum) which possess no removable proper 
subspecies at al l .  

I f  T '  and TV are conjugate subspecies of P, and if in addition V consists of 
those elements of P which cannot belong to f1', and W of those elements of P 
which cannot belong to V, \\·e shall say that P is directly composed of V and W, 
and that V and W are directly conjugate subspecies of P. Thus, e.g. , the species 
consisting of those elements of P for which a certain negative property is true 
and absurd respectively, are d irectly conjugate subspecies of P. 

I f  bet\Yeen t\VO species .�f and N a (not necessarily predeterminate) 1-1 
correspondence can be created, i .e . ,  if "U can be mapped onto N in such a way 

[527] 



POINTS AND SP ACES 7 

that equal and only equal elements of M have equal images in N, while each 
element of N is the image of some element of M, we shall say that M and N 

[7] are equipotential. 

[528] 

A species which is equipotential to some natural number [to the infinite 
sequence of natural numbers] will be called finite [denumerably infinite] .  

A species which contains a denumerably infinite subspecies will be called 
infinite. 

3. Spreads and fans. Spreads and fans are fundamental notions m m
tuitionism. Their introduction requires some further definitions. 

By a node of order n we understand a sequence of n natural numbers (n > 1) 
called the constituents of the node. 

A node p' of order n + m (m > 1) will be called an mth descendant of the 
node p of order n ,  and p will be called the mth ascendant of p', if the sequence 
of constituents of p is an initial segment of the sequence of constituents of p'. 

I f  m = 1, p' will also be called an immediate descendant of p and p the im
mediate ascendant of p'. 

The species QP of the immediate descendants of the node p of order n con
sidered in their natural order ( i .e . ,  ordered according to their last constituent) 
will be called a row of nodes of order n + 1 and the ramifying row of p, while 
p will be called the dominant of QP. 

The species of the nodes of order 1 considered in their natural order will be 
called the row of nodes of order 1 .  

A finite sequence of nodes consisting of a node P1 of order 1 ,  an immediate 
descendant P2 of P1, an immediate descendant p3 of P2, . . . , up to an immediate 
descendant Pn of Pn-1• will be called a rod of order n. 

An infinite (not necessarily predeterminate) sequence of nodes consisting 
of a node P1 or order 1 ,  an immediate descendant P2 or P1, an immediate des
cendant p3 of P2,  and so on ad infinitum, will be called an arrow. 

Naturally an arrow may grow in complete freedom, i .e . ,  in the passage from 
p,  to P•+l i  the choice of a new constituent for P•+l to be joined to those of p .  
may be  completely free for each v, for as  long as the creating subject may desire. 
On the other hand this freedom in the generation of the arrow may at any stage 
be completely abolished, at the beginning or at any p., by means of a law fixing 
all further nodes in advance. From this moment the arrow concerned will be 
called a sharp arrow. Furthermore, the freedom in the generation of the arrow, 
without being completely abolished, may, at any p., undergo some restriction , 
and this restriction may be intensified at further p ,'s. Finally, all these inter
ventions, by virtue of the second act of intuitionism , may, at any stage, be 
made to depend on possible future mathematical experiences of the creating 
subject. 

Let p be a natural denumeration of the species of the nodes, i .e . ,  a denum
eration a1 ,  a2, . . .  of the nodes such that each node comes before its descendants, 
and before the nodes which it precedes in its row of nodes. Then , without 
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knowledge of further details of this denumeration, as soon as in p for each a, a 
sequence 

a ,, 1 , a,,. ,  . . . , 

with ever increasing indices, cah be indicated as its ramifying row, the sequence 
of constituents of any given a. can be reconstructed. 

An example of a natural denumeration of the species of the nodes can be 
given as follows : Let Gn be the species of the nodes of order < n and constituents 
< n, Gn . • the species of the nodes of G. of order v, and A .  (n ;;> 2) the species of 
the nodes of Gn not belonging to Gn-l· Each G11 • •  is counted in such a way that 
p precedes q if the first constituent in which they differ is smaller for p than for 
q. I f  \\'e then make each Gn, .  precede Gn . .  + 1  we get a natural denumeration 
.:ln of Gn. Finally, by successively counting G1 after t.1, A 2 after �2. A a  after 
t.�,  and so on, we arrive at a natural denumeration of the species of the nodes. 

\\'e proceed to consider a (not necessarily predeterminate) species of nodes [8] 
1\ containing : 

( i )  of the nodes of order 1 ,  either all natural numbers or those and only those 
natural numbers which do not exceed a definite natural number m0 ;  

(ii) for each n > 1 ,  of the nodes o f  order n + 1 which are immediate des- [9] 
cendants of the node p of order n belonging to K,  either all of them or those 
and only those whose (n + l )st constituent joined to those of p does not exceed 
a definite natural number mv. 

Such a species of nodes K will be called a spread direction , and the species 
w (E) oi the arrows which consist of nodes of K will be called a spread. 

The spread direction for which from the above alternatives always the first 
is chosen is called the universal spread direction, and the corresponding spread 
is called the universal spread. 

A spread direction for which from the above alternatives always the second 
is chosen is called a fan direction, and the corresponding spread is called a fan. 

:\.s each spread direction is a subspecies of the universal spread direction 
USD (just as each spread is a subspecies of the universal spread US) , any 
natural denumcration (in the above sense) of USD generates a natural denumera
tion of each spread direction. Furthermore, if ai ,  a2, . . .  is a natural denumeration 
of a spread direction K, and for each a. a finite or denumerably infinite sequence 

with ever increasing indices, can be indicated as its ramifying row, then for 
any given a. the sequence of its constituents in K can be reconstructed. 

A node b of a spread direction K, together with its descendants in K, 
constitutes a removable subspecies 7ro (K) of K which will be called a sector 
direction, and the species P0 (K) of the arrows composed of nodes of 7ro (K) 
will be called a sector. Both 7ro (K) and P0 (K) will be said to be dominated by 
their "top" b. We shall speak of a free sector [sector direction],  if b is of order 1 ,  
and of a horned sector [sector direction] o f  order n ,  i f  b is o f  order n + 1 ( n  ;;> 1 ) .  
In the latter case the constituents of the immediate ascendant of b will be said 
to form the horn of the sector [sector direction]. 

[529] 
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A subspecies of the spread direction K will be called thin if none of its nodes 
is a descendant of any other of its nodes. 

[8] If a (not necessarily predeterminate) subspecies of the spread direction K 

[530] 

has the property that no arrow of K can avoid it ,  it will be called a crude block 
of K. A crude block of K which is thin and removable will be called a proper 
block or simply a block of K. 

The nodes of K which are not descendants of the block B (K) of K constitute 
a removable subspecies TB (K) of K which will be called a free stump, and which 
we shall say is carried by the block B (K).  

A node b belonging to TB (K) , together with its descendants in rB (K) ; con
stitutes a removable subspecies &CTB (K) of TB (K) which will be called a pyra mid,  
and which we shall say is dominated by its "top" b .  \Ve shall speak of a free 
pyramid i f  b is of order 1 ,  and of a horned pyramid of order n if b is of order 11 + 1 
(n > 1 ) .  In the latter case the sequence of constituents of the immediate 
ascendant of b will be said to constitute the horn of bcrB (K) . 

I f  from the free pyramid bcrB (K) [from the horned pyramid brr B (K) of order 
n] we take away the top b, the remainder bPB (K) (also in the case of its reducing 
to "nothing," if b belongs to B) ,  will be called a horned stump of order 1 [oi 
order n + l ]. The constituents of the removed top b will be said to constitute 
the horn of oPB (K) . 

If from all nodes of a horned stump oPB (K) the horn is taken away, the rema inder 
will be a free stump oTB (K) . This holds alw in the case of b belonging to B, 
i f  "nothing" is  added to the species of  the free stumps. I f  bp8 (K) was of order 
n, we shall call oTB (K) a free substump of rB (K) of rank n, dominated by b. 

To explain the notion of absorption of a row of f ree sub stumps of rank n by a 
free substump of rank n - 1 ,  Jet b1 1  b2,  . . .  be a row of nodes of order n, dominated 
by the node a, and for each v let (3, be the last constituent of b,. For each v ,  
to each node of b ,rB (K) we add {3, as a first constituent, and to the horned 
stump of order 1 thus acquired we add the node (3., thus arriving at a "row" of 
free pyramids rr 1 ,  cr2, . . .  whose union is aTB (K) , a free substump of rB (K) of 
rank n - 1 .  This process of absorption can also be effected if some or all of the 
b,r B (K) reduce to nothing. 

In an analogous way, by absorption of a finite sequence or a fundamental 
sequence of free stumps of spread directions K, a free stump of a new spread 
direction K comes into being. 

4. Well-ordered blocks and stumps. At this point, before continuing t he 
study of spreads and fans, we have to insert some considerations about well
ordered species. 

A discrete species D is said to be completely ordered if for any two dijf erent 
elements of D, say a and b, one of the two mutually exclusive relations a < b 
(equivalent to b > a) and a >  b (equivalent to b < a) is realized, in such a 
way that a < b, a = r and b = s implies r < s, and a < b and b < c implies 
a <  c. 
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Let R be a fundamental sequence [an ordered finite species] of disjoint com
pletely ordered species N,. \Ve construct a complete order of the union M of 
the N, in the following way : Let e' belong to N' and e" to N". Then we put 
e' < e" in M i f  either N' < N" in R or N' = N" = ]\T and e' < e" in lV. Denot
ing the species M ordered in this way by M, we write 

1lf = N1 + N2 + . . .  [.�J = N1 + N2 + . . .  + 1Vrn] or if = L N., 
v 

and we shall say that !If is the ordinal sum of the N .. The generation of an ordinal 
sum \\·ill be called ordinal addition. 

On the basis of this definition of ordinal addition \\·e can generate a con
t inually extending stock of well-ordered species according to the following rules : 

( J )  Each species containing one and only one element is a well-ordered 
species, and , as such , will be called a basic species. 

(�) I f , out of the available stock of well-ordered species previously acquired, 
a fundamental sequence of disjoint well-ordered species has been indicated , 
their  addition will be called a first generating operation, and their ordinal sum 
will again be called a well-ordered species and , as such , will be added to the 
stock. 

(3 ) I f , out of the available stock of well-ordered species previously acquired, 
a non -vanishing ordered finite sequence of d isjoint well -ordered species has 
been indicated , their addition will be called a second generating operation, and 
their ordinal sum wil l  again be called a well-ordered species and , as such , will 
be added to the stock. 

I n  the case that only the second ,  not the first, generating operation is effected , 
,,.e speak of bounded well-ordered species. 

Let F be a well-ordered species. All well-ordered species \vhich , at some stage, 
have played a part during the construction of F will be called constructional 
subspecies of F. The constructional subspecies of F which have played a part 
in the final generating operation of F, wi l l  be denoted by F, (v passing through the 
sequence of natural numbers or through an initial segment of it) and will be 
said to constitute the row of constructional subspecies of order 1 of F. The con
structional subspecies of order 1 of F,, will be denoted by F,, , (v varying as 
above) and will be said to constitute a row of constructional subspecies of order 2 
of F. I n  general, the row of constructional subspecies of order 1 of F,. . . .  '• 
will be denoted by F . . . . .  .,. (v varying as above) and will be said to constitute a 
row of constructional subspecies of order k + 1 of F. F itself will be considered as 
its O\\·n constructional subspecies of order zero. 

I n  this way each basic species, that is, each element, of F, and each con
structional subspecies of F, turns out to be a constructional subspecies of finite 
order (which order, however, for appropriately chosen constructional subspecies 
may increase indefinitely. This property is easily proved by the inductive method, 
i .e . ,  by remarking that it holds if F is a basic species, and that when a generating 
operation is performed, it holds for the generated ordinal sum if it holds for 
the terms of the sum. By the same method we state that the species of sequences 

[53 1] 
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of indices of the constructional subspecies of a well-ordered species is a removable 
subspecies of USO, that every well-ordered species in whose construction the 
first generating operation has been effected at least once is denumerably infinite, 
and that every bounded well-ordered species is finite. 

It is also by the inductive method that we shall prove the following theorem : 
For each well-ordered species F there is a 1 - 1  correspondence between the spedes 

of its constructional subspecies of non-vanishing order and a free stump T such 
that each sequence of indices of a constructional subspecies of F corresponds to an 
equal sequence of constituents of a node of T, while a basic species of F corresponds 
to a node of the block carrying T, and the union of an F, and its constructional 
subspecies corresponds to a free pyramid of T .  

For, let 

be a row of constructional subspecies of order n of F, and for each 11, let 

Fv1 . . . Jln - 1 JI  

be provided with a 1 - 1  equality-mapping of the sequences o f  the indices following 
11 of its constructional subspecies onto a free stump rB , (K,) (containing as 
constituents of its nodes only indices of order > n from F) . Then the row 

TB , (K1) , TB, (Kz) , . . .  

can be considered as a row of free substumps of rank 1 of a free stump TB (K) , 
by which it can be absorbed . Accomplishing this absorption, and assigning 
to each sequence of indices following 11. _ 1  of a constructional subspecies of 
F,, . .  , , . _ , an equal sequence of constituents of a node of TB (K) , we arrive at a 
1 - 1  equality-mapping of the sequences of the indices following vn-i of the con
structional subspecies of F,, . . · ··- · onto TB (K) . And if F., . . · ·· - ·  is a basic 
species of F the mapping as required by the theorem exists as a mapping of 
nothing onto "nothing." 

Blocks and free stumps which can play the part of a B (K) and a TB (K) as 
required by the above theorem will be called well-ordered blocks and well-ordered 
free stumps respectively. The free pyramids which are contained in a well
ordered free stump will be called well-ordered free pyramids. Horned pyramids 
which after removal of their horns become well-ordered free pyramids will be 
called well-ordered hori1ed pyramids . 

Obviously each free stump corresponding to a bounded well-ordered species 
is .finite. 

The above assignment of a sequence of indices to each constructional sub
species of non-vanishing order of a well -ordered species F was performed in a 
downward direction , but the same result can be obtained as well by an upward 
construction consisting in a gradual dressing-up of F parallel to its generation, 
according to the following prescriptions :  

(i) At each ordinal addition o f  an ordered sequence d o f  basic species, to 
each of these species is assigned , as its only index, the natural number 
indicating its place in d. 



1 :?  L. E .  J .  BROUWER 

(ii) At each ordinal addition of an ordered sequence d of well-ordered species 
previously acquired , for each of these species (and for each of their 
constructional subspecies) the natural number indicating its place in d 
is added to its adhering sequence of indices previously acquired, as a 
first index. 

l i, in an analogous way, for a given spread direction K in which a thin sub
species C(K) has been indicated , we succeed in arriving at the free stump 
r n (K) by allowing in K the following sorts of acts : 

(i) the qualification of a node of C(K1 as dominating a free substump 
"nothing," 

( i i) the formation of  a free substump of rank n - 1 by absorbing a row of 
free substumps of rank n ,  

then this gradual erection of  the edifice of  nodes of r n (K) (proving by the way 
th«t C(K) = B) is identical with the above upward construction of the edifice 
of sequences of indices of the constructional subspecies of a proper well-ordered 
species F, so that r8 (K) is a well-ordered free stump and we may speak of a 
�c•e!!-ordered erection of rn (K) .  

By extending a given free stump to its spread direction "·e see that a natural 
denumeration of the latter yields a natural denumeration of the former. So 
also the species of the sequences of indices of the constructional subspecies of a 
\Yell -ordered species can be denumerated in a natural way. 

\\'e shall show by an example that not every block is a \Yell -ordered block , 
and hence that not every free stump admits of a well-ordered erection. 

Let K be a spread direction, and let {3, be the species of the nodes of K of 
order v .  Let a v-union be a union of species {3, with regard to which an infinite 
sequence of decisions qi, q2, . . . successively decides whether f31 belongs to the 
union, whether {3� belongs to the union , and so on , and let V be the species of the 
«-un ions. Let a be a mathematical assertion so far neither tested nor recognized 
as testable. and let <'a be the element of V generated as follows : As long as in the 
course of the successive choices of the decisions q, the creating subject has 
neither experienced the truth nor the absurdity of a, each q, will be chosen to 
be negative ; but as soon as between the choice of the decision q ,_1  and that of 
the decision q ,  the creating subject has experienced either the truth or the 
absurd ity of a ,  q, "·ill be chosen to be affirmative and for each natural number 
i · .  q , +- •  \\·il l again be chosen to be negative. 

Obviously this ''a is a block of K of which we cannot say that it is a well
orclered block. 

5. The fan theorem. If a (not necessarily predeterminate) subspecies [8] 
C(K) of the spread direction K has the property that every arrow of K meets 
C(K) ,  i .e . , has a node in common with C(K) , this subspecies C(K) will be called 
a crude bar of K. A crude bar of K which is thin will be called a proper bar or 
simply a bar of K. 

The definition of a crude bar means that for every arrow a of K the order 
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[10] n (a) of the postulated node of intersection with C(K) must be computable, 
however complicated this calculation may be. For instance, the algorithm 
in question may indicate the calculation of a maximal order n1 at which will 
appear a finite method of calculation of a further maximal order n2 at which 
will appear a finite method of calculation of a further maximal order n3 at 
which wil l  appear a finite method of calculation of a further maximal order n4 
at which the postulated node of intersection must have been passed. And much 
higher degrees of complication are thinkable. 

[534] 

I f  C(K) is a crude bar of K, then every node t of K has either been recognized 
as belonging to C(K) or been provided with a constructive mathematical argu
ment h 1  proving that t is barred by C(K) , i.e. , that every arrow passing through 
t has a node of inter!>ection with C(K).  

For this mathematical argument h1 no other basis is available than the 
characterization of C(K) , and the species of constructional relations existing 
between the nodes of K. Now all these relations can be derived from the basic 
relations which for each node indicate its immediate predecessor in its row 
of nodes (or the non-existence of an immediate predecessor in its row of nodes) , 
its immediate successor in its row of nodes (or the non-existence of an immediate 
successor in its row of nodes) , its immediate ascendant (or the non-existence of an 
immediate ascendant) , and the row of its immediate descendants. (Whether 
this system of basic relations is susceptible of further reductions, we shall 
leave undecided. )  Consequently, if we split up the argument h 1  into an argu
ment k 1 consisting exclusively of statements of atomic basic facts d and atomic 
immediately obvious inferences e, then, supposing t = v1 . . .  v" the final inference 
of k 1 must deduce the barred condition of t either from t being recognized 
as belonging to C(K) or from the barred condition of v1 • • •  v,_1 (a so-called 
s-inference) or from the barred condition of V1 • • •  11 ,A. for each A (a so-called 
r-inference) . I f, in particular, t is a node 111 of order 1 ,  the final inference of k ,  
recognizing that t is barred, must either be the recognition of t as a node of 
C(K) or the r-inference deducing the barred condition of 111 from the barred 
condition of 111>.. for each A.. So in the latter case the recognition of the barred 
condition of v1 has been preceded in k 1 by the recognition of the barred condition 
of v1A. for each A.. Frqm this follows that in k 1 the recognition of the barred 
condition of k., •• preceding that of k., must in its turn either be based on its 
belonging to C(K) or have been preceded by the recognition of the barred 
condition of k. , .,A. for each A., from which it has been deduced by a r-inference ; 
and so on. 

Consequently, if t is a node of order 1 ,  then in k 1  appear 
( 1 )  a certain species of nodes Nc. including t and a certain thin subspecies 

C,(K) of C(K), 
(2) the species S 1 of the statements of the barred condition of an element 

of N,, 
(3) a species I 1 of r-inferences connecting elements of S 1 

such that each element of S 1 is connected with the statement of the barred 
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condition of t by a finite sequence of elements of I 11  that each element of S t i 
,,·ith the exception of the statements of the barred condition of an element of 
C, (K) , has a row of predecessors in the argument with which it is connected 
by an element of I ti  and that each element of S 11  with the exception of the 
statement of the barred condition of t ,  has a successor in the argument with 
which it  is connected by an element of I 1• 

J f we now take for t successively each node of order 1 of K, and consider the 
union k of the corresponding arguments k ti then in k appear 

( 1 )  a certain species of nodes N, including all nodes of order 1 of K and a 
certain thin subspecies Co (K) of C(K) , 

(2) t he species S of the statements of the barred condition of an element of N, 
(3) a species I of r-inferences connecting elements of S 

such that each element of S is connected with the statement of the barred 
condition of a node of order 1 of K by a finite sequence of elements of I, that 
each element of S, with the exception of -the statements of the barred condition 
of an element of Co (K) , has a row of predecessors in the argument with which 
it is connected by an element of I, and that each element of S, with the exception 
of the statements of the barred condition of a node of order 1 of K, has a suc
cessor in the argument with which it is connected by an element of I. 

In th is way from the argument k we have extracted an argument k' which by 
performing acts of the two following sorts in K :  

(i) taking an element of Co (K) as a basic pyramid consisting of barred nodes, 
(ii) taking the union of a row of pyramids consisting of barred nodes previously 

acquired and the dominant of their rmv of tops, thus obtaining a new 
pyramid consisting of barred nodes, 

has arrived at a row of free pyramids consisting of barred nodes whose row of 
tops is the row of nodes of order 1 of K. 

This argument k' comes to the same as the argument k" which by performing 
acts of the two following sorts in K :  

(i) assigning to an element a of Co (K) a free substump "nothing" dominated 
by a ,  

( i i) having a row of free substumps consisting of barred nodes previously 
acquired , absorbed by a new free substump, 

has arrived at a free stump of K consisting of barred nodes. 
So, as was sho,,·n in §-! , this argument k" in its turn comes to the same as tee 

well-ordered erection of the species of nodes N as a well-ordered free stump of K, 
carried by the well-ordered block Co (K) . 

\Vith which we have deduced the 

BAR THEOREM. Every crude bar contains a well-ordered block .1 

1Cf. (6, pp. G3-G5). The species µ1 used there plays the role of the above species C(K). 
The equi,·a!ence of the principles of the excluded third and of reciprocity of complementarity, 

mentioned there in a footnote by way of remark. subsequently has been recognized as non

existent. I n  fact, as was also shown in the present paper, the fields of validity of these two 

principle� have turned out to be essentially different. 
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[1 1] This theorem does not imply that every well-ordered block is a bar. 

[536] 

In the case that K is a fan direction, its well-ordered free stumps, on account 
of their correspondence to bounded well-ordered species, are all finite ; so the 
above species of nodes N is finite, and there will be a finite maximum O(N) 
for the order of its nodes. Furthermore in this case the well-ordered block C0(K) 
is a bar. 

Now we easily prove the 

FAN THEOREM. Let K be a fan direction, and let us suppose that to each arrow 
a of K has been assigned a natural number µ (a) . Then a natural number s can be 
indicated such that, for any a, µ (a) is determined at the sth node of a (6, p. 66 ; 10 ,  
p. 143). 

For, since the natural number in question has to be kno•"'1 for each arrow 
of K at one of its nodes, the nodes yielding this knowledge constitute a species 
of nodes which each arrow of K is bound to meet, and which therefore is a 
crude bar C (K) of K. Because this C(K) contains a well-ordered block C0 (K) , 
and this well-ordered block Co (K) in the present case is finite and a bar of 
K, a maximum s can be indicated for the order of its nodes, so that each arrow 
a of K meets Co(K) not later than at its sth node. Hence, for each a, at its 
sth node, µ (a) is determined. 

6. The continuity theoreo. The infinite sequence of natural numbers 
passes into a located infinite sequence ci, c2, . . . if for any two of its elements 
Cr and c, a symmetric limiting number core function p (cri c,) ,  called the distance 
of Cr and c., is indicated, which has the following properties : 

( 1 )  For Cr = c,,  p (cri c,) = 0. 

(2) For Cr � c.,  a natural number f(cri c,) can be indicated such that 

p (CTI Cs) > 2-f(c , ,  c , ) •  
(3) p (c" c,) < p (c,, c ,) + p (c., c 1) .  
(4) For each n a natural number µ (n) can be indicated such that, i f  we 

denote the union of ci, c2, . . .  and Cµ(nl by "'1n, then p (c., "'1n) < 4-n for each 11. 
\Ve shall express the property (4) by saying that the sequence ci, c2, . . .  is 

approximated with any degree of accuracy by its successive initial segments. 
Let L be a located infinite sequence. An infinite sequence ai,  a2, . . .  of elements 

of L (among which equalities may occur) will be said to be convergent if for each 
n a natural number -y (n) can be indicated such that 

p (a..,,(n) , a.)  < 2-n 

for any 11 > -y (n) . A convergent infinite sequence of elements of L will also be 
called a limiting element of L. Regarding as self-explanatory the meaning of 
coincidence of two limiting elements, we shall call the species of the limiting 
elements of L coinciding with a given limiting element of L, a point core of L. 
The species RL of the point cores of L will be called a located compact topological 
space. 
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If in a spread d irection [fan direction] and in the corresponding spread [fan] 
each constituent of a node is replaced by some mathematical entity in such 
a way that in each node v1v2 . . .  vnvn+1 the constituents v1,v2, . . .  , vn are replaced 
h\· the same mathematical entities as in the node v1v2 . . .  v., the result  of this 
process will be called a dressed spread direction [dressed fan direction] with a 
corresponding dressed spread [dressed fan ] .  

Let us consider a dressed fan direction SRL whose row of  nodes b 1 ,  b2 , • • •  of 
order I consists of the elements of Y,1 ,  whilst each element of a row of nodes 

of order n + 1 consists of the immediate ascendant of the row follm\·ed by 
a const ituent for \\·hich is chosen successively each element of a subspecies of 
.;,,,,_ 1 '"hich , though arbitrary to a certain extent, must include all elements of 
i/;,,. q at a d istance < 2.-t-" from the last constituent of b., . . . .. .  and must exclude 
a l l  elcmems of i/J,,+1 at a distance ;;;. 3 .-t-• from the last constituent of b., _ _ _  •• . 

Earh arm;;_, of SRL defines a limiting element of L. For in each arrow of SRL 
each accretion of order 11 ,  i . e . ,  each last constituent of a node of order n has a 
rl ist;mce less than 

(3 .r" + 3 .rn-1 + 3 .4-n-2 + . . .  ) = rn+ l  

lrom each of i ts descenJant accretions of  order > n .  
Ench lim iting element of L coincides with an arrow of SRL. For, let ai ,  a2,  • •  

be a l imiting element A of L,  and v1 < v �  < v3 . • •  an infinite sequence of in
cTeasing natural numbers such that 

p (a • •  , a,,)  < 4-n-2 

fcir any v > v,, . l f  to each a • •  we assign an element <Tn of i/;n at a distance < .i--r. + 4-n-1 from a .... then from 

p �cr".  a ,. ) -'(: r" + r•- I, p (a ,. , a ,,. + , ) < 4-n-2, p (a ,,,,+ , • <ln+I ) -'(: 4-r-I + 4-n-2 

follo\\·s p (u. , u.+ 1 l  < 2.-±-", so that the i1�finite sequence u1, u2, u3, • • •  generates 
a ;1 nrrou.· of SRL which, because p (un, a ,,.) < 4-• + 4-•-1 , coincides with A.  

I f  two l imiting elements A1  and A2 of L are at a d istance < 4-•-2 
from each 

other, then the distance of their respective a ,. is < 3.4-•-2• Hence we can assign 
the same u. to both these a ,.,  so that A 1 and 'A2 correspond to two arrows of 
SRL which have an accretion of order n in common , and with which they 
coincide respectively. 

On the other hand , t\VO point cores of RL coinciding with two arro,Ys of 
SRL respectively "·hich have a common accretion of order n, are at a distan ce < 2 . -1 -n+i from each other. So that we have proved : 

LDL\1A 1 .  To each natural number p 3  a natural number p 4  can be assigned 
such that any two point cores of RL whose distance is < 2-v. contain respectfre!v 
lwo n rrows of SRL whiclz have their rod of order p3 in com mon. 

:\nd conversely :  
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LEMMA 2. To each natural number p1 a natural number p2 can be  assigned 
such that any two arrows of SRL which have their rod of order p2 in common belong 
respectively to two point cores of RL which have a distance < 2-p, from each other. 

Let R'L' and R"L" be two located compact topological spaces, and let I 
be a full mapping of R'L' onto R"L", i .e . ,  an assignment of a point core of 
R"L" to each point core of R'L'. Such a full mapping implies the assignment 
A of an arrow </> (E') of S" R" L" to each arrow E' of S' R' L' in such a way that 
to coinciding arrows E' coinciding arrows </> (E') are assigned. 

Applying the fan theorem to this assignment A , we obtain : 

LEMMA 3. To each natural number p2 a natural number Pa can be assigned 
such that the rod of order P2 of </> (E') is for each E' determined by its rod of order 

Pa, so that to any two arrows of S' R' L' containing the same rod of order Pa two 
respective arrows of S" R" L" are assigned by A which contain the same rod of 
order P2· 

By successive application of Lemmas 2, 3, and 1 we find that to each natural 
number P1 there corresponds a natural number p, such that to each pair of 
point cores of R'L' whose distance is < 2-P· the mapping I assigns a pair of 
point .cores of R" L" which have a distance < 2-p, from each other. 

This result establishes the 

CONTINUITY THEOREM. Every full mapping of a located compact topological 
space onto another located compact topological space is uniformly continuous. 

I n  particular, a bounded function of a compact segment of the linear continuum 
is uniformly conhnuous (6, p. 67 ; 10 ,  pp. 145-146). 
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ADDENDA AND CORRIGENDA ON THE ROLE OF THE 
PRINCIPIUM TERTII EXCLUSI IN MATHEMATICS 

Regarding my paper ( 1 923 B) published thirty years ago I would now l ike to make 
the following remarks. 

I. Page 1 [p. 268], line 3 the term 'to test' [priifen] is used for either proving 
or reducing to absurdity. In subsequent intuitionistic l iterature [ ( 1 948 B ), ( 1 948 C), 
( 1 954A)], however, a property of a mathematical entity i s  said to be 'tested' if 
either its contradictoriness or its noncontradictoriness is ascertained, and 'judged' 
if either its presence or its absurdity is ascertained. 

II. Page 3 [p. 270] , footnote 1 ), the noncontradictoriness of applications of the 
principle of excluded middle to the attribution of a property E to a well-constructed 
mathematical system was pointed out. In subsequent intuitionistic l iterature, how
ever, it became apparent that for the simultaneous application of the principle 
mentioned to the attribution of a property E to each element of a mathematical 
species S noncontradictoriness remains ensured only for finite S. For infinite S 

1 954 B 

[ 1] 

the simultaneous attribution mentioned can very well be contradictory. [2] 

III. [Brouwer made this correction in the German text published in this vol-
ume] . 

IV. Page 4 [p. 27 1 ] ,  l ine 8 up, the classical Heine-Borel covering theorem was 
formulated for an arbitrary 'closed' bounded point species. The intui�ionistic 
critique of this theorem that follows there should have been preceded by an 
exposition of the intuitionistic splitting of the classical notion 'closed'. For, if in a [3] 
Cartesian or in a 'located' compact topological space R we understand by a core 
the species of the points that coincide with a given point, by an accumulation core 
of a core species Q a core of which every neighborhood contains an infinitely 
proceeding sequence of cores of Q that are mutually apart, and by a limit core of 
a core species Q a core of which every neighborhood contains a core of Q, if we 
then say that a core species Q containing all of its accumulation cores is IX-closed 
and that a core species Q that contains all of its limit cores is fi-closed, if, accord-
ingly, we call the union of a core species Q and its accumulation cores the IX-
closure of Q and the species of limit cores of Q the fi-closure of Q, if we take the 
formulation cited above of the classical Heine-Borel covering theorem as applying 
to 'closed' bounded core species Q, then this formulation is i ntuitionistically cor-
rect only if by 'closed' is meant 'fi-closed' and if, moreover, Q is a species located 
i n  R, that is to say, it is from every core of R at a distance that is computable with 
unlimited accuracy. In particular, therefore, with regard to the number sequence 
c1 , c 2 , c3 , . . .  referred to on page 4 [p. 27 1 ] ,  l ine 3 up, which is bounded and i s  
located in the number continuum, the classical covering theorem is intuitionistic-
ally valid only for its fi-closure, that is to say for its union with its limit number, 
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but not for its oc-closure, that is to say, for its union with the number 0, if this 
number should turn out to be identical with the limit number. Nor i s  the classical 
covering theorem intuitionistically valid for number core species that are /3-closed 
and bounded, but not located in the number continuum, as, for example, the union 
of the number cores p 1 , p2 , p3 ,  • • •  , in which Pv = I for v < k1 and Pv = - 1  for 

[4] v � k1 •  
V.  The example given on page 5 [p. 272], lines 10-20, of a monotonic, cont i

nuous, nowhere differentiable function defined everywhere in the closed unit inter-
[ 5] val possesses these properties exclusively as a function of the (classical) continuum 

of approximations made according to a law, not as a function of the (intuitionistic) 
continuum of more or less freely proceeding approximations. A connection be
tween monotonicity and differentiability of full functions of the intuitionistic con-

[ 6] tinuum can be found in my ( 1923A), p. 24 [p. 267] . 
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FURTHER ADDENDA AND CORRIGENDA ON THE ROLE 
OF THE PRINCIPIUM TERTII EXCLUSI IN MATHEMATICS 

§ 1 

With reference to point V of my ( 1 954B) I give below an example of a continuous, 
monotonic, nowhere differentiable, real, full function of the intuitionistic closed unit 
continuum K. 

For a natural number n we understand by Xn(x) the real functi on of K that for 

the 'even n-cores' x = !!:_ (a being an i nteger and 0 � a � n) i s  equal to 0, for the 
n 

'odd n-cores' x = 
la+  1 

(a being an integer and 0 � a � n) is equal to _!____, and 
2n 4n 
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[ ! ] 

for every a (0 � a � n) is l inear between x = � and x = 
2a

2
+ 1 as well as between [2] 

n n 
2a+ l  a+ l . 

x = -- and x = -- . Further we put t/1 1 (x) = x and, for n � 2, f bemg an 
2n n 

opaque fleeing property and K 1 (f) being its critical number, we put t/ln(x) = Xn(x) [3] 
00 

i f  n = K 1 (!), otherwise t{! n(x) = 0. Then t{!(x) = I t{!,(x) is a continuous, nowhere 
v = l 

differentiable, real, full function of K. 
For one must take into account the possibi l ity a) that at some t ime i t  turns out 

that K 1 (j) is nonexistent, so that, for all values of x, t{!(x) possesses an ordinary 
derivative equal to 1 .  

But one must also take into account the possibi lity [3 )  that at some time a natural 
number m = K1 (f) wil l be found. In that case t{!(x) has, for all values of x that 
l ie apart from the m-cores, an ordinary derivative, either equal to i or equal to ! ;  [ 4] 
for all even m-cores x i t  has a right derivative (nonexistent for x = 1 )  equal to i ,  
and a left derivative (nonexistent for x = 0) equal to !; and for a l l  odd m-cores 
x i t  has a right derivative equal to ! and a left derivative equal to i, whi le for 
every value of x the possibil ity must be taken into account that at some time i t  
shall turn out either t o  be an  m-core or to l i e  apart from the m-cores. [5] 

Therefore, with respect to the existence of an ordinary derivative, or a right and 
a left derivative, of t{!(x ), one must, for every value of x, take into account possi
bilities lying mutually apart, so that for no single value of x an ordinary derivative 
can be calculated. 

By the nature of the case this function t{!(x) i s  not 'completely differentiable' i n  
the sense of  ( 1 923A), § 3. 

So far as the function g(x), mentioned in ( 1 923B), p. 5 [p. 272] i s  concerned, 
it must, according to the explanations that follow below, be abandoned as an 
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example of a continuous, monotonic, nowhere differentiable function, even for the 
classical closed unit continuum K, . 1 ) 

§ 2  

By a k(vl we understand a closed }c<4v + t l_interval ; for v � 0, by an h(v) we un
derstand a k<vl entirely or partially covered by K; further, after ordering the h< •> 
for all values of v in  a single fundamental sequence 9', 9", 9"', . . .  , to be called 
F, by a unitary standard number we understand an infinitely proceeding sequence 
9<cd, 9<cil , 9<c», . . .  , in which, for every v, 9<cv) is an h(v) and 9<cv + d consists enti-
rely of inner points of 9<cv> . Then, the species of unitary standard numbers i s  

[6] identical with the species of accretion sequences of a dressed fan w, of which 
we can say - because every unitary number core, that is, every number core of 
K, coincides with a unitary standard number - that it represents K. 

[542] 

As a function of a variable number core x, either of K, or of K, g(x) is now 
obtained as follows. Let f be a fleeing property; let K 1 (!) be its critical number; 
let Pv and q. be respectively the least and the greatest endcores of 9<v> ; and let 
<p.(x) be the continuous function of K, , or of K, that for the part of 9<•> that be
longs to K, , or to K, is equal to 

q. -p. sin 2n x-p. 
2n q. -p. 

and, for x � Pv as well as for x � qv is equal to 0. Then we put 9v(x) = x for 
v = I ,  g.(x) = <pv(x) for v = K1 {f), and 9v(x) = 0 for all other values of v. 

Finally we put g(x) = L gv(x). 
v= 1 

If we call a 9<•l for which v = K 1 (!) the critical interval off and if we represent 
this by i(f), then (at least for the current examples of F and f) not a single indi
cation is at hand concerning the position of a possible i(f); therefore it seems at 
the outset that for every x every possibil ity of obtaining a guarantee for the non
belonging to i(f) i s  lacking and so is for every unitary finite binary fraction x 
every possibility of computing a ratio I : 3 for the lengths of the segments into 
which it would have to divide a possible i(f) to which it would belong; therefore 
finally i t  seems that for every x every possibility of computing an ordinary deriva
t ive is lacking. 

§ 3  

This situation, however, changes when one decides to make the infinitely proceed
ing process of the creation, by free choices, of a unitary standard number u run 

1) With respect to IJ!(X) a similar disappearance of a counterexample, due to the disappearance 

of the absence of a requisite algorithm, belongs to the realm of possibilities only for a fixed fleeing 

property f 



parallel to the infinitely proceeding process of the successive judgments of the 
assignment off to the successive natural numbers and moreover to take care that 
the creation process of u continually lags sufficiently far behind the process of 
judging that was just mentioned to prevent contact with an i(f) that might pos
sibly appear, so that there must come into existence a number core x of K for 
which g(x) possesses an ordinary derivative equal to 1 .  

Once this insight has been obtained, i t  i s  not far-fetched to observe that the 
way, indicated here, in which u comes to exist is at hand for all the accretion 
sequences of the elements of a subfan w ' of w that is obtained from w by the dele
tion, from the species of constituents that are admitted for the nodes of w, of a 
possible i(f) and of the two Jc-intervals that are of the same length as i(f) and are 
partially covered by i(f). Therefore, for every number core x of K that i s  repre
sented by this dressed fan w ', g(x) possesses an ordinary derivative. 

By means of the same fan w ' it is even possible to exh ibit, for every natural 
number n, a measurable core species Sn that is contained in K, has a measure 
greater than l -2-4n, and in which g(x) everywhere possesses an ordinary deriv
ative. For that one establishes first of all for every n one of the fol lowing facts : 
either for v � n no critical interval off occurs among the h(v) or for some m � n 
a critical interval off occurs among the h(ml .  Further, there i s  chosen for Sn, i n  
the first case, the core species of K represented by  w' and, in  the second case, the 
species of the cores of K that lie apart from the two endcores of i(f). If we further 
observe that the union of the infinitely proceeding sequence of the Sv forms a 
measurable core species that is contained in K and has measure 1 ,  then g(x) turns 
out to be a continuous, monotonic, real, ful l  function of K that is differentiable 
almost everywhere. 

And since the predeterminate elements of w' represent number cores of K, , 
K, also possesses an (everywhere dense, ever unfinished and ever enumerable) core 
species in which g(x) is everyherew differentiable. 
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M A  THEM A T I C S  

ORDNUNGSWECHSEL IN BEZUG AUF EINE COUPIERBARE 

GESCHLOSSENE STETIGE KURVE 

VON 

L. E. J. BROUWER 

(Communicated at the meeting of February 27, 1954) 

Die geschlossene stetige Kurve K der Euklidischen Ebene werde in 
ihrem Punkte 1) S coupierbar genannt, falls sie in solcher Weise ein stetiges 
Bild eines Euklidischen Kreises C mit R als Urbild von S darstellt, dass 
die Konvergenz 2) des Bildes P' eines variablen Punktes P von C gegen S 
die Konvergenz von P gegen R nach sich zieht, wahrend in einem gewissen 
R enthaltenden, von den von R entfernt liegenden, in U und V abgebil
deten, Punkten A und B begrenzten Bogen {} von C fiir einen variablen 
Punkt G des Bogens AR und einen variablen Punkt H des Bogens RB 
aus der Konvergenz der Bilder G' und H' von G und H gegeneinander die 
Konvergenz von G und H gegen R, mithin auch die Konvergenz von G' 

und H'' gegen S folgt. Offensichtlich liegen dann U und V entfernt von S. 
Im hier geschilderten Falle sei K eine 1X-Streckenapproximation durch 

S, U und V von K, d.h. ein geschlossener Streckenzug mit endlichvielen 
Knickpunkten, zu denen S, U und V gehoren, auf welchen K mittels 
Verriickungen < IX  seiner Punkte und unter Invarianz von S, U und V 
stetig abgebildet wurde. Das Segment USV von K werden wir mit d, 
dessen Teile US und S V  mit c' und c" bezeichnen. 

Sei n ein S als Mittelpunkt besitzender Quadratumfang der Seitenlange 
{3, dessen Seiten von den Knickpunkten von K entfernt liegen. Wir 
konnen IX und f3 derweise wahlen, dass der Komplementarbogen des Teil
bogens USV in K, sowie dessen Bild in K, ausserhalb von n in einer 
Entfernung o > 21X von n gelegen sind, und dass auf n bei jedem stetigen 
Dbergang von einer Kreuzung mit c' zu einer Kreuzung mit c" Abstande 
o > 2cx zum Teilbogen USV von K, mithin auch Abstande o > 2cx zu K 
selbst auftreten, so dass bei jedem solchen Dbergang Punkte passiert 
werden welche, wenn wir K und K mit korrespondierenden Umlaufssinnen 
versehen, in bezug auf K und K die gleiche Ordnung besitzen. 

Offensichtlich hat n mit c' und c" je  eine ungerade, mit d eine gerade 
Anzahl von Kreuzungen. Ein keinen Punkt von c" enthaltendes, von 
Punkten von c' begrenztes bzw. keinen Punkt von c' enthaltendes, von 
Punkten von c" begrenztes abgeschlossenes Segment von n werden wir 

1) l\fit ,,Punkten" werden in diesem Aufsatze ,,Punktkerne" gemeint. 2) l\fit ,,Konvergenz" wird in diesem Aufsatz ,,positive Konvergenz" gemeint. 
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als ein D' bzw. D", ein nicht in einem umfassenderen D' enthaltenes D' 
bzw. nicht in einem umfassenderen D" enthaltenes D" als ein E' bzw. E", 
ein E' bzw. E" das mit d eine ungerade Anzahl von Kreuzungen hat, als 
ein E; bzw. E� und ein E' bzw. E" das mit d eine gerade Anzahl von 
Kreuzungen hat, als ein E� bzw. E� bezeichnen. 

Bei einem Umlauf von n durchschreitet man abwechselnd ein E' und 
ein E", wahrend jedes E' vom beim Umlauf unmittelbar darauf folgenden 
E" durch ein keinen Punkt von d enthaltendes, als Zwischensegment zu 
bezeichnendes, offenes Segment von n getrennt wird. 

Sei Q ein E; oder ein E� (offenbar gibt es wenigstens ein E; und wenigstens 
ein E�). Seien 3 und ri die Q einschliessenden Zwischensegmente. Alsdann 
besitzen die von d entfernt liegenden Punkte von 3 und die von d entfernt 
liegenden Punkte von ri verschiedene Ordnungen in bezug auf K. Uberdies 
gibt es sowohl auf 3 einen Punkt T(3) wie auf ri einen Punkt T(ri), der 
in bezug auf K und K die gleiche Ordnung besitzt. Diese Punkte T(3) 
und T(ri) besitzen also verschiedene Ordnungen in bezug auf K, womit 
wir bewiesen haben : 

Zu einer coupierbaren geschlossenen stetigen K urve K, insbesondere also 
in bezug au/ eine J ordansche K urve, konnen zwei von K entfernt liegende 
Punkte konstruiert u·erden, welche in bezug au/ K verschiedene Ordnungen 
besitzen. 

Obiges soll § 4 meines Proc. Kon. Akad. v. Wetensch. ,  Amsterdam, 28, 
pp. 503-508 ( 1 925) befindlichen intuitionistischen Beweises des Jordan- [1] 
schen Kurvensatzes ersetzen. Nebenbei bemerke ich dass § 1 dieses 
Beweises unnotig umstandlich ist, dass namlich der Le. p. 503 unten 
und p. 504 oben befindliche Absatz wie folgt gekiirzt werden kann : [2] 

, ,Sei nun e so gewahlt, dass das zugehorige e2 < l der Breite von J ist, 
und seien A ,  B und C drei derartige Punktkerne von J ,  dass e(A , C) < !e 
und e(C , B) < !e. Alsdann gibt es einen A,  B und C enthaltenden Bogen 
von J der Breite < e2. " 

Weiter ist Le. p. 504 Z .  1 8  v.u. r" durch r' und p. 505 Z. 1 v.o. [3] 
, ,gleich 1� e' "  durch , , < 1� e ' "  zu ersetzen. 
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1954 E INTUITIONISTIC DIFFERENTIABILITY 

§ I 

Let r(x) be a total real function of one independent variable number core x on the 
[ I] intuitionistic continuum, P an arbitrarily chosen value of x. We shall call a closed 

interval of the intuitionistic continuum whose endcores are apart from each other, 
a substantial i nterval. Let p be an infinitely proceeding sequence i1 , i 2 , • • .  of sub
stantial intervals containing P, which converges positively to P, and let dv be the 
difference quotient of r(x) corresponding to iv . 

If a number core c can be constructed with the property that it is impossible to 
choose the sequence p i n  such a way that, for a suitably chosen natural number 
m, l dv - cl > rm for every v, we shall say that r(x) is weakly differentiable in 
x = P and that it possesses the weak differential quotient c i n  x = P. 

If a number core c can be constructed with the property that to every natural 
number n a natural number m can be associated such that for every p and every 
i. , iv < r m  (i .e. the length of iv is less than 2-m)  entails ldv - cl < r •, we shall 
say that r(x) is strongly differentiable in x = p and that it possesses the strong 
differential quotient c in x = P. 

We shall show by an example that it can occur that a total real function on the 
intuitionistic continuum is weakly differentiable in x = P for a certain P without 
being strongly differentiable. 

Let the total real function wv(x) on the intuitionistic continuum be defined for 
[2] every natural number V by putting it for the closed intervals X � - r v + I , - 2- v + I 

� x � - 2 - v, - 2 - v � x � r v, r v � x � 2 - v + l  and x � r v + l successively 
= 0, = J- 3  · 2 - vx - x2 - 2- iv + i , = 0, = .J3 · 2 - vx - x2 --2 - iv + t and = 0. 

[3] Let a be an assertion which has neither been judged nor been recognised as 
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judgeable. Let an infinitely proceeding sequence of total real functions on the 
intuitionistic continuum (1 (x), (2 (x), . . . be generated as follows : As long as during 
the process of the successive choices of the Cv(x) it has not become known to the 
creating subject that the assertion a is j udgeable, every Cv(x) is chosen equal to 
wv(x). But as soon as between the choice of (, _ 1 (x) and (,(x) it becomes known 
to the creating subject that a is judgeable, (,(x) and likewise Cr + v(x) for every 

00 

natural number v, is chosen = 0. Then for r(x) = ((x) = L (.(x) and P = 0 a 
. � 1 

possible occurrence of a (, would exclude the possibility of choosing the sequence 
p in  such a way that for a suitably chosen natural number m, l d,. I > rm for every 
v .  Now it is not contradictory that a will once be recognised as judgeable, there
fore it is not contradictory that a (, will occur; this entails the noncontradictority 



of the impossibil i ty, i .e. the impossibil ity of choosing the sequence p i n  such a way 
that for a suitably chosen natural number m, ldv l > rm for every V. Thus ((x) 
is weakly differentiable in x = 0 and has at x = 0 the weak differential quotient 0. 

But if ((x) has at x = 0 a strong differential quotient 0, this would entail that 
a natural number m were known such that ( (x) would have difference quotients 
<€ h/2 for substantial intervals with x = 0 as one of their endpoints and length 
less than 2 -m. It would fol low that a (, had occurred, therefore IX would have 
been recognised as judgeable. As this is not the case, ( (x) is not strongly different
iable in x = 0. 

§ 2  

As has been shown before, the measurable core species with measure 1 ,  in which 
the function is differentiable, which is postulated by the classical theory of real 
functions for every total monotone real function on the closed unit continuum, 
can be constructed only in special cases for the i ntuitionistic unit continuum K. 
[See ( 1 923 B), p. 5 ;  further ( 1 954C)] . Because of the result of § 1 the question 
arises for each result of this k ind whether the differentiability for the core species 
in question is strong or weak. We shall here tackle this problem for the case of the 
function g(x) which was treated in the latter paper after being introduced in 
( 1 923 B)  p. 5 .  What follows there from the construction of the subfan w' of w for 
an arbitrary point core P of this subfan, i s  the fol lowing: As soon as a critical 
interval i(f) occurs, a natural number l can be calculated with the property that 
the distance from P to i(f) is greater than 2-1 •  Consequently, if we suppose that, 
in the terminology of § 1 ,  a sequence p and a natural number m can be chosen 
such that ldv - 1 1  > 2-m  for every v, then there could occur no critical interval, 
so we would have g(x) = x, but this is incompatible with the hypothesis. But the 
fact which is proved hereby, namely that the hypothesis in question is contra
dictory, expresses no more than that g(x) is weakly differentiable i n  x = P and 
possesses the weak differential quotient 1 .  

But let us now consider the subfan w" of w, which i s  obtained from w by re
moving from the species of the constituents which are admissible for the nodes 
of w, every Jc-interval which has the same length as i(/) and l ies in the interior 
ofj (f); here j (f) i s, if i(f) is a kM, the Jc(3

v + t )_interval which contains i(f) in as 
central a position as possible (if this criterium is ambiguous, then from the two 
intervals which may be taken that one is chosen which l ies furthest to the right). 

An arbitrary number core P of w" has from a possible i(f) which is a kM, a 
distance > 2- 3• + 2, so i t  has also a distance > 2- 3• + 2 from a number core Q 
belonging to this i(f); consequently the difference quotient of g(x) corresponding 
to the interval PQ must differ less than 2- • -4n- 1 from I .  

Therefore P has also a distance > r 3•+ 2 from a number core Q which belongs 
to a possible i(f) which is longer than a k(•>, and the difference quotient of g(x), 
corresponding to an interval with endpoints P and a number core Q that belongs 
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to a possible i(f) that is shorter than a kM, must also differ by less than r • - 4n- 1 

from I .  
I t  follows firstly that t o  every natural number r a natural number q can be 

associated such that, if the interval with as endpoints a number core P of w" and 
a number core of K which lies apart from P has the property that a possible i(f) 
either lies apart from that interval or is <Tq, then the difference quotient of g(x) 
corresponding to that interval differs by less than T' from I ;  secondly that to 
every natural number q a natural number p can be associated such that, if  an 
interval with endpoints a number core P of w" and a number core of K which lies 
apart from P is < 2-p, then a possible i(f) either l ies apart from that interval or 
is < 2-q. 

Consequently g(x) possesses in P a  strong differential quotient I, for i t  has a 
strong differential quotient I 'on the right' as well as 'on the left'. 

In the same way as could be associated [{ 1954C)] by means of w' to every 
natural number n a measurable core species Sn contained in K and with measure 
> 1-2- 4n, on which g(x) is everywhere weakly differentiable, in the case con
sidered here w" gives rise for every natural number n to a measurable core species 
Un with measure > l-T 3n, on which g (x) is everywhere strongly differentiable; 
finally the union of the i nfinitely proceeding sequence of the U, yields a measurable 
core species with measure I ,  contained in K, on which g(x) has everywhere a strong 
differential quotient I .  



M A  T H E .M A  T I C S  

A N  EXA1IPLE O F  CONTRADICTORITY IN CLASSICAL THE ORY 

OF FUNCTIONS 

BY 

L. E. ,J. BHOUWER 

(Comnrnnieatccl at t l w  nweting of April 24, 1 954) 

As proved in a previous communication 
1 ) the classical theorem asserti ng 

that each monotone function of the unity continuum is differentiable almost 
everyzchere, cannot be said to be true, neit her for t h e  classical nor for the 

intuitionii,;t cont i nuum. 
In the following i t  wi l l  be e:'itabli ,;}wcl that t hi s  theorem i s  not only not 

true, but contradictory. 

� I 

For each n l et /.',Jr) ha,·e t he meani ng d efined i n  the communication 
mentioned ahoYe. Let c.: be an assertion so far neither tested nor recognized 
as test able. Let an i nfi n i t e l y  proceecl ing sequence 8 of ful l  functions 

VJ1(x), VJ2(x), . . . of the unity conti nuum he generated as follows : First VJ1(;r) 
i s  chosen == x. Then, fot· v � 2, as long a:-; during t h e  successive choices of 

the 1Pv(.:r) t he creat in� subject has neither experienced the truth nor t he 

absnrcl ity of c.:, each l/'v(x) is chosen "-= 0. But as soon as het\veen the choice 

of 1J!r_1(x) and that of 111,(x) the creat i ng subj ect has experienced the truth 

of c.: ,  t he effect will he t hat rp,(.r) iR c hosen -= x,(.x),  and t hat, for each 

natural number l', 1Pr+v(x) i:-i  ch osen :: co  0. On t he other hancl , as soon as 
between the choice of 111,_1 (.t:) and t hat of ip,(.c) the creating subject has 

experienced the absurdi ty of c.: ,  t he effect wi l l  be t hat 1p8(x), and l ikewise 
1Ps + i- (.r) for each natura l  num ber v , ii,; chosen _ 0 2) .  

By t he method i mli catt>d in t h e  comm u ni cati on quot ed above i t  i s  
00 

estahli:-ihed that  rp(.t: ) -= � lf',. (J:) is a monotone, nowhere differentiable V = } fu I I  fu nction of t he i nt 1 1 i t ionist u n i t ary continuum. 

§ 2 

1954 F 

Let a be the ,.;pccies of t he rat i onali t y  assert i ons of t he unitary stcindard [2] 
number<'. ),s i s  known, t he simultaneous assert ion of t h e  principle of 
t estabi l i t y  for t he e lements of a is contradictory. [3] 

\\'e considN a unitary standard number k1 , k2, J,·3, . . . , denote it by (] ,  

1 )  P1"w. Kon. Xed . . .\kud. Y .  \Vctensc h . ,  A 57, 1 00 - 1 1 1  ( I!l 54).  [1] 2 )  Obviously 011e nnd t l w  same G\'. can give rise to different sequences S. 
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�U5 
and den ote its rationali ty assertion by C\'. .  \Ve combine an enumeration 

of e with t he above derivation of an infinitely proceeding sequence S of 
ful l  functions lf'1(x) ,  1p�(x) ,  . . . from IX i n  such a way that each kv gets its 

t urn i n  the enumeration of Q between the choice of 1p,. (x) and that of 
00 

lf',+1 (x) .  As before we pnt L lf',(x) -- 1/'(x) . V -= 1 
We consider t he species of t he functions 1p(x) originat ing in t h is way 

from some Q by means of some S. Let us i ndicate this  species by r .  

Let us, for a moment, suppose that , for each element of T .  1/'(x) is  dif
ferentiable for some value rl of x. 

On the basis of this supposition the differential  coefficient y of lf'(x) for 
x = d must either lie apart from l or l ie apart from � as wel l  as from f. 

In the first case i t  i s  impossible that 1/'(:c) should some time t urn out to 
be - x ,  hence also that IX should some t ime turn out to be contradictory. 

This means that i n  the first case IX is noncontradictory. 
In the second case it is i mpossible t h at,  for some n<ttural num ber in 

1/'(x) should some t ime turn out to be == x + lf'm(.r) .  For, th is  wou ld entail 
that the corresponding value d of x for which the different ial  coefficient 

woul d  have to l ie apart from � as \ve i l  as from f, woul d  neither be al lowed 

to l i e  apart from al l m-cores nor t o  coincide with some 111 -core. Hence in 

t he second case i t  i s  neither possi ble that ,x should some time turn out to 
be true. This means that in the second case IX i s  contradictory. 

In both cases our conclusion implies t hat C\'. is a testable assert ion. But 
this c lashes with the contradictority of the simul taneous assert ion of the 

principle of testabi l ity for the clements of a .  
Our supposit ion having led to a contradiction, we see t h at the assertion 

that each monotone full function of th e unity continuum mn8l /Je rlifferentiable 

for some vrdue of the independent variable, is contrarlictory. This is more 
than was prornisefl in the beginning. 
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'lTIE EFJ1'ECT OF l�TUITIONISl\I ON CLASSICAL A L G E BRA 

OF LOGIC. 

BY L. E .  ,J. BROUWER. 

Ct,ASBICAf, algebra of logic, founded by Boole, developed by De l\l ort{an ,  
,fevons, Peirce, and pe·rfeeted b y  Schroder, furnishes a formal image of the 

laws of common-sensical thought. 'fhis eommon-sensical thought is based 

on the following, conscious or subconscious, threefold belief : First, in a 

truth existing independently of human thought and expressible by meam 
of sentences called ' ' true assertions ' ', mainly assigning certain properties 

to certain objects or stating that objeets possessing certain properties 
exist or that certain phenomena behave according to certain laws. 

l"urthermore in the possibility of extending one 's knowledge of truth 
by the mental process of thinking, i1� particular thinking aecompanied 

by linguistic operations independent of experience called " l ogi<•al 

reasoning ", which to a limited stock of " evidently " true asse1tions 

mainly founded on experience and sometimes called axioms, contrives t o  
add an abundance o f  further truths. F inally, using t h e  term ' ' false ' '  

for the C(.mrerse of true, in the so-ca'llell " p·rinciple of tlw excluded 

third " saying that each assertion, i n  particular each existence assertion 

a nd each assignment of a property to an object or of a beliaviour to a 

phenomenon, is e ither true or false, independently of human ])Cings 
knowing about this fa lsehood or truth, so that e.g. contradictority of 

falsehood would imply truth, while an asse·rtion u which is true if the 

assertion T is true as we11 as if it is false, would be unh·ersally true. 

l�nti l  not long ago t his threefold belief of common-sern;i('al thought 

was shared by scientific, also by mathematical, thought. As long as 

mathematics was considered as the scienee of space and time, it was a 
beloved field of acfr;:ity of logical reasoning, not only in the day:s when 

space and time were hel ieyed to exist irnlependently of human experienee. 

hut also after they hatl heen taken for innate forms of eonsciou,; exterior 

human experience. There continued to reign some conviction that a 
mathematical assertion is either false or t rue, whether we know it or not , 
and that after the ext inction of humanity mathematical truths, just a,,: 

laws of nature, will sunirn. 
Only after intu i t i on ism had reeognized mathematics as an autonomie 

i nterior eonstruetion a  I menta'I aet iv ity which although i t  has found 
extremely useful l ingu ist i(' expression and can be applied to an exterior 
world, neyertheless 1withcr in its origin no·r in the essence of its method 

has anything to do \ri t  I i  language or an e xterior worl d ,  on the one llil n t l  

1955 
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axioms became illusory, on the other hand the c'riterion of truth or 

falsehood of a mathematical assertion was confined to mathematical 
activity itself, without appeal either to logic or to a hypothetical 
omniscient being. An immediate consequenc'e was that in mathematics 
no truths cou'ld be recognized which had not been experienced, and that for 
a mathematical assertion a the two cases fo·rmer'ly exclusively admitted 
were rep'Jaced by the following four : 1. a has been proved to b e  true ; 

:2. a has been proved to b e  false, i.e. absurd ; 3. a has neither been proved 
to he true nor to be absurd, but an algorithm is known 11eading to a 
decision 1either that a is true or that a is absurd ; 4. a has neither been proved 
to be true no·r to be absurd, nor do ice know 1an algorithm foading to the 

statement either that a is true or that a is absurd. In the first and second 
( fi'rst, second and third) case a is said to be judged (judgeable). We 
remark that an assertion of possibility of some construction of bounded 
finite character in some finite mathematical species is necessari'ly judgeable. 
For, such a construction can be attempted only in a finite number of 
particula·r ways, each of which will succeed or fail after a finite number 
of steps. Furthermore we remark that an assertion which is in the 
fourth case may at some time pass into one of the other cases, not only 
bt�cause further thinking may gene·rate a construction accomplishing this 
passage, but also because in intuitionist mathematics a mathematical 
entity is not necessarily predeterminate, and may, in its state of free 
growth, at some time acquire a property which it did not possess before. 

An example of the fourth case is the assertion : ' ' Three natural numbers 
a, b, n .• cannot satisfy the equation an + bn = en for n > 2. ' '  Each 
mathematica'l assertion which is in the fourth case yields a refutation 
d the principle of the excluded third. 

Closely connected with the principle of the excluded third, also called 
principle of judg.eability, is the principle of reciprocity of absurdity 

saying that a mathematical assertion whose noncontradictority has been 
estab'Jished is true. ObYiously the latter principle is a corollary of the 

former one, but t h'e converse does not hold, as may be deduced as follows 
from the existence of so-called ' ' fleeing prop'erties ' ' .  

A property f having a sense for natural numbers is called a fleeing 
prope1•ty if it satisfies the following three ·requirements : 

(i) For each natural number n, i t  can be decided whether or not n 
possesses the property f ;  

( ii) no way is known to calculate a natura'l number possessing f ;  

( iii) the assumption that at least one natural number possesses f, is 
not known to be contradictory. 

In particular, a fleeing property f is called opaque, if the assumption 
that at least one natural number possess'es f, is neither known to he 

.contradictory nor to be noncontradictory. 
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Obvious examples of fleeing properties can easily be given. For each 

fleeing prope·rty f the assertion that at least one natural number possesses 
f, is in the fourth case. 

be 

:For each fleeing property f every natura'l number n can he proved to 

either a down-number of f, if no natu·ral number < n possesses f ;  
or an up-numb er of f, if some natural number < n possesses f. 

In case an up-number of f is found, on the one hand f has lost its 
fleeing nature, on the other hand there exists a smallest nat ural nm11ber 
possessing f denot1ed by K 1 and called the critical number of f. 

Let f be an opaque fleeing property which is two-sided ll'ith regard 

to parity by which we mean that neithe'r of an odd nor of an even K 1 the 
existence is known to be contradictory. 

Let us consider the infinite sequence a1 , a2 , • • •  , where av = (- 2t '', 

if v is a down-number, and av = (- 2)-K1 , if v is an up-number of f. 'rhis 
infinite sequence is convergent because beyond av its fi•eld of variation 

is < 2-v+ l . So it defines a real number s1 , which we call the oscillatory 

binary shrinking number of f. 
Let us consider the asse·rtion " s  1 = 0 " . It satisfies the principle o f  

reciprocity o f  absurdity, for, i f  some day a proof of its noncontradictority 
will be given, its truth will be established simultaneously. But it does 
not satisfy the principle of the excluded third. 

Anothe·r corollary of the principle of judgeability is the principle of 

testability saying that each mathematical assertion can be tested, i.e. 
proved either to be noncontradictory or to be contradicto·ry. That the 
principles of judgeability and testability are not equivalent, is 
demonstrated by eonside·ring the assertion " s  1 is rational " which means 

that an integer p and a natural number q can be calculated sueh that 

p s1 = . It is easily seen that this assertion is noncontradictory without 
q 

being either true or false. 

It is by the unlawfulness proved a bove of passing from non
.contradictority to truth as its equivalent that from the intuitionist point 
of view large parts of classical mathematics have become untenable, and 
classical algebra of logic has lost its general validity for mathematics, 
as we shall illustrate by denoting by a the assertion of the absurdity of 
the assertion a and showing the intuitionist falsehood of the formulae 

(2) 
(3) 

(4) 

- -+ a -r 

a + T 

a x T 

-

-

a x T 

- -
a x T 
-
a + -

T 
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which on aceount of duality between affirmation and negation and between 

logical sum and 'logical product would follow from the intuitionistically 
true assertion 

( 1 )  a + T 
- -
U X T 

with which they form the so-ealled De .Morgan system. 

To refute (2) and (3) we only hav'e to consider the special case a = T, 
ju which both these formulae express the equivalence of t:mth and 
noncontradictority for an arbitrary assertion. 'l'his equivalence, as we 
have seen, does not exist for the assertion of ·rationality of the aboye 
number sf . 

[2] To refute ( .f) we ha Ye to go a bit farther into the consequences o f  
the intuitionist point o f  view, and to take into consideration that 
intuitionist i nfin ite sequenees, in particular the conyergent infinite 

sequences of rat ional numbe1·s that are the real numbers, need not, like 
those of classieal mathematics, be predeterminate, hut may proceed with 
a greater or smaller amount of freedom. By Yirtue of this circumstance 
there exist, for any real number a .. rea'l numbers 1> whieh arr -=,i: 11, and 
nevie·rthe'less not known to be either > a or < n. so neither known to be 
e ither > a or < a .  Kow let I" he a real number # 0, but not known to 
be ei ther > 0 or < 0, rr the assPrLio 1 1  r :> 0 and r the asRertio 1 1  r < 0. 
Then a x T i::; equivalent to r = 0, --;;><:; to r -=,i: 0, which is true, and 

a + 7 t o  " ei ther r :> 0 or ?' < O," which is not true. 
Still farther penetration into intuitionist deYelopments even leads to 

a proof that general rnlid ity of any of the formulae ( 2) ,  ( 3) and ( 4) is 
[3] not only not true, hut <•ontradictory. 

[554] 

Fo'l·tunately elassieal algehra of logic has its merits quite apart from 
the question of its applicab ility to mathematics. Not only as a formal 
image of the t eelmique of eommon-sensical thinking has it reached a high 
degree of perfeet ion, but also in ih;elf, as an edifice of thought, it is 
a thing of exceptional harmony and beauty. Indeed, its successor, th'e 

sumptuous s�'mbolic logic of the twen tieth century which at p·resent is 
continually raising the most eaptivating probl<ems and making the most 
'Surprising and penetrating (liscoveries, likewise is for a great part 

rultivated for its own sake. Don 't 'J et us forget that it is Boole who has 
been the o·riginator of all th is.  



ON THE EXTENSION OF THE DOMAIN OF A FUNCTION I 

[Brouwer gave the following proof in  a course of lectures during the academic 
year 1 938-1939. Thanks are due to Mr. C.A.M. van der Linden for permission 
to use his lecture notes. The proof is an adaptation to intuitionism of the paper 
'Ueber die Erweiterung des Definitionsbereichs einer stetigen Funktion', Math. 
Annalen 79 ( 1 9 1 8 ), p. 209-21 1 [Vol. 2, 1 9 1 8  C] .] 

Theorem. A function f which is defined on a located compact subspecies S of a 
Cartesian n-dimensional space can be extended to a continuous function <p i n  the 
whole space. 

Definition. A species S is located if the distance p(P, S) from P to S can be cal
c ulated for every point P. 

Example for n = 1 of a compact species that i s  not located. Let k be the first 
number for which the k1h-(k + 9r digits in the decimal expansion of re are 
0 123456789. If k is even, then 1 E S; if k is odd, then - 1  E S. No other point 
belongs to S. 

Proof of the theorem (for n = 2). 
According to ( 1 9 1 9A) S coincides with a fan F in which every element i s  a 

sequence of A4n-squares; let D be the fan-direction corresponding to F, i .e. the 
species of finite sequences which are admissible for F. Let us call a Jc4n-square 
a µn-square. All the µ-squares that occur i n  elements of D can be arranged in a 
sequence µ<il . To each µ<il we associate a point m; of S as follows: Among the 
squares /LUl lying inside µ<il we determine that which has minimal index and maxi
mal coordinates; by repeating this procedure we obtain a sequence of µ-squares 
which defines m; . The species of the m; is denumerably infinite and everywhere 
dense in S; some of the m; may coincide. 

Let µ0 be any µ-square. We define <p(µ0)  as follows. 
Case I. µ0 is overlapped by one or more µ; . Then we choose among them that 
which is of the same size as µ0 and has maximal coordinates; if this is µ(id, then 
<p(µo) = f(m ;J 
Case 2. µ0 is not overlapped by a /il .  Let P be the vertex of µ0  with maximal 
coordinates. Define r; (P) = 2p(P, S)-p(P, m;) . r; (P) = max(r[(P), 0). 

L r;�;') f(m;) 
l 

<p(P) = <p(µo) = ----
L r;(P) 

i
2 
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Only points m; in a circle of radius 2p(P, S) give contributions to the sums. Call 
this circle the active circle YP . The sums are convergent because r;(P) and f(mi) 
are bounded. 

Let the nested sequence {an} n of µ-intervals determine the point Q, then q>(Q) 
is defined by Jim <r>( an)· It i s  easy to see that this limit exists. 

It must now be proved that 
I .  <p = f on S. 
2. Different sequences, determining the same point Q, give the same value <p(Q). 
3 . <p is  continuous. 

Item I is an immediate consequence of the fact that a point of S is determined 
by a sequence of squares in case I .  For the proof of items 2 and 3 it is sufficient 
to prove : 
(*) For every 11 > 0 there is a number e such that the values of q> for two µ
squares at a distance less than e differ less than '1· 

This proof uses the fact that f is uniformly continuous on S (see for instance 
( 1954A), § 6). Let '1 > 0 be given, and let e 1 , e2 , e3 be positive numbers to be 
determined later; e 1  > 2e2 • Let A 1  and A 2  be points such that p(A 1 , A 2 )  < e2 • 
At least one of the two following statements holds: 
( I )  p(A i ,  S) < 2e1 (i = I, 2) 
(2) p(Ai , S) > e1  (i = I, 2). 
Case ( 1 ). Let µ 1  and µ2 be µ-squares of diameter < e2 ,  containing A 1 ,  respec
tively A 2 ,  and let L1 , L2 be their vertices with maximal coordinates. p(L1 , L2) < 
3e2 ; p(Li , S) < 2e1 + e2 • The active circles of L1 and L2 have radii < 4e1 + e2 and 
are both contained in a circle of radius <4e1 +4e2 • Because f is uniformly con
tinuous the variation off in this circle will be less than '1 if e1 and e2 are small 
enough; it follows that l<p(µ 1 )-q>(µ2)1 < 11· 
Case (2). e1 is now fixed. By the Heine-Borel theorem ( 1 926C) there is a finite 
set m1 , . . .  , mh- i of points mi which approximates every point of S to te1 . Let P 
be any point such that p(P, S) > e1 , P' a point in S such that p(P1 , P) < p(P, S) 
+te1 and mi(P) a point such that p(P1 , mi(P)) < te1 ; i(P) < h. 
p(P, mi(Pi ) < p(P, S)+ te1 < Itp(P, S). 
ri(P) (P) � 2p(P, S)-p(P, mi(Pl )  > tp(P, S). 

I ri��) f(mi) I l Put <p,,(P) = ; n > h. ± ri (P) 
I j 2 

We use the abbreviations : 
A = the numerator of <p11(P); B = the denominator of <p11(P). 

/3 = I. 'i
.(:) ; 

n +  1 I 

00 
R,, = I ·2 

n + I l 



Let K be the maximum off on S. 
IA I  < KB. l lXI ;;;; KRnp(P, S). I/JI ;;;; Rnp(P, S). 

B contains the term with index i(P) ; hence 

B � �i(PJ (P) > p (P, S) . 
- i(P)2 2h2 

� < 2Kh2Rn . � < 2h2Rn . 
B B 

I (P) - (P)I = 
A /3 - B1X < Kl/31 + 1 1Xl . 'Pn <p 
B(B- /3) B - /3 

Take e <-11 and. find n0 such that 2h2 Rn < e for n > n0 • 1 6K 
l'Pn(P) -<p(P)I < 4Ke < !11. 

This holds for every point P such that p(P, S) > Bi . Let A i , A2 be two such 
points. It remains to find e3 such that l'Pn(Ai ) - <pn(A2) 1  < tri for p (A i , A2 ) < e 3 • 

lri(Ai ) - r; (A2) 1 ;;;; J 2p(A i , S) - 2p (A2 , S) l + lp(A i , m; ) -p (A2 , m;) I  < 3e3 • 

l r; (A i ) l < 2P(A i ' S) < 2h2 (as for B above) . 
Gi ! Gi l  lr;(A i )  _ r;(A 2) 1 

= 
lr;(A i )(_G2 -::-: Gi ) - (r; (�i_)_.- r;(A2))Gi l < 

Gi G2 GiG2 

Take e 3 so small that this is < !L .  
4K 

l'Pn(A i ) - <pn(A2) I  = jf r; (A i ) f(:; )  - I r; (A 2 ) J(7; ) 1 < 
1 G1 1 1 G2 1 

'1 I < - · K " - < tri . 
4K L. i2 

This completes the proof. 
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DISCONTINUOUS INTUITIONISTIC FUNCTIONS 
OF A REAL VARIABLE 

[Among Brouwer's papers there was a sketchy draft for a lecture which he gave 
i n  April 1 938. It contains some statements which were not published elsewhere. 
Here follows a translation of the main parts.] 

Intuitionism has a radical influence on the theory of discontinuous functions, 
mainly because it considers the continuum as a spread, and hence considers a 
point of the continuum as a nested fundamental sequence of A-intervals, which is 
generated by free choices. It i s  evident by this definition that the continuum con
sists of unsharp points [ i .e. points for which only an initial segment of the sequence 
is known], and this entails the following two intuitionistic theorems: 

1 .  Every full function is uniformly continuous. 
2. If a fundamental sequence of functions converges everywhere to a limit func

tion, then the convergence is uniform. 
These theorems are consequences of the intuitionistic main theorem on finitary 

spreads (the unit continuum coincides with such a spread). This theorem says 
that the value of a function from a finitary spread to the natural numbers is deter
mined for every element of the spread before a fixed stage of the choices. 

Theorem 1 entails that there exist no everywhere defined discontinuous func
tions. 

Theorem 2 entails moreover that the method by which simple discontinuous 
functions are classically constructed, namely as the limit of continuous functions, 
fails, for this limit is always again a continuous function. Thus there is some reason 
for Weyl's exclamation at his first confrontation with intuitionism : 'There are no 
discontinuous functions ! '  But this goes too far, for we can consider functions which 
are defined on an everywhere dense subspecies of the continuum and these may 
very well be discontinuous and coincide in their domain with the l imit of a se
quence of continuous functions, even if they are totally discontinuous (which 
contradicts a theorem of Bai re). This is always the case when the domain is 
denumerable. We can even take for the domain an outer l imiting species U of 
measure 1 ,  thus a species which contains plenty of unsharp points. In this case 
the function is defined almost everywhere and yet totally discontinuous, and in 
its domain it is the limit of continuous functionsfv .  The construction is as follows. 
[See for the notation ( 1 9 19 A), § 1 4] U = !7(k1 , k2 , • . •  ) . The graph offv consist 
of straight line segments above the free intervals � Ev of Kv = !l'(k 1 , .  . .  , kv), 
connected by continuous arcs which are horizontal l ine segments over the inter
vals < Ev of Kv ; further fv + 1 has the same values as fv on Kv . 



Baire's theorem does not completely lapse, for we can prove the following 
somewhat contrived theorem : If  the species a of the points of convergence of a 
sequence of continuous functions is everywhere dense in the domain g and if [the 
l imit] function is totally discontinuous (with osc i l lation s ), then there exists an 
everywhere dense i nner l imiting species y where the l imit osci l lat ion of the se
quence of functions is s,\ so that every point of y is apart from every point of a. 
Now it is also possible to define totally discontinuous functions whose domain 
has points in common with every everywhere dense i nner l imit ing species; hence 
there exist discontinuous funct ions which cannot be considered in their whole 
domain as l imits of continuous functions. But, as we have seen, it is by no means 
true that this negative property holds for every di�continuous function. Nor can 
we state that, if the domain of a function contains for every e an everywhere dense 
set of points where the oscillation is < e, it follows that there are points of con
t inuity (consider for i nstance the function that has the value 2-n  for x = a ·  2-n, 
a odd). This theorem does hold if also points of continuity outside the domain 
are considered. 

As to the construction of discontinuous functions, we can in the first i nstance 
restrict the range to a denumerable or denumerably unfinished set. If we wish to 
get rid of this restriction and to admit unsharp values, we can obtain these in the 
first place by means of unsharp approximations of x, which can be generated by 
a (not necessarily finitary) spread of x-values (not identical with the continuum), 
contained in the domain, such that each of its nodes defines an i nterval which 
converges to zero on every element of the spread. A priori we are less sure of this 
result if (more generally) for every v the axis of x i s  d ivided i nto finite sets of K
intervals such that for each of these sets the function values lie in a given Av
i nterval of y. We can try to find for every unsharp y a wel l -defined species of x
values which is generated by approximations. This can be achieved by a process 
analogous to that by which functions are defined which take the value 0 on a 
measurable species and I on its complement. 

[Here fol lows a summary of the definition of a measurable function and the 
theorems on i ts approximation, as in ( 1 923 A), § 2. ]  

One may ask whether for measurable functions Baire's theorem holds: If a 
function f i s  pointwise discontinuous on every perfect species, then there can be 
constructed a fundamental sequence of continuous functions which has f as its 
l imit function i n  the whole domain off This is not the case because Baire's proof 
uses essentially i nvalid existence proofs. Instead we have the approximation by 
a fundamental sequence of continuous functions which approximate f almost 
everywhere on its domain, as stated above. Further we have the theorem: If the 
sequence/' ,/", . . .  converges almost everywhere to q> and every f<v> is measurable, 
then q> is measurable. This replaces the old theorem : If f',f", . . . are measurable 
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and uniformly bounded and if the sequence converges everywhere to f, then f is 
measurable. This theorem is worthless because convergence everywhere to a dis
continuous function is impossible. 

[Remark about the connection between measurable and integrable functions. 
See (1923A).] 

It is improbable that there exists a solid equivalent for the classical theorem 
that the indefinite integral of an integrable function f is almost everywhere differ
entiable and has almost everywhere f as its differential quotient. This is a conse
quence of the invalidity of the theorems of Borel and Vitali (When every point of 
a species Q with exterior measure m > 0 is contained in a convergent chain of closed 
intervals, then there i� for every e a finite number of these intervals, apart from 
each other, whose intersection with Q has a measure > (I - e) · m.) Also the 
differentiability 'almost everywhere' of monotone functions holds only for com
pletely derivable (i.e. possessing almost everywhere the four derivatives) monotone 
functions [See (1923 A), § 3, Satz 9.] 

Finally we must remark that a function which is defined almost everywhere is 
full only in a very weak sense. In the first place, when we form the union of, say, 
complementary inner and outer limiting species, many unsharp points will waver 
and not belong to the union. Further the notion of 'almost everywhere' is in a 
sense unstable. Let a species cr satisfy the conditions that it is measurable with 
measure 1 ,  that it 'Ubereinstimmt' [(1923 C)] (resp. is congruent) with the con
tinuum, and that all its measurable topological equivalents have the measure 1 ;  
then we can not only construct a located perfect pointspecies which does not 
belong to cr, but we can even give an example of a non-measurable topological 
equivalent -r of cr and a measurable species s of measure 1 ( 1 - e resp. )  of points 
that do not belong to T. This property holds also for cr itself if an appropriate 
measure is used. 

[See about the last remark also the end of (1927 B).] 



SYLLABUS OF A POSTHUMOUS MANUSCRIPT BASED Ill 
ON THE LECTURES WHICH BROUWER GAVE AT CAM

BRIDGE, ENGLAND , IN 1946 

The manuscript cannot be published here for the reason mentioned in the Intro
duct ion to this edition. It is a connected account of some parts of intuitionistic 
mathematics. Probably it was not written in its definitive form before 1954, for it 
contains additions and clarifications pertaining to some papers which appeared 
after 1 946. 

Chapter I 
HISTORICAL INTRODUCTION. FUNDAMENTAL NOTIONS 

Most of the material of this chapter is contained in the papers ( 1952 B), ( 1928 A) 
and ( 1954 A). There are some additions and modifications. In the definition of a 
spread a distinction is made between a spread direction and a spread law. A spread 
law is predeterminate, a spread direction need not be so. From the definition it be
comes clear that the interpretation of 'not necessarily predeterminate' suggested in 
note [8] to ( 1954 A) is correct. 

Chapter 2 
GENERAL PROPERTIES OF SPECIES, SPREADS AND SPACES 

The chapter falls into loosely connected parts. 
1. A new refined terminology for spread theory is introduced. A spread direction 
can be defined by the species of sterilized nodes (as in 1925 A) or by the species of 
admissible nodes (K in 1954 A). In the former case different hypotheses can be 
made concerning the distribution of the sterilized nodes. In the latter case new no
tions can be introduced by sterilizing some of the nodes which at first were admis
sible. Further some of the decisions involved in the definition of a spread may be 
predeterminate or open to free choice. New denominations are introduced for 
several notions obtained by these distinctions. In particular, roughly speaking, a 
predeterminate fan is here called a cluster; by sterilizing a (not necessarily pre
determinate) subspecies of the admissible nodes in a cluster a bunch is obtained. 
2. The basic notions of species theory are introduced as in ( 1 925 A), with some 
additions and simple examples. 
3. The proof of the theorem in ( 1928 B) is given in a slightly more precise form. 
4. The Cartesian plane and the reduced Cartesian plane are defined by means of 
A-squares. The proof of the theorem : 'Every compact located point core species 
of the Cartesian plane coincides with a bunch point spread' is proved along the 
lines of ( 1919 A), p. 14 [p. 202]. 
5. The definition of a located compact topological space is given as in ( 1926 B). 
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Chapter 3 
ORDER 

The theory of  well-ordered species deviates from that in ( 1927 A) mainly in the 
following respect : In a well-ordered species every element is a full element. A 
pseudo well-ordered species is obtained by assigning to each element of a well
ordered species W one of the predicates 'full' or 'empty' ; this may be done by suc
cessive choices after the elements of W have been ordered in a fundamental 
sequence. 

Virtual order is introduced in the same way as in (1927 C) and its use for the con
tinuum is motivated. The theorems about the equivalence of virtual order and in
extensible order are proved. Brouwer mentions explicitly that conditions 6 and 7 
of ( 1927 C) ought to be interpreted according to 6' and 7', mentioned in note [ 4] 
to (1927 C). 

It is proved that neither the full nor the reduced continuum can be completely 
ordered. 

Chapter 4 
CLOSER ANALYSIS OF THE CONTINUUM 

It is proved in detail that the continuum C over the species S of order type 17 is in
dependent of the similarity mapping of S onto the binary fractions. Moreover, 
the same continuum is obtained by starting from any subspecies of C which has 
order type 1J and is everywhere dense in C. 

The precision of the position of an element of C with respect to S is discussed as 
in ( 1921 ). It is shown in the same way as in ( 1930 A) that the continuum does not 
possess several properties asserted in classical mathematics. Moreover, for each 
of these properties a wider, but classically equivalent, definition is given which 
makes it hold intuitionistically. The latter is done in more detail than in (1930 A). 

Chapter 5 
THE BUNCH THEOR EM 

In the formulation and in the proof of the bar theorem (here called the bunch theo
rem) the notions introduced in Chapter 2 are taken into account. The notion of a 
bar is not introduced. 

The theorem on uniform continuity of full functions is proved. The following 
theorem is mentioned without proof: 'If an infinite sequence f1(x), fz(x), . . .  of 
uniformly continuous functions of the unit-continuum converges everywhere to 
a limiting function f(x), then not only is f(x) again a uniformly continuous func
tion, but moreover the convergence of the fv(x) to f(x) is uniform.' 

It is shown in greater detail than in ( 1923 B) that the classical form of the Heine
Borel theorem does not hold intuitionistically. The intuitionistic form of the theo
rem is proved along the linP-s of ( 1926 C). 

Finally Brouwer proves that any ordering of the continuum must be identical 
with or inverse to its intuitive virtual order. 



NOTES 



1905 Life, Art and Mysticism 

[1] The pamphlet from which these fragments are taken, contains lectures which 
Brouwer gave for a students' society. It expresses a philosophical position which 
he held all his life. In ( 1948 C) he defended similar ideas. The introduction of 
(1908 C) can only be understood on this basis ; this proves that according to 
Brouwer himself there was a narrow connection between his general philosophical 
ideas and his philosophy of mathematics and science. For this reason we must 
give some attention to the pamphlet, but printing an integral translation is out of 
the question. In many places Brouwer runs on inconsiderately, for instance on 
the position of women in society, and these digressions have nothing to do with 
his fundamental ideas. On the other hand, some of his utterances are really 
prophetic in so far as they announce problems which are becoming serious to-day, 
more than half a century later. Here we give a translation of a sequence of fragments 
which renders as faithfully as possible his main line of thought. Omitted are 
irrelevant digressions and quotations from Meister Eckhart, Jakob Bohme and 
the Bhagavad Gita, which abound in the original. 
[2] The jump from the end to the means is an important notion in Brouwer's 
philosophy of science. See ( 1907), chapter 2. 
[3] Brouwer does not explain the word 'karma'. He simply borrows it from the 
theosophic jargon. 

1 907 On the foundations of mathematics 

[Notes to chapter I] 
[1] See also (19 1 8 B), p. 5 [p. 1 52] or ( 1925 A, p. 248 [p. 305]). 
[2] The definitions of the arithmetical operations by recursion and the derivation 
of their properties by induction are intuitionistically correct. Probably Brouwer 
intended to demonstrate that the notions of these operations are more primitive 
than the general notions of recursion and of induction. 
[3] In the thesis Brouwer still used the principle of excluded middle uncritically. 
He rejected it in ( 1908 C), and drew the consequences of this rejection in his papers 
( 1918), ( 1919 A). Here he assumes that it is always decidable whether two of the 
newly introduced numbers are equal or not. The notions of difference (negation 
of equality) and of apartness ('ortlich verschieden : see ( 1919 A), p. 3 [p. 1 9 1]) are 
not yet distinguished. See about this matter (1921). 
[ 4] In his later work Brouwer abandoned the notion of the continuum as a 
basic notion of mathematics. While here the continuum is considered as given, 
and points in it are determined by sequences of (for instance) dual fractions, 
in the later papers ( 19 18), ( 1919 A) the continuum is defined by means of a spread 
and points on it are defined by elements of the spread. 
[5] After the rejection of the principle of excluded middle it became clear that 
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the usual form of the Bolzano-Weierstrass theorem does not hold. See ( 1952 C). 
[6] In this proof the principle of excluded middle is used (see note 7), but a 
correct proof can easily be given by projection. 
[7] This is again an application of the principle of excluded middle, for there 
are points on ry_f3 for which it is unknown whether they lie to the left or to the right 
of P. 
[8] For the following characterization of the arithmetical operations see 
remark 1 in ( 19 17) and the papers mentioned there. The theory which Brouwer 
sketches here and which he elaborated later, is not intuitionistic. Brouwer returns 
to the foundations of mathematics below under the heading 'The possible pointsets' 
[p. 44]. 
[9] Brouwer seems to forget the case of infinite intervals, or of the whole con
tinuum, as the domain of a scale. 
[10] Brouwer identifies the curves with the functions ; he writes that the functions 
intersect or are disjoint, etc .. 
[ 1 1] Brouwer means : Each of the groups contains a subgroup of index 2 ;  this 
subgroup as well as the whole group is called a group of motions. Brouwer used 
the word 'group' somewhat loosely ; evidently the terminology was not fixed in 
1907 as it is now. 
[12] See about the following deduction remark 2 in ( 19 17) and the literature 
mentioned there. 
[13] It seems that Brouwer says 'group' where we say 'semigroup' and 'invertible 
group' where we say 'group'. 
[ 14] Brouwer solved this problem in his paper 'Die Theorie der endlichen 
kontinuierlichen Gruppen unabhiingig von den Axiomen von Lie', Math. Annalen 
67 (1909), p. 246--267 ; Math. Annalen 69 ( 1910), p. 1 80 and 1 81-203. See Volume 2, 
(1909 C), ( 1910 H). 
[15] By 'single-valued' Brouwer means that f(x, y, tg 9) depends only on tg 9, 
not on .9. 
[16] 'Calibration curve' is the literal translation of Hamel's 'Aichkurve' . 
[ 17] Brouwer summarized this section in (1908 A). He repeatedly revised his 
notion of the continuum. In the following the fundamental ideas of his set theory 
are present, but they are not completely thought out. He gave some corrections 
in remark 3 in ( 19 17). The definition of the continuum by means of a spread 
and a general theory of cardinal numbers appear in ( 1918) and in a more definitive 
form in ( 1925 A). 
[18] The Dutch text is not clear. Probably 'subordination' means the process of 
replacing the elements of a set by other sets and applying ordinal addition, and by 
'alternation' Brouwer means that finite sets, sets of type w and sets of type 1J 
can be used alternately. 



[19] Brouwer returns to the theory of well-ordered sets in chapter 3 [p. 81] ; 
see for the definitive theory ( 1927 A). 
[20] There is a striking analogy between this passage and the definition of the 
continuum by means of a spread, but the difference between the two conceptions 
is fundamental. Here, in the thesis, Brouwer considers the continuum C as given 
by intuition. When a dense scale D is constructed on C, every point of C can be 
approximated by a sequence of points of D. The approximating sequences of the 
elements of a subset of C form a tree, as illustrated in the figure. The operation 
'completion to a continuum' corresponds with admitting two branches at every 
branching-point. This leads naturally to the definition of the continuum by means 
of a spread, as it occurs in ( 1919 A), but here Brouwer does not introduce this 
notion. 
[21] This conclusion is due on the one hand to the restrictions on the construc
tion of a set that Brouwer has introduced, on the other hand to the application of 
the principle of excluded middle. Brouwer corrected it in remark 3 of ( 1917). 
In ( 1918) and ( 1925 A) he elaborated a theory of cardinal numbers, based on an 
extended notion of a set. 
[22] In this section Brouwer paraphrases § 33 of Hilbert's monograph. 
[23] Here and below the text is corrected according to remark 4 in ( 1917). 
[24] See the end of remark 4 in ( 1917). 
[25] This is perhaps the clearest formulation of Brouwer's fundamental ideas, 
to which he remained faithful all his life, no matter how often he had to revise 
details in the development. 

[ N ates to chapter 2] 
[1] Brouwer never seriously discussed the philosophical problem of induction. 
He describes induction as a mode of behaviour. Obviously the term 'mathematical 
induction' must not be understood here in the sense which it has in arithmetic. 
It denotes the mathematical aspect of the process of generalization. 
[2] See remark 5 in ( 1917). 
[3] See remark 6 in ( 1917), and also (1 909). 
[4] Brouwer used the French translation : B. A. W. Russell, Essai sur les fonde
ments de la geometrie, traduction par A. Cadenat, revue et annotee par !'auteur 
et par L. Couturat, Paris 1901 .  

We shall indicate in notes where the cited places of the translation differ from 
the original. 
[5] In the French translation, in stead of 'In part this is true, but not wholly' 
there is stated : 'Ce n'est cependant pas le cas.' The following sentence, cited by 
Brouwer, does not occur in the English edition : 'Tout criterium de l'egalite est, 
non pas une definition, mais une proposition qui peut etre vraie ou fausse.' 
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[ N ates to chapter 3] 
[1] G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik, Breslau 1 884 ; Grundgesetze der 
Arithmetik, Jena 1 893-1903. G. Peano, Formulaire de mathematiques, Torino 
1 894--1908. B. Russell, Principles of mathematics I, Cambridge 1903. Brouwer 
seems not to have known Frege's work. He has never mentioned it. 
[2] See about the principle of excluded middle remark 7 in ( 1917) and the 
important paper ( 1908 C). 
[3] Brouwer elaborates his remarks on Hilbert's 'Ueber den Zahlbegriff' at the 
end of this chapter [p. 93] . 
[ 4] This footnote anticipates Brouwer's doubts as to the principle of excluded 
middle. 
[5] See the end of Hilbert's paper 'Ueber die Grundlagen der Logik und der 
Arithmetik', Verhandl. 3. internat. Math. Kongress Heidelberg 1904, Grundlagen 
der Geometrie Anhang VII. 
[6] Evidently Brouwer means that a lawlike sequence, e.g. that of digits in the 
decimal expansion of re, is a mathematical object because one law of progression, 
which can be applied to each digit in its turn, is given. 
[7] Brouwer writes m · w, where the modern notation is w .  m. 
[8] See remark 9 in ( 19 17) and the paper ( 1912 A2), p. 9 1  [p. 1 33]. 
[9] As Brouwer justly remarks, denumerably unfinished is not a power in the 
proper sense. In later papers (19 1 8, 1925 A) he does not mention this notion and 
he builds up a theory of powers based on one-to-one correspondence. 

Perhaps a better translation of the Dutch 'aftelbaar onaf' would be 'ever 
denumerable, ever unfinished', but this is too cumbersome. 
[10] See remark 10 in ( 1917) and the paper ( 1912 A2), p. 91-93 [p. 1 33-135]. 
[ 1 1] See remark 1 1  in ( 1917). 
[12] See remark 12 in ( 19 17) and the paper ( 19 12A2), p. 94--96 [p. 1 36-1 38]. 
[13] See remark 13 in ( 1917). 
[14] See remark 14 in ( 1917). 
[15] Russell uses x(cpx) instead of x 3 <px. 
[16] These passages, which Brouwer puts (in Dutch) between quotation marks, 
are not exact translations of Russell's words, but free paraphrases. We have 
translated them into English. In particular Russell (Principles of mathematics, 
p. 105) writes 'all terms', 'any term', where Brouwer uses the Dutch word 'ding', 
which means 'thing' or 'object' in English. 
[17] The following paragraphs 1 °-4° are composed of quotations from Russell's 
book and comments by Brouwer. The sentences which Brouwer translated literally 
from Russell's book are here printed in italics. 
[18] See for further comment ( 1917), remark 1 5. 
[19] The following is not a literal quotation from Hilbert's paper. 
[20] Here Brouwer foresees the fundamental ideas which Hilbert would develop 
in his Proof Theory (Beweistheorie). Hilbert was certainly influenced by conversa-



tions with Brouwer. Brouwer explicitly states this in footnote 2) to ( 1928 A). 
[21]  In later work Brouwer no longer considers continuous as an irreducible 
notion. See note [4] to chapter 1 .  
[22] We do not reproduce the Index of  Authors. 

1908 A Die moqlichen Machtiqkeiten 
[1] This paper summarizes the section on 'The possible pointsets' in the thesis 
[p. 44]. See also note [ 17] to that section. 
[2] In his copy Brouwer changed the words 'wahrend <las weitere' into 'weil 
die genannte Operation'. 

1908 B On the foundations of mathematics 

[1] This reply to the review by Mannoury of Brouwer's thesis gave Brouwer the 
opportunity to clarify some points. Some less important remarks are omitted in 
the following. 
[2] I have extended Brouwer's quotation for the sake of clarity. 
[3] This discussion on the counterexample to Russell's axioms for projective 
geometry is less important. 

1908 C The unreliability of the loqical principles 

[1] Here Brouwer alludes to his theory of causality, explained in chapter 2 
of this thesis [p. 53]. Because of the extremely condensed form of this passage I 
add here a somewhat different version in German, which was found among 
Brouwer's papers. 

'Die Wissenschaft (d.i. die empirische Naturwissenschaft) beobachtet Ereignisse 
und Ereignisverkettungen, welche sich zeitlich wiederholen, das heisst, die sich, 
obwohl sie untereinander qualitativ verschieden sind, dennoch mit Nutzen als 
einander gleich auffassen lassen. 

Solche Vereinzelung der Idee zur Wahrnehmbarkeit und demzufolge auch zur 
Wiederholbarkeit ereignet sich mit der Auflosung der religios-kontemplativen 
Ur-Einheit : <lurch das mystische Ur-Geschehen der Spaltung in das Subjekt und 
in die nun zu einem 'Anderen' und Unerreichten gewordenen Erreichbarkeit. 

Der Orang zur Erreichung dieser (direkt nicht zuganglichen) Erreichbarkeiten 
wird von der Vernunft an vorfaufigen Erreichbarkeiten entlang gefiihrt, und zwar 
anhand eines mathematischen Systems von gesetzten Setzbarkeiten, wie es aus 
der Selbstentfaltung der Abstraktion von Wiederholung und Wiederholbarkeit 
gewonnen wird.' 
[2] Brouwer had a lifelong interest in mysticism. The pamphlet (1905) (see the 
fragments [p. 1-10]) is entirely devoted to it, and in ( 1948 C) he holds similar 
views. 
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[3] Later Brouwer made the remark that the principle of excluded middle does 
lead to a contradiction when it is applied to an infinite species of propositions. 
See ( 1 928 A) and ( 1 954 A). 
[ 4] For the theory of cardinalities see the thesis [p. 82-83]. Brouwer revised 
this theory in later papers ; see ( 1918 B) and ( 1925 A). 

1909 The nature of geometry 

[1] Inaugural lecture as privaat-docent (unsalaried lecturer) in the University 
of Amsterdam, 12  October 1909. 
[2] The following is not a historically exact description of Descartes' ideas. 
It seems that Riemann was the first to define space as a 'Zahlenmannigfaltigkeit'. 
B. Riemann, Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, 
Abh. Akad. Wiss. Gottingen 1 3  (1 854), Ges. math. Werke p. 272-287. 
[3] Compare the first paragraph in chapter 2 of the thesis, also the beginning 
of (1908 C). 
[4] A. Cayley, A sixth memoir on quantics, Phil. Trans. Roy. Soc. 149 ( 1859), 
Collected Works II p. 561 .  S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen III Abt. 5. 
D. Hilbert, Math. Annalen 56 ( 1903) p. 381-422, Grundlagen der Geometrie, 
Anhang IV. 
[5] See Brouwer's papers : Beweis des ebenen Translationssatzes, Math. Annalen 
72 ( 1912), p. 37-54. Remark on the plane translation theorem, Nederl. Akad. 
Wetensch. Proc. 2 1  ( 191 8), p. 935-936. Die Theorie der endlichen kontinuierlichen 
Gruppen unabhiingig von den Axiomen von Lie, Math. Annalen 67 (1909), 
p. 246-267, 69 ( 1910), p. 1 80-203. See Volume 2 ( 1912 B), ( 1909 B), ( 1910 H). 
[6] See Brouwer's paper 'Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl', Math. 
Annalen 70 ( 19 1 1 ), p . 161-165, Volume 2, ( 19 1 1  C). 
[7] Brouwer gave a proof of Jordan's theorem in the paper 'Beweis des Jor
danschen Kurvensatzes', Math. Annalen 69 ( 1910), p. 169-175, Volume 2, ( 1910E), 
and an intuitionistic proof in (1925 B). 
[8] See Brouwer's paper 'Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve', Math. 
Annalen 72 ( 1912), p. 422-425, Volume 2, ( 1912 L). 
[9] See Brouwer's papers : 'Sur le theoreme de M. Jordan dans l'espace a n 
dimensions', C. R. Acad. Sci. Paris 1 53 ( 191 1 ), p. 524-544. 'Beweis des Jordanschen 
Satzes fiir den n-dimensionalen Raum', Math. Annalen 71 ( 19 1 1 ), p. 3 14-3 19. See 
Volume 2, (19 1 1  L), ( 19 1 1 F). 

1912 A Intuitionism and.formalism 

[1] The Dutch word for mathematics is 'wiskunde', which means 'sure 
knowledge'. 



[2] G. Peano, Math. Annalen 37 ( 1 890), p. 1 82-228. 
G. M ie. Math . Annalen 43 ( 1 893), p. 553-568. 
The latter paper is a free paraphrase, not a translation, of the former. 
[3] These footnotes were added in the translation. 
[4] Footnote * was added in the translation. 
Footnote t :  E. Borel, Revue du mois 80 ( 1912), p. 221 ,  reprinted in : Le<;ons sur 
la theorie des fonctions, Paris 1914, Note IV, section VII, La philosophie mathe
matique et l'infini, p. 166-174. 
[5] It is not clear which axiom system for set theory Brouwer had in mind. The 
system which Zermelo gave in Math. Annalen 65 ( 1908), p. 261-28 1 ,  differs from 
that which Brouwer gives in the following respects : The existence of the sets �' 
{a} and {a, b} is postulated. The 'Aussonderungsaxiom' is only postulated for 
subsets of a given set. An axiom of infinity is given. - The translation of the names 
of the axioms is not the usual one. The axiom of selection is usually called the 
axiom of choice ; the axiom of inclusion is the axiom of comprehension ; the axiom 
of composition is the axiom of sum-set or of union. 
[6] Brouwer never used the term 'elementary series' . In the Dutch text he used 
'fundamentaalreeks' ; in German he said 'Fundamentalreihe' for a sequence 
determined by a law. 
[7] The footnote runs, corrected according to remark 9 in ( 1917) :  

'If"construct" were here replaced by "define" (in the formalistic sense), the proof 
would not be satisfactory to the intuitionist. For, in Cantor's argument in Math. 
Annalen 49 ( 1 897) [Ges. Abh. p. 282-35 1], it is not allowed to replace the words 
"muss es geben" (p. 214, line 1 7) [p. 332, line 27] ] by the words "konnen wir 
bestimmen" .' 

Later Brouwer changed the words 'the proof into 'the formalistic proof of this 
property'. 
[8] In his copy Brouwer deleted 'but' and wrote in the margin 'and when a proof 
(for the rest not recognized by the intuitionist) is added by the formalist'. 
[9] The reference is to ( 1 908 C). 

1914 Review of: A. Schoenflies und H. Hahn, Die Entwickelung der 
M engenlehre und ihrer Anwendungen 

[1] In this review Brouwer takes the opportunity of explaining his own ideas 
on set theory. In later papers he revised these ideas ; in ( 19 19 D), footnotes 8 and 9, 
he refers to this review and indicates the changes to be made in it. 
[2] M. Frechet, Rend. Circ. Mat. Palermo 22 ( 1906), p. 1-74. 
[3] The references are to ( 1908 A) and to E. Borel, Le<;ons sur la theorie des 
fonctions, Paris 19 14, Note VI, Introduction, IV, p. 225. 
[4] f(x) is not total. See (1921), where it is argued that not every real number 
admits a decimal expansion. 
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Brouwer changed 'rational ausfallt' (line 1 2) into 'ein endlicher Dualbruch ist'. 
[5] The references are to ( 1908 C) and ( 19 12A). 
[6] See remark 1 1  in ( 1917). 
[7] Before 'Teilmenge' Brouwer inserted 'nichtabziihlbare'. 
[8] Before 'Gebieten' Brouwer inserted 'einander enthaltenden'. He changed 
e l , e2 into ea, , ea2 and, Only in line 1 1 , i I ,  i: into i , , , i,, · 

[9] The references are to ( 1912A), [p. 1 35] and [p. 1 36-1 38]. 

191 7 Addenda and Corrigenda on the Foundations of Mathematics 

[1] See note [ 17] to ( 1907) chapter 1 .  
[2] Here follows a more detailed explanation of  this passage. A denumerable 
set A is given by a functionffrom the natural numbers to some set S. The elements 
of A become known one after the other by determining the values of f for the 
natural numbers. At the moment when f(n) is determined, the order relations 
between f(n) and f(l ),f(2), . .  ., f(n - 1) can be fixed ; in this manner the order 
relation on A is defined step by step. Thus the order type of A is known only when 
a law is given by which the order relations are fixed beforehand ; the set of possible 
laws is denumerable. 
[3] Brouwer alludes to the diagonal method : A mapping of the real numbers 
on the real functions can be considered as a function f of two variables ; the real 
number y is mapped on the function (in modern notation) Jex f(x, y). The function 
Jcx(f(x, x) + 1 )  does not belong to the range of this mapping. Brouwer argues that 
A.x f(x, x) need not be a function, because, if f is discontinuous, it cannot be 
defined everywhere, and so it may be undefined on the line x = y. 

1918 B Begrundung der M engenlehre unabhangig vom logischen Satz 
vom ausgeschlossenen Dritten. Erster Teil : Allgemeine 
M enqenlehre 

[1] The content of this paper has been revised and extended in the papers 
( 1925 A), ( 1926 A), ( 1927 A). The corrections concern almost every page ; therefore 
I have not added references to the latter papers. In particular Brouwer rewrote 
the theory of ordered species, including that of well-ordering, on a new basis. This 
paper is interesting mainly from the historical point of view. Many definitions and 
theorems occur here for the first time. On the other hand we see that in 1 9 1 8  
Brouwer had not yet completely thought out the consequences o f  his point of 
view. We reprint the paper because it is the introduction to ( 19 19 A), of which a 
revised version has never appeared. 
The notes [2]-[6] are taken from the 'Berichtigungen' which were printed 
behind ( 1919 A). 
[2] instead of 'fiir jedes n' read 'fiir jedes n > 1 ' .  



[3] instead of 'von der Menge' read 'von einer unbegrenzten Wahlfolge'. 
[4] instead of 'eines gewissen' read 'eines gewissen eventuell fortfallenden'. 
[5] instead of 'von Quadraten' read 'von einander nicht iiberdeckenden Qua
draten'. 
[ 6] instead of ' � '  read ' � ( und gleichzeitig � )' . 

1919 A Begriindung der M engenlehre unabhangig vom logischen Satz 
vom ausgeschlossenen Dritten. Zweiter Tei/ : Theorie der 
Punktmengen 

[1] A revised edition of this paper, though announced in footnote 1) to (1925 A), 
has never appeared. However, among Brouwer's papers there was a manuscript 
on functions of a real variable of which the first part, under the title 'Grundlagen 
aus der Theorie der Punktmengen', is finished. It is dated 26.2. 1924. The hand
writing is not Brouwer's, but there are some corrections in his handwriting. It 
contains the main parts of ( 1919 A) with proofs elaborated in minute detail. In the 
following notes we give some of these proofs in translation and in abbreviated 
form. These notes are marked (M). 

In (1952 C) Brouwer recasted the treatment of the Bolzano-Weierstrass theorem. 
In that paper he stated that the reasonings on Cantor's main theorem are also 
obsolete. Some sections of the present paper can be considered as definitive, 
because the corrections to be made in them are of minor importance. This holds 
for §§ 1, 3, 4, 6, 9, 13, 14, 16-21 .  (The numbers of sections are added by the editor.) 
[2] See for the definitions of 'Menge' (Spread) and of 'Species' ( 19 18) or ( 1925 A). 
1J is, as usual, the order type of the rationals. Brouwer uses 'Ordinalzahl' for 'order 
type'. 
[3] A square Kv has opposite vertices (a · 2- v+ 1 ,  b · 2 - v + 1 ), ((a + l ) · 2 - v + 1 , 
(b + 1) · 2 - v  + 1 ), a and b integers. A square Av has opposite vertices (a · 2 - v, b · 2 - v), 
((a + 2) · 2 - v, (b + 2) · 2 - v), a and b integers. Negative values for v are admitted. 
[4] According to Brouwer's terminology a point is a telescoped sequence of 
.A-squares. A point core is the species of the points which coincide with a given 
point. See the beginning of ( 1923 A). 
[5] Let P s Q mean : P coincides with Q, and let P t  Q mean : P lies apart from 
Q(Ortlich verschieden). The following properties are easily proved : s is an equiv
alence relation. t is symmetrical. P s Q & P t R � Q t R. P s Q and P t Q 
contradict each other. When P t Q is impossible, then P s Q holds. Hence P s Q 
is equivalent with its double negation. However, when P s Q is impossible, it does 
not follow that P t  Q holds (see the counterexample in (1949 A)). 
[6] (M) 'Eine Fundamentalreihe von Punkten ist eine Punktmenge, bei der bei 
der ersten Wahl jeder Zahl n ein .A-Quadrat entspricht, bei den weiteren Wahlen 
aber fiir jedes v alle Zahlen nv mit Ausnahme einer einzigen zur Vernichtung 
fiihren.' 
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[7] In the margin of his copy Brouwer inserted after 'a priori' : 'Die gegenseitige 
"Ausschliessung a priori" scheint hinauszukommen auf die gegenseitige Aus
schliessung von Endlichkeit und Unendlichkeit einer bestimmten Spezies. Jeden
falls scheint <las "a priori" ausschliessen zu wollen, <lass in den Definitionen von 
a1 und a2 ein Absurditiitsbegriff auftritt. Weiter scheinen zu einem gegebenen a1 
sehr gut mehrere a2 passen zu konnen.' 

One may infer that the notion of 'Ausschliessung a priori' w'ls not clear to 
Brouwer himself. A possible interpretation would be that a1 is equivalent to the 
negation of a2 and a2 is equivalent to the negation of a1 , but this is not in agree
ment with the next paragraph. See note [8]. 
[8] This is not clear. Let a1 (x) be the property : From some node of the sequence 
x on there is only one admissible choice ; let a2(x) be the property : At infinitely 
many nodes of the sequence x there are at least two admissible choices. (A node is 
a finite sequence of natural numbers ; see (1954 A). A node is admissible if it does 
not cause the 'Hemmung des Prozesscs' . )  Then neither is a1 (x) equivalent to the 
negation of a2{x), nor is a2{x) equivalent to the negation of a1 (x). Brouwer seems 
to have had in mind some other interpretation. In his copy he cancelled the last 
two lines of the paragraph (beginning after 'unendlich oft') and replaced them by : 
'auch anders hiitte gewiihlt werden konnen (wegen Ekartierung des Absurditiits
begriffes kann man nicht schreiben : bei denen unendlich oft die Einzigmoglichkeit 
der getroffenen ungehemmten Wahl absurd ist).' 
[9] This paragraph continues the preceding one. It is supposed that for every 
node x it is known either that every continuation of x has property a1 or that 
every continuation of x has property a2 (see note [8]). The formulation is ambi
guous : a spread (Menge) is identified with the species of its elements, which are 
infinitely proceeding sequences, but this section can only be understood by con
sidering M, M 1 and M 2 as species of finite sequences. 
[10] The rest of § 2 needs revision on the basis of the theory of well-ordering 
developed in (1927 A). 
[1 1] (M) For spreads this can be proved as follows. Let L., , ,L.2 , • • •  (n; � 0) 
be the A.-squares > A.1 which are admitted at the first choice in the spread M. Find 
the (n; + l )th descendants of . L ., ;  these form a subsequence s; of a fundamental 
sequence. These sequences s; can be combined into a subsequence s of a fundamen
tal sequence. Take s as the species of admissible first choices for a spread M 0 ;  
Jet the descendants of a choice in M 0 be the same as for the corresponding choice 
in M. M 0 is a uniform pointspread which coincides with M. 
[12] In the case that the pointspecies is not bounded it is not always possible to 
find the exact maximum mv , but one can always find a sequence {µv} such that at 
the vth choice no square with sides greater than µv is chosen and that µv :(; !µv- i .  
This is sufficient. 
[13] (M) Instead of A.3.- 1 we take A.3. - 2 .  Let q be as in the paper and Jet q1 be 
the A.3.- z-square with its centre nearest to that of q and with maximal coordinates 



(the latter condition serves to make q1 unique). Let q', q'1 be determined analogously 
with n+  1 instead of n. Let d(A, B) denote the horizontal distance (difference of 
abscissae) between A and B. Let M, M', M1 , M'1 be the centres of q, q', q1 , q� 
respectively. Because q' lies inside q, we have 

d(M, M') < 2 - 3n - 1 . 
From the definition of q1 it follows that 

d(M, Mi) :::;; 2 - 3n + 1 . 
Analogously 

d(M', M�) :::;; 2 - 3n - 2. 
Hence 

d(M1 , Ml) < 2 - 3n + 2 _ 2 - 3n - 1 . 
The same holds for the vertical distances. It follows that q'1 lies inside q1 . 
[14] See for the Bolzano-Weierstrass theorem (1952 C). 
[15] Brouwer changed the first word 'der' into 'jeder'. He rewrote the result in 
italics, lines 8-12, as follows : 'Wenn jeder Punkt der Ebene von der geschrankten 
Punktspecies Q unbegrenzt ist, so ist Q zerlegt in eine solche Species der Kardinal
zahl h von punktierten Species, deren jede <lurch den Zusammenfall mit einem 
bestimmten Elemente von Q definiert ist, <lass eine endliche Kardinalzahl k � h 
gefunden werden kann.' However, as appears from (1952 C), this is not yet a correct 
formulation of the theorem. 
[15a] Brouwer added in the margin : 'Die M enge der Punkte 0, 1, !, �, . . .  ist in 
diesem Sinne nicht abgeschlossen.' 
[16] It is not true that a point Q that cannot be a condensation point, is an 
isolated point. It is also not true that a point of Q that cannot be an isolated point, 
is a condensation point. Though there is some analogy between the use of'kontra
diktorisch spaltet' in this case and in § 2, it does not become clear what Brouwer 
means by it. 
[17] § 7 and § 8 need revision. 
[18] The notion of a located point species (katalogisierte Punktspecies) is impor
tant for intuitionistic analysis. The proof on the next page shows that the closure 
of a located point species coincides with a fan. 
[ 19] (M) This 'Verfahren' makes use of q�', µ"p and anp (see the next paragraph 
in the text). There are two cases : 
1 .  At least one square of s"P is at least partly covered by q�'. 
2. No square of s11p has this property. 
In case 1 q� can contain no point of R. In case 2 it follows from the properties of the 
cataloguing that there is a point of R inside q�. 
[20] (M) For any square q with length d we denote the concentric square with 
length td by q'. It must be supposed that Q contains at least one point A. It is then 
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easy to find a k1 -square containing A. It must he shown that every kn-square q con
tains a kn + 1 -square. Let B be a point of R in q". There is a Jc-square q 1  of the length 
of the kn + 1 -squares such that q; contains B. q 1 is a kn + 1 -square and it lies inside q. 
[21] §§ 10, 1 1  and 12 need revision. 
[.22 JI The notion ofa region (Bereich) is the constructible counterpart of that of an 
open pointset. See the definition in (19 1 8  B) [p. 1 55]. 
[23] k = E\/3, but it is not true that f3 = E\k, so f3 is not the complement of k in the 
usual sense. 
[24] The intersection of a finite set or of a fundamental sequence of region
complements is a region-complement. 
Proof (M). Let Mi = nkMik (i = 1, 2, . . .  ) be region-complements. The Mik can be 
arranged in a fundamental sequence {N;}. n Mi = n Ni = n Pi . where each Pi 
is a finite set of squares and Pi+ 1 c Pi . By adding to every Pi an outer strip of 
breadth 2- i we obtain contracting sets of squares which define n Mi as a region
complement. 
Second proof. Let Mi be the complement of the region Ai . Then n Mi is the 
complement of the region U Ai . 
[25] (M) The intersection of a finite set of outer limiting species is an outer limit
ing species. 
Proof. Let A, = LJ ikri (r = 1 ,  . . .  , n) be outer limiting species ; the k,; are region-com
plements. Define n�= 1 k,; = ki . Each ki is a region-complement (see note [24]). 
A = U;  ki . lt must be proved that A' coincides with A = n, A, . A point P of A 
belongs for every r � n to some k,, m, ; let m be max (m1 , • . .  , mn), then P E  k,m 
(r = 1 ,  . .  ., n), so P E  km , so P E A'. Conversely, let Q be a point of A', then Q belongs 
to some k; , so Q E k,i (r = 1, . . .  , n), so Q E A, (r = 1 ,  . .  ., n), so Q E A. 
[26] The word 'Komplement' is here also used in another sense than is usual. 
See note [23]. 
[27] Counterexample : The union of the closed square with opposite vertices 
(0, ) and (1 ,  1 ), and the closed square with opposite vertices ( 1 ,  0) and (2, 1 ), is not 
closed. 
(M) The intersection of a fundamental sequence of outer limiting species is not 
always an outer limiting species. This can be shown by defining an inner limiting 
species which cannot be an outer limiting species. We first give an example in one 
dimension of an outer limiting species which cannot coincide with an inner limiting 
species. Let A = Un Kn be an everywhere dense consolidated outer limiting species, 
while every Kn is nowhere dense.(As an example we can take for Kn the species of 
infinite ternal fractions which contain at most n - 1  digits 1 .) Suppose that A 
coincides with the inner limiting species I =  nn /Jn , then every Km is contained in 
every f3n . Because A is consolidated, Km coincides with a pointfan Fm . To every 
point P of Fm there is associated a square i(P) of f3n to which it belongs. By the fan 
theorem there is a maximum for the number of choices for P by which i(P) is 
determined. It follows that Km is contained in a finite initial segment amn of f3n · 
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By considering a finite continuation of amn we find a number Cmn such that every 
point at a distance less than Cmn from amn belongs to /Jn . 
[The rest of the proof is in Brouwer's handwriting; I therefore reproduce the 
original version.] 
Mi thin konnte man einen solchen Punkt P 1 und eine solche positive reelle Grosse 
b1 bestimmen, <lass P1 einen Abstand > b1 von K1 besasse, wahrendjeder Punkt in 
einer Entfernung � b1 zu /31 gehorte. Weiter konnte man n2 und a2 ( � !b i ) in sol
cher Weise wahlen, <lass die Entfernung von P1 und Kn, kleiner als a2 ware, und 
darauf P2 und b2 in solcher Weise, <lass P2 einen Abstand < a2 von P1 und einen 
Abstand > b2 von Kn, besasse, wahrend jeder Punkt in einer Entfernung � b2 zu 
f3n2 gehorte. Sodann konnte man n3 und a3 ( � ±b2 und � !a2) so wahlen, <lass die 
Entfernung von P 2 und Kn, kleiner als a3 ware, und darauf P 3 und b3 in solcher 
Weise <lass P3 einen Abstand < a3 von P2 und einen Abstand > b3 von Kn, 
besasse, wahrend jeder Punkt in einer Entfernung � b3 zu f3n, gehorte. In dieser 
Weise fortfahrend, wiirde man eine unbegrenzt fortgesetzte Folge P1 , P2 , P3 ,  • • •  

von Punkten erzeugen, welche gegen einen Punkt P konvergieren wiirde, der zu I 
gehoren miisste, aber unmoglich zu A gehoren konnte. 

Ebenso wie es aussere Grenzspecies gibt, welche nicht mit einer inneren Grenz
species zusammenfallen konnen, gibt es innere Grenzspecies, welche nicht mit 
einer ausseren Grenzspecies zusammenfallen konnen. Betrachten wir z.B. die 
innere Grenzmenqe I =  n (/31 , /32 , • • •  ), welche auf der Einheitsstrecke von den 
unendlichen Ternalbriichen mit einer Fundamentalreihe von Ziffern 1 gebildet 
wird, und nehmen wir einen Augenblick an, <lass sie mit der aussern Grenzspecies 
A =  U (K1 , Kz ,  . . .  ) zusammenf<illt. Alsdann ist (weil die Menge I auf jeder Stufe 
eine Fundamentalreihe von ungehemmten Wahlmoglichkeiten besitzt) in der 
Menge aller Wahlen aller Stufen von I in solcher Weise eine Fundamentalreihe 
w1 , w2 , • • •  von Wahlen und zu jedem Wv ein Knv bestimmt, <lass jede einen Punkt 
P von I erzeugende unbegrenzt fortgesetzte Wahlfolge ein und nur ein Element 
Wvp der genannten Fundamentalreihe enthalt und zum diesem Wvp zugeordneten 
Kvp gehort. Wenn wir nun aber ein bestimmtes Wa betrachten, so bilden die von 
denjenigen Wahlfolgen, die Wa enthalten, erzeugten Punkte von I eine in einem ge
wissen Intervall ia iiberall dichte Punktmenge n" . Damit diese Punktmenge n" 
in ihrem Ganzen zur abqeschlossenen Punktspecies Kn, geh6ren kann, muss Kn. 
<las ganze lntervall ia enthalten, und dies ist deshalb unmoglich, weil jedes lnter
vall der Einheitsstrecke Punkte enthalt, welche nicht zu I, also nicht zu A, also erst 
rechtnicht zu Kn. gehoren.' 
[28] § 1 5  needs revision. 
[29] (M) 'Offenbar ist die Vereinigung einer beliebigen endlichen Anzahl von 
messbaren Bereichen wiederum ein messbarer Bereich. Von der Vereinigung einer 
Fundamentalreihe von messbaren Bereichen lasst sich dasselbe nur dann aussagen, 
wenn die Inhalte der Vereinigungen ihrer Anfangssegmente eine limitierte Folge 
bilden. 
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Analog ist der Durchschnitt einer beliebigen endlichen Anzahl von messbaren 
Bereichkomplementen wiederum ein messbares Bereichkomplement, wiihrend 
sich vom Durchschnitt einer Fundamentalreihe von messbaren Bereichkomple
menten nur dann dasselbe aussagen liisst, wenn die Inhalte der Durchschnitte 
ihrer Anfangssegmente eine limitierte Folge bilden.' 
[30] (M) Firstly it must be proved that i(k1 ) = lim i(vLv) exists and that i- i(ki )  < 
2-p. Take a >  v. 

i(vLv) - i(,,L,,) = { i(vLv) - i(vLu)} + {i(vL,,)- i(,,L,,)} .  

L,, c Lv ; from both the same squares are removed, therefore 

i(vLv)- i(vLu) ::::; i(Lv) - i(L,,) < Cv = r4v-p. 
u- 1 

i(vL,,) - i(,,L,,) = L { i(,L,,)- i(r + 1Lu) } .  
r = v  

Now r + 1L,, i s  formed by removing from ,L,, the intersections with the K, + z-squares 
which have an intersection < 2<:,+ 1 with ,L,+ 1 . The number of K,+ 2-squares is 
22r+ 2 ; from each of them there is removed at most 2<:, + 1 , so 

i(,L,,)- i(r + lLu) < 22r+ 2 . 2t:r+ l = 2- 2r- l - p. 
u- 1 

i(vL,,)- i(,,L,,) < L 2- 2r- l - p  < 2 - 2v -p. r = v  

i(vLv)- i(,,L,,) < 2-4v - p + 2 - zv - p. 

It follows that i(k i )  exists. Further 

so 

v - 1 
i(Lv) - i(vLv) < I r 1r- l - p < 2 -p, 

r= O  

Now it must be proved that k 1  i s  a catalogued region-complement. Let P, be 
the set of K, + i-sq uares covered by , L , ,  and let a be a square of P, . 

i(a n ,L,) > 2t:, , 

so 

i( a n ,L, + 1 ) > r,, = 16t:, + 1 . 

Consequently a contains at least one K, + z-Square b such that i(b n ,L,+ i) > 2<:, + 1 .  
b belongs to r +  1L, +  1 , so it belongs to P,+ 1 .  The sets P, evidently satisfy the 
definition of a catalogued region-complement. It is easy to see that this region
complement coincides with k 1 . 



[31] (M) We use the notations of note [30]. Let a be a square of Pv . 

By a computation analogous to that in note [30] we obtain, for (J > v, 

i(vLv n a)- i(,,L,, n a) < j · 2 -4v - p- 1 . 

i(,,L,, n a) > j- · 2 -4v - p- l > 4ev + l ·  

Now take (J such that 2- 2" > 4ev + 1 .  Then a contains at least two Ka+ 1 -squares of 
P " " Hence we can choose r so that a contains at least 8 Kr + 1-squares of P, ; among 
these there are certainly two separated squares. In this way we find a sequence {r;} 
such that every K,, + 1 -square of P,, contains at least two separated K,, + 1 + 1 -
squares of  P,, + 1 •  The spread of  nested sequences in  which every ith choice i s  a 
K,, + 1 -square in P,, defines a perfect species contained in k. 
[32] (M) iM�1 - iM� < 2-p- 2• Further, because R\N;' c M; ; \M�', 

iR - iN� � (iM�1 - iM�) < 2-p- 2• 

By addition : 

i(M�1 u R)- iNv < rp- 1 • 

i(M�, u R)- ih � 2- p- 1 • 

l i(M�, u R)- iM�;I < 2-p - 1 • 

l i(M�1 u R)- ik"'I < 2-p- 1 . 

l ik'" - ihl < 2-p. 

[33] (M) A more exact definition of A2 is as follows : 
m r N' k' r N' M' m U ' m Pm = rn (\ · nPm = m (\ n · ...._q = nPm · g = 

r = I 
It follows from these definitions that, for r � n and r � m + 1 ,  

Further 

sP:;, c N:;, n M:;, + 1 c N:;, + 1 . 

sP:;, c N:;,+ 1 (\ M� = nP:;,+ 1 ·  

m m m m 

gm = U gm n N':,. = U n U nP:;, n N':,. = U 
s= l s= l n r= l r = l 

It must be proved that iA2 = iA 1 . 

m 

n nP:;, = U p:;, . n r"'= 1 

m 

[579] 



[580] 

m m 
i U N';,.- igm = L i(N';,.\p';,,) ::::; m · 2-m. 
r= l  r = l  

m m 
C.\ U N';,. = U [Em\(E,; 1 u N';,.)]. 

r = l  r = l 
m 

iL":,, - i  U N';,. < m · 2-m. 
r= 1 

iL":,,- igm < m · 2 -m + 1 . 

ihm - igm < m . 2 -m + 1 • 

It follows that lim (qm = iA 2 exists and that iA 2 = iA. 
[34] (M) We start by proving the theorem for a finite sequence of outer limiting 
sets : 

We define 

(r = 1, . . .  , n). 
m 

n 
sLm = U sLrm · 

r = l  

km = ns sLm is the uniting region-complement U:� 1 krm · (We use the notation 
ki u* k2 for the uniting region-complement of ki and k2 , and the notation ur ki 
for the uniting region-complement of the k; .) 

U�= 1 A, = U�= 1 Um k,m can be arranged in a fundamental sequence of region
complements, which defines a uniting outer limiting species A. It must be proved 
that A is measurable. Given e, we find p such that 

(r = 1, . . .  , n ;  q > p). 

Suppose that i(k,q\sLrp) > e. Then there would exist a region-complement c such 
that c c k,q , c has a positive distance to sL,P , and ic > e. But then i(c u k,p) > ik,P + e, 
while c u  k,P c k,q . This is a contradiction, so we have proved 

(q > p ;  r = 1, . . .  , n). 
It follows further that i(k,q\sLp) < ni;, and that ikq- ikp < ne. This proves that A 
is measurable. 

Now we consider the case of an infinite fundamental sequence of outer limiting 
sets : A,. = Um k,m (r = l ,  . . .  ). 

Define A� = U:."� 1 A, . It is supposed that lim iA� exists, = i. Let the double 
sequence {k,.} be in some way rearranged in a simple sequence /31 , /32 , • • • • We form 



the uniting region-complements Ym = U�! 1 /3r . It must be proved that lim iym 
exists. First choose m so big that i - iA� < �-e, then s so big that 

It follows that 

8 
iAr- ikrs < -2m 

8 
ikrt - ikrs < -2m 

(r = 1 ,  . . .  , m). 

(r = 1 , . . .  , m; t > s). 

Putting U��'i krt = Vi, U�,�'i krs = JI,, we deduce easily that 

iVr- iJI, < k 
iA� - iJI, � k 

JI, is contained in some Yn ; for k � n we have 

i - iyk < I:. 

This proves the theorem. 
[35] (M) Choose a sequence {Pv} of natural numbers such that Pv < Pv+ 1 for 
every v. kr contains a full closed catalogued species I' = n, p� such that ii' > 
ikr - 2-Pr. Define hm = UT* /'. hm 

= n. Q';, where Q': = u �"! 1 p� . 

/"' C hm, SO ihm > ikm - 2Pm. 

A number n can be found such that P� c M:;, (s = 1 ,  . . .  , r). 
Q� C M:;, . hr C M:;, . hr C kr. A0 = U hr C A. 

i � iA0 � i - 2-"'". i = iA0• 

[36] (M) It can now easily be proved that the measure of a region-complement 
is unique. Let k = nn Mn coincide with k' = nn M� . k contains a subspecies d 
which is a uniform pointspread ; d = nm pm ' where each pm is a finite set of 
Krm-squares. Moreover, i(d) > ik- 2-P. 

Let N� be obtained from M� by adding a small brim R� of area less than 2- n ; 
let the breadth of R� be less than that of Krm . 

Pm contains points of k, so Pm contains points of M� . It follows that Pm c N� . 

iPm < iN� . id < iN� < iM�+ 2-n. ik � ik' + 2-P. ik � ik'. 
Analogously ik' � ik. 
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Now let A = Un kn and A' = Un k� be coinciding outer limiting species. A con
tains a consolidated outer limiting species d = Un hn , where every hn coincides 
with a pointfan ; id = iA. hn c A', so for every point P of hn there is an index m 
such that P E  k;,. . By the fan theorem there is a maximum m0 for m, so hn c k;..0 • 
It has been proved above that this entails ihn ::::; ik;,.0 ::::; iA'. iA = id ::::; iA'. Anal
ogously iA' ::::; iA. 
[37] (M) It is easily proved that a region-complement or an outer limiting species 
which is measurable according to § 16 (§ 1 7) is also measurable according to § 1 8. 
[38] (M) Here follows a more detailed version of this proof. We use the nota
tions u* and U* (see note [34]). 

a� n k, c Q. a�' n k, c C(Q). (a� n a�) n (k, n ks) = 9. (1 )  

Suppose for a moment that 

As 

wc should have 

i[(a� n a�) n (k, n ks)] > 0, 

in contradiction with (1 ). Consequently 

In particular 

i(a� n a�+ 1 ) < 2 -r + 2- r- l . 
'( I * I ) 

• I 2- r + 2- r- l 1 a, u a,+ 1 - 1a, < . 

Further ia� - id� < 2 -r, so we obtain : 

i(a� u* a�+ 1) - id� < 2- r+ 2 • 

i(d� u* d�+ 1) - id� < 2- r+ 2 • 

d� u * d�+ 1 and d� are region-complements, which can be written as : 

i(d� u* d�+ i) = Jim iMn ; id� = Jim iNn . 

It follows from (2) that a number m can be found such that 

(2) 



The region-complement U�: l * d� can be written as n pn where Pn+ 1 c Pn . 

i(Pn u* Mn)- i(Pn u* Nn) < rr+ z for n ;:,: m. 
n + 1 n 
i U* d�- i  U* d� < 2-r + z for n ;:,:  m. 
r = l  r = l  

Hence U* d� is a measurable outer limiting species ; let its measure be i'. 
By § 1 7  (see also note [33]) U d� contains a measurable outer limiting species 

AQ such that iAQ = i' ; it is easy to see that AQ c Q. 
Analogously U d�' contains a measurable outer limiting species AQ with measure 

i" = i U*  d�'. AQ c C(Q). 
From i U'i* d� ;;:: id� it follows that i' ;;:: i. Analogously i" ;;:: 1 - i. From AQ n AQ 

= � it follows easily that i' + i" � 1 .  Consequently i = i'. 
[39] (M) We can find region-complements k� and k: such that 

Further we can find finite sets a� , a�' of K-squares such that 

Finally we can find a measurable region-complement /3, with complement k, 
such that 

·13 2-r + 1 
l r < ' 

a� n k, c k� c AQ c Q, 

This proves the theorem. 
[40] (M) Theorem. A region that is measurable according to § 1 8  is also measur
able according to § 16, with the same measure. 

For the proof it is important to remark that in the definition of measurability 
in § 1 8  dv may be supposed to coincide with a pointfan. This follows easily from the 
first theorem in § 16. 

Let Q = U c� be a region-complement, the c� being extending finite sets of 
K-squares, and let Q be measurable according to § 1 8  by means of (a� , a�, f3v) (see 
§ 1 8  for the notation) ; let i be its measure. We may suppose that d� = a� n C/3 
coincides with a pointfan. d� c Q, so for every point P of d� there is a number µp 
such that P E  c;,p .  By the fan theorem there is a maximum µ for µp , so d� c c� . 

Choosing v such that id� > i- 1:, we obtain ic� > i- 1:. Further d�' c CQ c Cc� 
for every r, so 
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id� ::::;; 1 - ic� for every r. 
1 - i ::::;; 1 - ic� . 

ic� ::::;; i. 

It follows that lim ic� = i. 
Remark. An analogous theorem for region-complements does not hold. Let 

{an} be a descending sequence offinite dual fractions .which satisfies the conditions :  
1 .  It is impossible that fo r  some m, an > 2-m holds for every n. 
2. No fundamental sequence c(n) is known such that ac<n> < 2-n for every n. 
Let Qn be the square with side an centred at the origin. Then the region-complement 
Q = n Qn is measurable with measure 0 according to § 1 8, but it is not measurable 
according to § 1 6. 
[41] (M) The proof of this theorem can be based on the last theorem of § 19. 

Let {Qn} be a sequence of measurable species ; i LJ�= 1 Qn = i, . lim i, = i . Qn 
contains a measurable outer limiting species Rn such that iRn = iQn . 

r r r 
i U * Rn = i U Rn = U Qn = i, • 
n = l  n = l n = l  

r 
lim i U * Rn = i. 

n = l 

Now we can apply the last but one theorem in § 1 7. U Rn contains a measurable 
outer limiting species A' such that iA' = i U* Rn = i. A' c: U Qn . 

Put C U�=  1 Qn = n�= 1 CQn = S, . CQn contains a measurable outer limiting 
species Pn such that iPn = i(CQn). 

r r 
i n  Pn = iS, = 1 - i, . lim i n  Pn = lim iS, = 1 - i. 
n = l  n= l 

Pn contains a measurable region-complement k':: such that ik':: > iPn-2-m- n- 1 . 

r r r 
i n k'; >  i n  Pn - L 2-m- s - l . 
n = l  n= l  s= l 

r- 1 r r - 1 r 
i n  k'; - i  n k':: < i n Pn- i  n Pn + 2-m- r- 1 • n = l  n = l  n = l  n = l  

It follows that lim,_ 00 i n�= 1 k':: exists and is > 1 - i -2 -m- 1 . Putting n�= 1 k'; = 

km, we have ikm > l - i- 2-m- 1 . 
h 

i U km � 1 - i- 2- h. 
m= l  

On the other hand, U�= 1 km c: S, for every r ;  it follows that 



Consequently 

As 

we have also 

h 
i LJ km � 1 - i. 
m = l  

h 
lim i LJ km = 1 - i. 

h -+ oo  m= l  

h h 
LJ* km = i LJ km, 
m = l  m = l  

h 
lim LJ * km = 1 - i. h -+ oo  m= l  

It follows that LJ km contains a measurable outer limiting species A" with measure 
1 - i. A" c C u Qn . 

Now the last theorem of § 19 yields the desired result. 
[ 42] A proof of this theorem can be given analogous to that in note [ 41 ]. 

1919 C Signifische Sprachforschung 

[1] For the history of the signific movement in the Netherlands see (1 946). The 
paper ( 1919 C) expresses in the main Mannoury's ideas, but it is also signed by 
Brouwer. 

1919 D Intuitionistische Mengenlehre 

[ 1 ]  ( 1 9 1 8). ( 1 9 1 9 A). 
[2] ( 1907), ( 1908 B), ( 1908 C), ( l 9 1 1 A), ( 19 12 A), ( 1 9 14). ( 1 9 1 7) . 
[3] D. Hilbert, Mathematische Probleme, Comptes rendus 2me Congres 
internat. Mathern., Paris 1900 ; Ges. Abh. l l l, p. 290-329. D. Hilbert, Axiomatisches 
Denken, Math. Annalen 78 (191 8), p. 405-419 ;  Ges. Abh. III, p. 405-415. 
[ 4] In this footnote Brouwer states for the first time his theory on the origin of the 
belief in the principle of excluded middle. 
[5] This characterization of the order type of the continuum needs revision in 
this respect that the subset of elements of M lying before a given element of P is not 
decidable. This is clearly stated in (1921). It is astonishing that the above paper 
was reprinted unchanged in 1922. In ( 1926 A) Brouwer denotes the order type of 
the continuum by K ;  there he gives no characterization of this order type. 
[6] In (1952 C) Brouwer states that the reasonings about 'Cantor's main theorem' 
need revision. 
[7] (1914). 
[8] ( 1921). 
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1921 Besitzt jede reelle Zahl eine Dezimalbruchentwickelung ? 

[1] 1 .  Teil = ( 1918) ;  2. Teil = (1919 A). 
[2] This important remark occurs here for the first time. Brouwer developed 
it in (1927 B), Theorem 1 .  
[3] ( 1919  A). 
[4] (1914). 
[5] 'Fundamentalreihe' means 'sequence determined by a law'. In (1930 A) 
Brouwer writes 'reduziertes Kontinuum' instead of'Kontinuum im engeren Sinne'. 
[6] ( 1918). 
[7] The definitions of 'Ausfiillungselement' and of 'Erganzungselement' cor
respond to the definition of real numbers by means of nested intervals. In (1926 A) 
Brouwer introduced the notion of'Einschaltungselement', which is an intuitionistic 
refinement of the Dedekind cut. 
[8] Brouwer denotes here by > and < the constructive order relation on the 
continuum, which he defines on the next page, line 12. g � r is equivalent to 
the negation of g < r. 
[9] In footnote 1 1  to ( 1926 A) Brouwer remarks that 'verschieden' must not be 
taken here in the purely negative sense. The 'Ortsbestimmung dritter Ordnung' 
is 'verschieden' for two 'Erganzungselemente' r, r', when for some g, g > r and 
g � r' or conversely. An analogous remark applies to the last line of this page. 

1923 A Begriindung der Funktionenlehre unabhangig vom logischen 
Satz vom ausgcschlossenen Dritten 

[1] In footnote 1) to (1925 A) Brouwer announced a revised and enlarged version 
of this paper ; this has never appeared. He repeatedly came back to the content of 
§ 1 ;  see ( 1924 D), (1924 G), ( 1927 B), ( 1954 A). The manuscript mentioned in note 
[1] to (1919 A) also contains an enlarged version of � 1 .  
[2] See (1919 A), p .  3 ,  6 [p. 1 9 1 ,  194] for  the definition of  a 'ganze punktierte 
Species'. 
[3] In (1942 A) Brouwer introduced functions defined by choice sequences. 
[4] After 'ein' Brouwer added in the margin 'und nur ein'. 
[5] The proof of this theorem, as it is given here, is not convincing. See the criti
cism in footnote 1) to (1924 D). In (1924 D) and (1924 G) Brouwer based the proof 
on the fan theorem. New formulations of the proof are contained in (1927 B) and 
(1954 A). 
[6] As Brouwer noted in the margin, he means 'Ausfiillungselement erster Art' ; 
see the definition in (1921). In footnote 1 ) to ( 1924 D) he introduced for this notion 
the term 'Lokalisierungselement'. 
[7] In h i s  copy Brouwer deleted the second occurrence of '(im engern Sinne)'. 



[8] ( 19 1 9 A). 
[9] ( 1 9 1 8). 
[10] See Brouwer's correction in footnote 1) to ( 1 924 0) .  
[1 1] References to ( 1 9 19  A) and ( 1 9 1 8). 
[1 2] Brouwer wrote in the margin the following explanation (in Dutch) of 'in 
<lessen beliebiger Umgebung' : 'This expression is chosen because it is ambiguous 
for the ordinates of the endpoints of the K-intervals to which of c'v, c�' they belong.' 
[1 3] See (1 924A). 
[ 14] The posthumous paper II contains further remarks about convergent 
sequences of functions. 

1923 B Uber die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten 
in der Mathematik, insbesondere in der Funktionentheorie 

[1]  An English translation of this paper, with an introductory note by Charles 
Parsons, has appeared in J. van Heyenoort, From Frege to Godel, A source book 
in mathematical logic 1 879-193 1 ,  Cambridge Mass. 1 967, p. 334-341 .  
[2] For the term 'priifen' (Dutch : toetsen ; English : to test) see remark I in 
( 1 954 B). 
[3] ( 1908 C). See remark II in ( 1954 B). 
[4] For this theorem see ( 1926 C) and remark IV in ( 1954 B). 
[5] See remark V in ( 1954 B) ; further ( 1954C) and ( 1 954 E). 
[ 6] For the Bolzano-Weierstrass theorem see ( 1 952 C). 
[7] E. E. Kummer, Ober die Convergenz und Divergenz der unendlichen Reihen. 
J. reine angew. Math. 1 3  (1 835), p. 1 7 1- 184. 
[8] Belinfante wrote several papers on the intuitionistic theory of infinite series. 
His work was continued by J. G. Dijkman ( 1 946, 1 948, 1 952, 1 96 1  A, 1 962). See 
the General Bibliography. 

1923 C Intuitionistische Zerlegu'?g mathematischer Grundbegriffe 

[1]  Here the negation is used in the weak sense : At the present state of our know
ledge we can assert neither that r is rational nor that r is irrational. Though 
Brouwer remarked in ( 1921 )  that a discontinuous function cannot be total, he does 
not draw the conclusion that the characteristic function of the rationals cannot be 
everywhere defined. This would have yielded a stronger conclusion than that given 
in the text. 
[2] ( 1908 C), ( 1923 B). 
[3] ( 19 19  A). 
[ 4] The negations in footnotes 9) and 10) must be understood in the weak sense 
(see note [1]  above), except that C and F are 'nicht verflochten', which holds in the 
strong sense. The fact that C and F are 'voneinander losgewunden' is a consequence 

[587] 



[588] 

of the theorem that a discontinuous function cannot be total (see note [1] above). 
In his manuscript Brouwer added the following explanations to footnotes 9) 

and 1 0) (in Dutch) : 
1 .  C and F are 'voneinander losgewunden', for if they would 'zusammenfallen', 
then there would be a natural number n such that the decision between rational 
and irrational would fall beforethe 11-th choice in the fan that defines the continuum. 
This is absurd, for after the n-thchoice a rational as well as an irrational number 
can be obtained. 
2. C and G are not congruent, for there may exist a negatively rational number 
which has the relation 'Anlehnung' to the rationals. It is sufficient to forbid that 
the choices are restricted in such a way that either a rational or a positively irra
tional number must result. 
3. The 'Absonderungsbeziehung' holds between U and V, for if 'Entfernung' were 
impossible, then k1 could not exist, and 'Entfernung' would hold. 

1924 A Ueber die Zulassung unendlicher Werte fur den Funktions-
beqriff 

[1] See for an extension of the definition of a function (1942 A). 
[2] (1923 B) [p. 270]. 
[3] ( 1923 A) [p. 260]. 

1924 B Perfect sets of points with positiverv-irrational distances 

[1] This paper is not announced as intuitionistic, but its terminology is the same 
as in the intuitionistic papers and its content is immune for intuitionistic criticism. 

1924 C Intuitionistischer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra 

[1] Another intuitionistic proof of this theorem was published almost simultane
ously by H. Weyl, Math. Zeitschr. 20 (1924), p. 142-146. 

The doctoral thesis of B. de Loor, Die hoofstelling van die algebra van intui
sionistiese standpunt, Amsterdam 1925, contains a critical survey of some of the 
classical proofs and an exposition of the two intuitionistic proofs. 

Another intuitionistic proof was given by van der Corput ( 1949). 
[2] In (1924 E) the restriction to equations with leading coefficient apart from 
zero is weakened. 

1924 D Beweis, dass jede voile Funktion gleichmassig stetig ist 

[1] This is the first formulation of Brouwer's continuity principle. See for the 
definition of 'ziihlbar' ( 1925 A) [p. 3 12].  



[2] See ( 1924 G) § 1 .  
[3] This i s  the first formulation of  the bar theorem. 
[ 4] This is the first formulation of the fan theorem. See for another proof 
(1924 G) & 3. 
[5] (1923 A) [p. 247]. 
[6] 'Lokalisierungselemente' are the same as 'Ausfiillungselemente erster Art', as 
defined in (1921). 
[7] [p. 248].  

1924 E Intuitionistische Erganzung des Fundamentalsatzes der 
Algebra 

[1] (1924 C). 

1924 F Zur intuitionistischen Zerlegung mathematischer Grund-
begriffe 

[1] (1924 Fl ). 
[2] (1923 C). 
[3] It is not easy to give an example of a real number with the property which is 
postulated for p and q. Let x range over the rationals and let * denote the relation 
of 'Entfernung'. p must satisfy A x  I I (x # p), while I I /\ x(x # p) does not 
hold. It is well-known that /\ x I I A(x) --+ I I /\ x A(x) is not valid in in
tuitionistic logic. A counterexample is implicit in ( 1925 A) (see note [1 1]  to that 
paper) ; this is a counterexample in the strong sense that /\ x I I A(x)& I /\  xA(x). 
However, no counterexample is known in which A(x) has the form x # p, but the 
possibility of such an example remains open. 
[ 4] ( 1923 C) [p. 276]. 

1924 G Bemerkungen zum Beweise der gleichmassigen Stetigkeit 
voller Funktionen 

[1] ( 1924 D) [p. 287]. 
[2] See for the principle of transfinite induction ( 1927 A) [p. 353]. 
[3] See ( 1927 A) [p. 356]. 

1925 A Zur Begrundung der intuitionistischen Mathematik I 

[1] This program has been but partly realized. ( 1925 A), ( 1926 A) and ( 1927 A) 
contain the material of ( 1918). Further Brouwer came back to § 1 of ( 1923 A) in 
(1924 D), ( 1924 G), ( 1927 B) and (1954 A). 
[2] Brouwer gave the definition of a spread a more easily readible form in 
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( 1954 A). In (1926 B) he extended the notion of a spread in this respect that the de
cisions about the effect of a choice are not given by a law, but are made themselves 
by choices. See also (1954 A) [p. 529] and note [8] to that paper. In (1942 A) he 
allowed that the freedom of restrictions may be restricted at any moment by a free 
decision, but he restracted this in ( 1952 B); see note [1 1] to that paper. In (1942 A) 
and (1942 C) he discussed an extension of the spread definition in which the symbol 
associated to a finite sequence of natural numbers can itself be freely chosen. He 
argues that this does not produce an essentially new notion. 
[3] In all his copies of this paper Brouwer made in 1929 several handwritten 
corrections. Some of these are also mentioned in (1942 A). Here follow two pages 
as they ran with Brouwer's corrections, from p. 245 [p. 302] line 4, 'Jede' on. 

Jede in dieser Weise von einer unbegrenzten Wahlfolge erzeugte Folge von 
Zeichenreihen 1 ) (welche also im allgemeinen nicht fertig darstellbar ist), heisst ein 
Element der Menge. 

Wenn zu jedem n in ( eine solche Nummer kn bestimmt ist, dass jedesmal, wenn 
bei der n-ten Wahl eine in ( hoher als kn liegende Nummer gewahlt wird, die 
Hemmung des Prozesses zustande kommt, so heisst die Menge finit. 2) 

Wenn gleiche und nur gleiche ungehemmte Wahlfolgen zu gleichen Folgen von 
Zeichenreihen fiihren, so heisst die Menge individualisiert. 

Die Bestimmungsgesetze endlicher Folgen von Zeichenreihen sowie unbe
grenzer Folgen von Zeichenreihen von der Art der Folge ( bilden besondere Falle 
von Mengen, deren Elemente von den einzelnen Zeichen gebildet werden. Die 
Menge der Nummern, d.h. der Zeichenreihen von (, werden wir mit A bezeichnen. 

Zwei Mengenelemente heissen gleich oder identisch, wenn man sicher ist, <lass 
fiir jedes n die n-te Wahl fiir beide Elemente dieselbe Zeichenreihe erzeugt. Die 
Iden ti tat mit einem Elemente der Menge M werden wir als die M engenspezies M 
oder auch als die Menge M bezeichnen. 

Zwei Mengen heissen gleich oder identisch, wenn zu jedem Element der einen 
Menge ein gleiches Element der anderen Menge angegeben werden kann, und 
zwei Mengenspezies, wenn sie dieselben Elemente haben. 

Mengenspezies und Elemente von Mengenspezies werden mathematische 
Entitiiten oder Spezies nullter Ordnung genannt. 

1) Inklusive des Charakters ihrer Fortsetzbarkeitsfreiheit, welche sich nach jeder Wahl beliebig 
(cventuell bis zur volligen Bestimmtheit, oder auch einem Mengengesetze entsprechend) verengern 
kann. Die Beliebigkeit dieses unter Erhaltung der Fortsetzbarkeitsmoglichkeit einer endlichen Wahl
folge zugeordneten 'Verengerungszusatzes' erteilt dieser Wahlfolge, mithin auch ihren Fortsetzungen, 
eine neue Willkiir. Von derartigen Verengerungszuslitzen kann nun in der Menge auch eine beliebige 
wohlgeordnete Spezies angebracht werden (wobei also einer endlichen Wahlfolge z.B. eine Ver
engerung der fiir die weiteren Wahlen bestehenden Verengerungszusatzfreiheit zogeordnet werden 
kann). 
2) Insbesondere bilden also die unbeschrlinkt fortsetzbaren Folgen von einziffrigen Nummern die 
Elemente einer finiten Menge. 



Unter einer Spezies erster Ordnunq verstehen wir eine (begrifflich fertig definierte) 
Eigenschaft, welche nur eine mathematische Entitiit besitzen kann, in welchem 
Falle sie, ebenso wie jede mit ihr identische mathematische Entitat, ein Element 
dieser Spezies erster Ordnung genannt wird. Die Mengenspezies bilden besondere 
Falle von Spezies erster Ordnung. 

Zwei Spezies erster Ordnung heissen gleich oder identisch, wenn zu jedem 
Elemente der einen Spezies ein gleiches Element der anderen Spezies angegeben 
werden kann, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn sie dieselben Elemente 
haben. 

Unter einer Spezies zweiter Ordnung verstehen wir eine Eigenschaft, welche nur 
eine mathematische Entitat oder Spezies erster Ordnung besitzen kann, in welchem 
Falle sie, ebenso wie jede mit ihr identische Entitat oder Spezies erster Ordnung ein 
Element dieser Spezies zweiter Ordnung genannt wird. 

Zwei Spezies zweiter Ordnung heissen gleich oder identisch, wenn zu jedem 
Elemente der einen Spezies ein gleiches Element der anderen Spezies angegeben 
werden kann. 

In analoger Weise definieren wir Spezies n-ter Ordnung, sowie deren Gleichheit 
bzw. Identitat, wo n ein beliebiges Element von A repriisentiert, und wo eine Spe
zies n-ter Ordnung immer gleichzeitig eine Spezies (n+ 1 )-ter Ordnung darstellt. 

[The definitions of Teilspezies, verschieden, diskret, and herausra.qen were left 
unchanged. In the definition of Kongruent the last part, from 'mit anderen W orten' 
till 'unmoglich ist' was cancelled.] 
[ 4] In the margin of an unpublished manuscript Brouwer wrote the following 
remark after the definition of a spread : 'Inhalt, bzw. Quantitat sind Attribute der 
Mengen, nicht der Mengenspezies. In Gegensatz zu den Spezies ist die Menge 
ihren Elementen gegeniiber primar. Fiir den Quantitatsbegriff ist der Mengen
begriff als Grundlage unentbehrlich.' It is not clear what Brouwer means in this 
remark by 'Quantitiit'. 
[5] > denotes the constructive order relation, as defined in (1921). � is equi
valent to the negation of > .  The notation is different from that in ( 1926 A) and in 
later papers, where > is used for virtual order (§ 1) and � for constructive order 
(§ 7). 
[6] Obviously it is intended that for a1 = 1 the first part of the expression up to 

1 . 0 
2a1 - 1 lS . 

[7] Note that m = n does not mean that the cardinal numbers m and n are the 
same. Also < between cardinal numbers is not a virtual order as defined in 
(1926 A) § 1 .  
[8] I t  must be  a mistake that K i s  called a 'Menge' (spread). I t  i s  a Spezies. 
[9] After '<lass' (line 2) Brouwer added in the margin : 'gleichen Elementen rt. 
gleiche Elemente f3 entsprechen und'. 
[10] The notations and denotations are different from those in ( 1918). 
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[1 1] This example yields a counterexample to the logical formula !\ x I I A(x) 
--+ I 1 1\  x A(x), as follows : Let f be the function which assigns 1 to the sequence 
in which every member is 1 ,  and n + 2 to the sequence consisting of n ( � 0) members 
1 followed by members 2. Let x range over S3 and let A(x) stand for : f is defined 
for x. Suppose that for some x, I A(x) holds. then no 2 can occur in x, so f(x) = 1 :  
this contradicts I A(x). We have proved !\ '  I I A(x). On the other hand. sup
pose !\ x A(x). By the fan theorem there is a number m such that f(x) is known 
after the first m choices for x, but this is contradictory for the sequence beginning 
with m members 1 .  This proves I !\ x A(x). 

1925 B lntuitionistischer Beweis des Jordanschen Kurvensatzes 

[1] ( 1924 D) [p. 290]. 
[2] ( 1923 A) [p. 247] ; see also ( 1924 D). 
[3] See the remark at the end of ( 1954 D), where this part of the proof is simpli
fied. 
[ 4] As Brouwer remarked in the margin, the side of Q can be chosen to he a 
multiple of -h;s' and the sides of the squares q can be chosen equal to ft,i;'. r" must 
be r'. 
[5] § 4  must be replaced by ( 1954D). 
[6] See for the definition of 'abweichen' ( 1923 C). 

1926 A Zur Beqrundunq der intuitionistischen Mathematik II 
[1] ( 1925 A) [p. 308]. 
[Notes 2-9 were written by Brouwer in the margin of the manuscript. It is not 
known when he made these additions. The remarks in [ ]  are added by the 
editor.] 
[2] Because iw <!' ,,rx' as well as iw <!> ua" is absurd. [for in the first case there is 
an index L SUCh that wat < ua� and wap = ua� for p < L ;  this is impossible for 
(J � (J, and also for (J > (J, . The second case is analogous.] 
[3] When r is the first index for which ua� and ua� are not both equal to wa, , 
then "a� � wa, � "a�'. Consequently iw <!i "a' and iw <!> "a" are both absurd. [Here 
Brouwer writes wa, for u,a� . The reasoning is analogous to that in note [2]]. 
[4] [Before 'Wenn' Brouwer added a new headline :] Ortsbestimmung eines 
Einschaltungselementes. 
[5] (mehrdeutige Ortsbestimmung, bezw. Dualbruchentwickelung.) 
(Dedekindscher Schnitt.) 
[6] (eindeutige Ortsbestimmung, bezw. Dualbruchentwickelung, fiir welche eine 
letzte Ziffer 1 ausgeschlossen ist.) 
[7] (eindeutige Ortsbestimmung) ('duale Entwickelbarkeit') 



(Entwickelbarkeit in einen unendlichen reduziert-regelmassigen Kettenbruch 

. 1 J - . 1 J - . 1 J - . 1 J . . . (rv ganz � 2).) � � � Ir:-
[ 8] (eindeutige Ortsbestimmung.) ('Einordenbarkeit m die Rationalzahlen', 
einerseits mehr, andererseits weniger als 'entweder Rationalitat oder negative 
Irrationalitat'.) 
[9] (eindeutige Ortsbestimmung.) ( Entwickelbarkeit ineinenendlichen oder unendlichen regelmassigen Kettenbruch 

. 
1 J + . 1 J + . 1 J + . . .  (rv ganz � 1 ).) � � �  

(Weniger als 'entweder Rationalitat oder positive Irrationalitat'.) 
[10] ( 1921). 
[ 1 1]  ( 1925 A). 

1926 B Intuitionistische Einfuhrung des Dimensionsbegr(ffes 

[1] (1925 A). In later papers by Brouwer this extension of the notion of a spread 
is not taken into account, except perhaps in (1954A); see note [8] to that paper. 
[2] See for the definition of the order relation on the continuum (1926 A) § 7. 
[3] Evidently 'positiv konvergent' must here not be taken in the sense of(1923 B), 
where it involves the existence of a limit. 
[ 4] Freudenthal ( 1936) has developed the theory of located-compact spaces 
axiomatically. He made it the basis of intuitionistic topology. Ashwinikumar 
(1969 B) extended the notion of a located-compact space in different directions 
and gave applications in Ashwinikumar ( 1970 A, B). Van Dalen ( 1968 B) defined 
the relation 'A catalogues B' between subspecies of a located-compact space and 
derived some theorems about it. Troelstra ( 1966) treats the fundamental questions 
of intuitionistic topology. 
[5] ( 1924 D, G) (The fan theorem). 
[6] In the Dutch version Brouwer added after 'zu T gehoren' : 'and in which any 
two consecutive elements have a distance � ia n 

' . 
[7] Brouwer gave the definitions of 'n-dimensionales Element' and of 'n-dimen
sionales Fragment' in his paper 'Beweis der Invarianz des n-dimensionalen 
Gebiets', Math. Annalen 7 1  (191 1 ), p. 305-31 3 ;  Volume 2 ( 191 1 E). 

The union of two located-compact species need not be located-compact. The 
uniting located-compact species of two n-dimensional elements S1 and S2 must be 
defined roughly as follows : Find located sequences F 1 and F 2 such that F 1 
determines S 1 , F 2 determines S2 and F 1 u F 2 is a located sequence F; then F 
determines the uniting located-compact sequence of S 1 and S 2 •  
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[8] Bemerkungen zum natiirlichen Dimensionsbegriff, Math. Annalen 27 (1924), 
p. 635-638 ;  Volume 2 (1924 J2). 
[9] In the Dutch version Brouwer added after 'Bv ' :  'for some v � n - 2'. 
[10] Uber den natiirlichen Dimensionsbegriff, J. reine angew. Math. 142 (1913), 
p. 146-152; Volume 2 (19 1 3  A). 

1926 C Die intuitionistische Form des Heine-Borelschen Theorems 

[1] ( 1923 B). 
[2] (1926 B). 
[3] (1924 D, G). Application of the fan theorem. 
[4] See also (1954 B), remark IV. 

1927 A Zur Begrundung der intuitionistischen Mathematik III 

[1] Any detachable subspecies of a well-ordered species can be considered as 
the species of Vollelemente of the complete well-ordered species. 
[2] [Among Brouwer's papers there was a note in Dutch referring to this place] : 
The converse of a 'regulare Zerlegung' of a well-ordered species is indeterminate. 
This may be seen by the following example. 

Let A be a well-ordered species in which there occurs a last constructional 
subspecies up to the order a inclusive, and B a well-ordered species in which the 
first element has b indices. Let n1 , . .  ., na be the indices of the last constructional 
subspecies of order a in A. Suppose a � b. Then B can be joined to A on different 
levels, for we are free to modify the indices of the first element of B in one of the 
following ways : 
Change the first index into n1 + 1 , 
Change the first and second indices into n1 , n2 + 1 ,  

Change the first to bth indices into n 1 . n �  . . . . . nh + 1 .  
Now suppose a < b. Then we are free to modify the indices of the first element of 
B in one of the following ways : 
Change the first index into n1 + 1 , 
Change the first and second indices into n1 , n2 + 1 , 

Change the first to ath indices into n 1 , .  . ., na - 1 , na + 1 .  
[3] ( 1 925 A)  § 7. 

1927 B Uber Definitionsbereiche von Funktionen 

[1] Footnotes 1 ) - 4) refer to ( 1925 A) [p. 3 10], ( 1923 B) [p. 273], (1926 A) 
[p. 335] and [p. 323] respectively. 



[2] (1924 D, G). 
[3] In the margin of the manuscript Brouwer added : Begriindung von Fussnote 7). 
Das umrahmte 'einen' [at the end of the third line from below] bleibt namlich 
sinnlos, so lange man es nicht <lurch 'einen bestimmten' ersetzen kann. Und <las 
ist unmoglich, so lange <las beziigliche Fsn i . . · "' fiir diese Entscheidung noch in 
verschiedene Verlangerungen 'zerlegt' werden muss. Die Eigenschaft ist also nur 
sinnvoll fiir die Elemente von µ1 und die gehemmten Elemente von µ, und weiter 
ist definitionsgemass verabredet worden, <lass die 'Bestimmung', wenn sie fiir 
jedes Fsn, . . .  n,v besteht, auch fiir Fsn i . . .  n, gelten soll. 
[4] (1927 A). 
[5] (1923 C). The principle of excluded middle is equivalent with that of reci
procity of complementarity in this sense that, if one of these principles is universally 
valid, so is the other. In other words, if one of these principles is added to the 
axioms of intuitionistic logic, the other becomes a theorem. In ( 1954 A) [p. 526] 
Brouwer remarks that for a given property reciprocity of complementarity may 
hold, though the property is not decidable. 
[6] See for the definition of 'inhaltsgleich' ( 1927 A) [p. 354]. 
[7] L. E. J. Brouwer, Some remarks on the coherence type 17, Nederl. Akad. 
Wetensch. Proc. 1 5  ( 1 9 1 3), p. 1 256-1263 ; Volume 2 ( 1913 B). 
[8] (1923 C). 
[9] (1919 A). The more detailed paper, which is announced here, has never 
appeared. 
[10] L. E. J. Brouwer, Sur une theorie de la mesure, Enseignement Math. 1 3  
( 191 1 ), p .  377-380 ; Volume 2 (19 1 1  K). 
[1 1]  In order to understand the following examples the reader must keep in 
mind that Brouwer uses the simple negation in the weak sense. For instance, 
in example 3 the words 'z.B. gehort der <lurch die Zahl r2 gegebene Punktkern 
des Einheitskontinuums zu C 2 ,  aber nicht zu C 1 , must be understood as follows : 
As long as neither k1 has been found nor the existence of k1 has been proved absurd, 
we have no reason to place r2 in G1 or in the species {O, 1 ,  i, . . .  } ; therefore we have 
no reason to place it in H 1 . For the mathematical (strong) negation Brouwer uses 
the term 'absurd'. 
[12] (1923 C). Footnotes 1 6) and 1 7) refer to pages [279] and [276].  
[13] (1919 A) [p. 1 96, 20 1]. The more detailed paper has never appeared. 
[14] (1919 A) [p. 210, 2 1 1]. The more detailed paper has never appeared. 
[15] (1925 A) [p. 303]. 
[16] In his lectures Brouwer mentioned the union of the species of rational 
numbers and the species of negatively irrational numbers as an example of a 
pseudovolle species. 

It seems that Brouwer has never applied the notion of a pseudototal function. 
See about this notion also the posthumous paper II. 
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1927 C Virtuelle Ordnung und unerweiterbare Ordnung 

[1] Brouwer has in mind the species of points of the continuum, where :::: stands 
for coincidence. 
[2] ( 1926 A) [p. 32 1 ,  335]. 
[3] ( 1926 A) [p. 321]. 
[ 4] Among Brouwer's papers there was the following handwritten note, dated 
March 25, 1933, which was never published. 

'Die Math. Annalen 95, S. 467 [(1926 A), p. 335] eingefiihrte virtue/le Ordnung 
des Kontinuums K besitzt den Charakter der U nerweiterbarkeit, d.h. jede Relation 
a = b oder c < d, welche den infolge der Ordnungsvorschriften bestehenden 
Relationen dieser Art widerspruchsfrei hinzugefiigt werden konnte, ist infolge der 
Ordnungsvorschrift schon erfiillt. Wenn niimlich die Relation a =  b den be
stehenden Relationen widerspruchsfrei hinzugefiigt werden kann, so folgt aus der 
Ordnungsvorschrift die Absurditiit sowohl von a <!>  b, wie von a <!> b, mithin die 
Absurditiit sowohl von a > b, wie von a < b, mithin die Relation a = b. Und 
wenn die Relation c < d den bestehenden Relationen widerspruchsfrei hinzugefiigt 
werden kann, so folgt aus der Ordnungsvorschrift die Absurditiit sowohl von 
c = d, wie von c <!> d, mithin die Absurditiit sowohl von c = d, wie von c > d, 
mithin die Relation c < d. 
Dass jede unerweiterbare Ordnung eine virtuelle Ordnung ist, wurde in ( 1927 C) 
bewiesen. Der dortige Beweis der Umkehrung dieses Satzes ist aber nicht stich
haltig, weil die Inkompatibilitiit der gleichzeitigen Existenz von zwei beliebigen 
der Beziehungen r = s, r < s und r > s nicht die Inkompatibilitiit der gleichzeitigen 
widerspruchslosen Adjungierbarkeit von zwei beliebigen dieser Beziehungen nach 
.sich zieht. In der Tat ist die Spezies der vier Elemente a, b, c, d mit der ordnenden 
Relation a < b, a < c, a < d, b < d, c < d, virtuell geordnet, aber nicht unerweiter
bar geordnet.' 

[In the proof of Satz 3 the inference from I ((r < s) E ix) to ix --+  I (r < s) is not 
allowed.] 

In the margin of his copy Brouwer tried to avoid this difficulty by changing the 
definition of virtual order. He proposed to read axioms 6 and 7 as follows : 
6'. Aus der Ungereimtheit, eine der Beziehungen r < s und r > s aus der Definition 
der geordneten Projektion herzuleiten, folgt r ::::: s. 
7'. Aus der Ungereimtheit, eine der Beziehungen r > s und r ::::: s aus der Definition 
der geordneten Projektion herzuleiten, folgt r < s. 

He adds the following remark : 
'In diesem Falle ist z.B. die Sachlage ausgeschlossen, <lass fiir ein Elementepaar 

(a, b) hinsichtlich jeder der drei Beziehungen a ::::: b, a <  b und a >  b die Unmog
lichkeit der Herleitung aus der Definition der geordneten Projektion feststellbar 
wiire.' 

With this definition of virtual order the theorems in the paper hold. The order 



relations in the continuum satisfy both definitions of virtual order. However, 
in the general case the new definition seems less interesting because it involves 
the metamathematical notion of derivability. In (III), Chapter 3, Brouwer men
tioned explicitly that conditions 6 and 7 ought to be interpreted according to 
6' and 7' above. In ( 1950 A) he asserted again that every saturated (unerweiterbare) 
order is a virtual order. 

1928 A Intuitionistische Betrachtunqen iiber den Formalismus 

[1] Supplement to the bibliography : 
Fl .  Also : D. Hilbert, Ges. Abhandlungen III, p. 290-329. 
F2. Also : D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Anhang VII. 
F3. Also : D. Hilbert, Ges. Abhandlungen III, p. 405-41 5. 
F4. Also : D. Hilbert, Ges. Abhandlungen III, p. 1 57-1 77. 
F5. Also : D. Hilbert, Ges. Abhandlungen III, p. 1 78-191 .  
F6. Also : Jber. Deutsch. Math. Ver. 26 ( 1922), p. 201-2 15. 
1 1  = ( 1907). 
12 = ( 1908 C). 
13 = ( 19 12 A). 
14 = ( 1914). 
15 = ( 19 17). 
16 = ( 1919 D). 
17 = ( 1923 B). 
18 = ( 1923 C). 
19 = ( 1927 B). 
[2] It is not true that I I A --+ A for a given proposition A implies A v I A 
(see (1948 C) [p. 492]), but the assertion that I I A --+ A  holds for every proposi
tion A is equivalent with the assertion that A v I A holds for every proposition A. 
[3] Here Brouwer claims priority for one of the basic ideas of proof theory. 
[4] J. von Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Z. 26 ( 1927), p. 1-46. 
[5] F9 must be 19. 
[6] Strictly speaking the fan theorem is not needed for this conclusion. The 
theorem on negative continuity of total functions on the continuum, ( 1927 B), 
Theorem 1, suffices. It entails that the characteristic function of a decidable 
subspecies of the continuum cannot be 0 in one point and 1 in another ; therefore 
it is contradictory that a subspecies of the continuum which, as well as its comple
ment, contains a point kernel, would be decidable. 
[7] (1954 A) contains a detailed discussion of the principle of excluded middle 
and of its consequences. 

[597] 



[598] 

1928 B Beweis dass jede Menge in einer individualisierten Menge 
enthalten ist 

[ 1 ]  ( 1 925 A). Here Brouwer does not apply the more general definition of'Menge' 
which he gave in ( 1 926 B). 
[2] In order to make N identical with M it is necessary to adapt the law which 
assigns a symbol to every admissible finite sequence of choices in M. 
[3] ( 1 927 B). Theorem 2 is the fan theorem. 

1929 Mathematik, Wissenschaft und Sprache 

[ 1]  The paper ( 1 933) contains a Dutch translation of parts I and II of this lecture 
with some additions. The most important of these additions will be cited in the 
notes below ; they are marked ' [ 1933]'. 
[2] [ 1 933] Heading : Reflection on mathematics, science and language. 
[3] [ 1933] All three are subject to free volition with respect to extent and to 
modality. 
[ 4] [ 1933] As a consequence of the appearance of objects (including one's own 
person and one's fellow creatures) the world of perception is itself more or less 
stabilized. Objects differ widely in their degree of egoicity, i.e. the degree to which 
the desire for their stability is accepted as a guiding force for the free will. 
[5] [ 1 933] The performance of mathematical actions and the choice of the ends 
they are to serve are also subject to free volition. In particular the degree of 
egoicity of objects is expressed in the choice of ends. It is even an essential condi
tion for any initiative of the will that the order of this degree is clear ; where it is 
blurred out, dreaming away can only be interrupted by automatic routine action. 
[6] Replace 'Mitmenschen' by 'Mitgeschopfe' ; see ( 1930 A), footnote 3. 
[7] [ 1933] For instance it is a quite essential hypothesis for a mathematical 
theory about my fellow-creatures that each of them possesses a mathematical
scientific mechanism of observation, action and reflection which is analogous 
to mine. 
[8] [ 1933] However, such a mathematical theory often becomes unconscious 
once it has aroused the readiness to action, while nevertheless this readiness 
remains as an automatic routine. 
[9] [ 1 933] Of course the scientific theories which are at the basis of languages 
are far from exact. On the contrary, the greater part of the stability and the formal 
exactness which a language seems to possess by its grammar and its dictionary 
gets lost in practice because everyday life needs many more elementary notions 
than the elementary words and associations of words which language offers. On 
the other hand stability and exactness of the language is not necessary in practice 
because people are drilled by a common will to an automatism of understanding 
incomplete sentences. 

Everything said so far is reasonable reflection, i.e. mathematical speculation in 



which the content neither of ends, nor of objects in the world of perception is 
involved. It is an essential hypothesis for human understanding that the structure 
of this reasonable reflection is the same for all individuals. Therefore it represents 
an eminent social value as a means of avoiding confusion in fixing the principles 
of social organization and in consolidating social life. 

Moral reflection is of a completely different and much more individual nature. 
It tests the objects of the world of perception and also the mathematical activity 
itself with respect to their egoicity, and consequently their right to exist as sources 
of guiding force for the free will. Moral reflection tries to approach the connection 
between ends to be chosen and the origin and design of our life, which are clear 
as well as mysterious, by dwelling with tense vigilance on the borderline between 
dreaming away and perception of time. Causality appears there only ephemerically 
and there is no place for mathematical action. Its language is inexact and unstable, 
more suggestive than adequate, 'it ought not to be taken literally'. It assumes a 
'prophetic' character in the rare cases where an inspiration is received which is 
transferable or which conveys a tendency to collective action. 

Still moral reflection is not without social importance, firstly because, though 
practised in complete solitude, it induces a feeling for social justice and readiness 
to struggle against evil, and besides because from its prophetical language there 
crystallize now and then most useful moral theories. 
[10] [1933] Heading : Criticism of the attempts to purge mathematics by 
linguistic means. 
[1 1] Brouwer changed 'positiven' into 'geraden', 'negativen' into 'ungeraden'. 
[12] In all the following examples 'nicht' is used in the weak sense. Thus 'Diese 
duale Pendelzahl ist weder gleich Null noch von Null verschieden' must be 
understood as follows : We have neither a proof that this number is equal to zero, 
nor a proof that it is different from zero. Brouwer expresses the mathematical 
negation by 'unmoglich' or by 'absurd'. 
[13] See for the intuitionistic form of Jordan's theorem ( 1925 B). 
[14] See ( 1923 B). 
[15] See ( 1924 C, E), de Loor ( 1925) and H. Weyl ( 1924). Van der Corput (1946) 
gave another rroof. 
[16] This is an immediate consequence of the continuity of total functions. See 
( 1927 B) Theorem 1 and footnote 10. 

1930 A Die Struktur des Kontinuums 

[1] This footnote is difficult to understand. In 'Existenz von A' A must be a 
mathematical entity, while in 'Widerspruchsfreiheit von A' A must be a proposition. 
The remark becomes false when we read 'Widerspruchsfreiheit der Existenz von A', 
for (A � B) � ( I  I A � I I B) is a theorem in intuitionistic logic. Probably 
Brouwer means the following: :  Let A denote the conjunction of the axioms of the 
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arithmetic of real numbers, B the conjunction of the axioms of Euclidean geometry. 
From any model of A we can construct a model of B. It does not follow that 
we can derive a formal consistency proof of B from any formal consistency proof 
of A. 
[2] ( 1 929) [p. 425]. 
[3] ( 1 929) [p. 4 1 7]. 
[4] ( 1 929) [p. 425]. 
[5] See, however, note [ 4] to ( 1 927 C). 
[6] This must be : '<lass I unmoglich eine Teilspezies von Iv sein kann'. 

1933 Volition, Knowledge, Language 

[1] Translated from (1 933), part III. Parts I and II of this paper are almost 
literal Dutch translations of parts I and II of ( 1 929) with some additions which 
have been mentioned in the notes to the latter paper. The paper was read in 
Amsterdam on Dec. 1 2, 1 932. 
[2] The negations must be understood in the weak sense ; see ( 1 923 C) note [1]. 
[3] Here Brouwer added in the margin : 'consequently nv = lsv l ' . 
[ 4] By this definition the function is not defined for values of x for which the 
order relation with respect to 1 (or to - 1 ) is not known. This can be remedied 
as follows : 

f(x) = 1 + (nv - l)(x + 2)+ [i(sv -nv) - (nv - l)]max (x + 1 ,  0) + 
+ [ - 1 - s,. -i(s,. - n,.)] max (x- 1 , 0). 

The definition in the text becomes correct if we change 'the function of x' into 
'the continuous total function of x' . 
[5] In the margin Brouwer completed the definition of the rp by : 'while for 
p > kv every r P is a rotation around the same axis as for p = kv ' . 

1937  Signific dialogues 

[1] Brouwer gave an account of the signific movement in the Netherlands in 
his paper (1 946). The leading person in this movement was G. Mannoury. His 
main writings are : 

Die signifischen Grundlagen der Mathematik. Erkenntnis 4 (1934), p. 288-309, 
3 1 7-348 ; 

Handboek der Analytische Signifika I, II, Bussum 1 947-1948 ; 
Polairpsychologische Begripssynthese, Bussum 1 953 ; 
Les deux poles de !'esprit, Paris 1 932. 

The dialogues from which the following fragments are taken, were held during 
the years 19 19-1924. They were published in 1 937. In view of the small number of 
documents concerning Brouwer's philosophical ideas it seemed desirable to 
publish the most important of his contributions to the discussion. 



1939 Zurn Triangulationsproblem 

[1] See for the definition of 'katalogisiertkompakte Spezies' ( 1926 B). 
[2] Evidently Brouwer means that the inequalities must be fulfilled for every 
value of p such that 1 ::::;; p ::::;; p and for one value of g such that 0 ::::;; g ::::;; s. � must 
be replaced by ::::;; . Analogous remarks must be made about the next definition. 
[3] See for the definitions of 'Fragment' and of 'gemessen' Brouwer's papers : 
Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets, Math. Annalen 71 ( 191 1 ), 
p. 306 ; Volume 2, ( 191 1 E). 
Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 ( 191 1 ), p. 98 ; Volume 
2, ( 19 1 1  D). 

1942 A Zurn .freien Werden von Mengen und Funktionen 

[1]" ( 1926 B). 
[2] The references are to (1923 A), ( 1924 A) and (1927 B). 
[3] Brouwer elaborated this idea in (1942 B). 
[4] The references in footnotes 6)-10) are to (1925 A). 
[5] Admitting 'Verengerungszusiitze zweiter Ordnung' causes unpleasant com
plications. Brouwer revoked it in (1952 B) ; see note [1 1] to that paper. 

1942 B Die reprasentierende Menge der stetigen Funktionen des 
Einheitskontinuums 

[1] The references are to (1925 A) and ( 1927 B). 

1942 C Beweis dass der Begriff der Menge hoherer Ordnung nicht 
als Grundbegriff der intuitionistischen Mathematik in 
Betracht kommt 

[1] (1942 A). 
[2] Here follows another wording of the definition of a second order spread. 
We restrict it, as Brouwer does, to the case of universal spreads, i.e. spreads in 
which every finite sequence of natural numbers is admissible. Let ijJ be a given 
numbering of the finite sequences of natural numbers. If rt. is an infinitely proceeding 
sequence of natural numbers (an ips), then iin will denote ifl(<rt.(O), . . .  , rt.(n - 1))). 
A first order spread M is defined by a function <p which assigns a mathematical 
entity to every natural number. The element of M corresponding to the ips rt. 
is the sequence An · <p(iin), In a second order spread Nu, <p is replaced by an element 
a of a first order spread M. Let <p be as above and let a correspond to the ips /3, 
then a = An · cp(/Jn). The element of N" corresponding to the ips rt. is An · a(iin) = 

An · <p(/J(iin)). Brouwer argues that, for every a, N" is a subspecies of the spread M 1 
and that M 1 is the union of the N" . 
[3] p must be replaced by (. 
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1946 A Synopsis of the signific movement in the Netherlands. 
Prospects of the siqnific movement 

[1] The prospectus cited here is ( 1918 A). 
[2] Here follow letters on the prospectus from Martin Buber and Erich Gutkind, 
with Brouwer's replies. 
[3] See ( 1919 C). 
[4] See ( 1937). 

1946 B Address delivered on the conferment upon Professor G. 
Mannoury of the honorary degree of Doctor of Science 

[1] Multatuli, pseudonym ofEduard Douwes Dekker, Dutch author, 1 820-1887. 
[2] G. Mannoury, Handboek der analytische signifika I, II, Bussum 1947-1948. 
Polairpsychologische begripssynthese, Bussum 1953. 
[3] See about these papers the obituary by D. van Dantzig, Gerrit Mannoury's 
significance for mathematics and its foundations, Nieuw Archief Wiskunde (3) 
5 ( 1957), p. 1-18. 

1947 Guidelines of intuitionistic mathematics 

[1] We have translated the Dutch 'samenvatten' for lawful sequences by 'survey 
in one act', for choice sequences by 'create', hoping to render Brouwer's ideas by 
these terms. 
[2] Brouwer does not specify how the restrictions may be varied. He has hesitated 
about the question whether 'second order restrictions' ( 1942 A) on the freedom of 
future restrictions must be admitted. From (1952 B), footnote * on p. 142 [p. 5 1 1] 
it appears that he eventually shrinked from the complications which this involves. 
[3] See also (1925 A) and ( 1954 A). Brouwer does not take into account the 
generalization which he considered in ( 1926 B). 

1948 A Essentially negative properties 

[1] Note that 'cannot be tested' must be taken in the sense that no method is 
known to test a. Ordinary negation is used by Brouwer in this weak sense. For 
mathematical negation he uses 'absurd' or 'contradictory'. 
[2] See about this notion Van Dantzig (1949). Recently attempts have been 
made to clarify Brouwer's theory of the creating subject. See Troelstra ( 1969) and 
the literature mentioned there. 
[3] See for the definitions of the relations < ,  > ,  �' S> ( 1926 A) [p. 329] or 
(1948 C), footnote on p. 1246 [p. 491 ]. 



1948 C Consciousness, Philosophy and Mathematics 

[1] The mathematical part of the lecture is a translation of (1948 B) with some 
additions. 
[2] See ( 1928 A), § 2. 
[3] In ( 1948 B) Brouwer added the following footnote (in Dutch) : 
This means that when in a given species of mathematical entities the principle of 
excluded middle holds for some property, then the principle of reciprocity of 
complementarity holds for that property in that species. The other interpretation, 
which is also true and for which even the converse holds by ( 1923 C), namely that 
if the principle of excluded middle would hold for every mathematical proposition, 
then the principle of reciprocity of complementarity would also hold for every 
mathematical proposition, has no mathematical significance. 
[4] It is proved in ( 195 1 )  that the assertions in each pair are non-equivalent. 
See also note [3] to that paper. 
[5] Brouwer elaborated this remark in ( 1948 A). 
[6] See ( 1923 C). 

1949 A The non-equivalence of the constructive and the negative 
order relation on the continuum 

[1] See for the definition of these relations (1951 ). 
[2] Brouwer defines two sequences Q(y, o:) and R(y, o:). 
[3] A An-interval has endpoints a ·  2- n  and (a + 2) ·  2 - n, a a whole number. See 
(1925 A), p. 253 [p. 3 10]. 
[ 4] This application ofBrouwer's continuity principle is unjustified. n(f) depends 
not only on the members of the sequence f, but also on the restrictions on its 
continuation. For instance, if the freedom of choice for f is restricted by the 
condition that every w•) must contain the number !, then n(f) can be taken 0. 
On the other hand, as long as no restrictions are made on the continuation of 
f (except those contained in the definition of J), it cannot be decided whether f 
is rational or not. Thus for no f there can be found a number n(f) such that the 
decision about o: f is the same for every continuation of the initial segment of f 
with length n(f). 

Among Brouwer's papers there was a handwritten note in Dutch referring to 
this proof, which may throw some light on his line of thought. Here follows a 
translation. 
Further distinctions in connection with the excluded middle. 

ii will mean : a is non-contradictory. 
� will mean : a is contradictory. 
b implies a will mean : from now on I have an algorithm which enables me to 

derive a from b. 
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The principle of testability can assert : 
either : from now on either ii or g_ holds. notation : la. 
or : from a certain moment in future on either ii or � will hold, notation : al. 

Then al is non-contradictory, but la need not be non-contradictory. For instance, 
let p be a point of the continuum in course of development, whose continuation 
is free at this moment, but may be restricted at any moment in the future ; then 
(p is rational)! is non-contradictory, but l(p is rational) is contradictory, for the 
complete freedom which exists at this moment makes it impossible to be sure that 
the rationality of p is contradictory, but also to be sure that it is contradictory 
that the rationality of J? is contradictory. 

Let ac be the assertion that the real number c is rational, and let the continuation 
of c be free at the moment when the assertion is made. Let a be the drift with kernel 
0 and counting numbers 2- n. R(a, !Y.c) > 0, but it is contradictory that at this moment 
R(a, ac) 'l> 0. Hence at every moment there are numbers > 0 for which it is contra
dictory that they are 'l> 0 at the same moment. Consequently it will be contradictory 
at every moment in the future that there exists an algorithm which derives for every 
real number k > 0 that k 'l> 0. Hence the equivalence of > 0 and 'l> 0 is contra
dictory. 

However, on further reflection this proof of contradictority seems unsatisfactory, 
for la does not seem admissible as a mathematical notion. The proof becomes 
unattackable in the following modified form : [Here follows essentially the same 
proof as is given in ( 1949 A).] 

1949 B Contradictorily of' elementary geometry 

[1] It is not clear why Brouwer considers this proof unsatisfactory. Had he in 
mind the application of geometry to the space of experience? He cannot have 
meant the objection made in note [ 4] to (1949 A). 
[2] For the definitions of these notions see ( 1 949 A). 
[3] Here the objection in note [ 4] to (1949 A) cannot be made, because the fan 
theorem is not needed ; see note [6] to ( 1928 A). 
[ 4] Note the difference between the mathematical negation, denoted by 'contra
dictority', and the conversational negation, denoted by 'not true'. 

1950 A Remarques sur la notion d'ordre 

[1] See ( 1927 C), in particular note [ 4] to that paper. 
[2] ( 1948 A). 
[3] For example : r is the limit of the sequence {an}, where an = 2- n if there are 
no 10 consecutive 7's among the first n digits in the decimal expansion of n and 
an = 2- k if k is the smallest number such that the (k - 9)th-kth digits are 7 and 
k < n. 



1950 B Sur la possibilite d'ordonner le continu 

[1] ( 1950 A). 
[2] eprouvable = testable. See ( 1948 C) [p. 490]. 

1951 On order in the continuum, and the relation of truth to non-
contradictority 

[1] ( 1926 A), § 7. 
[2] ( 1948 B). See the translation in ( 1948 C) [p. 490]. 
[3] ( 1948 B). See the translation in ( 1948 C) [p. 493]. ( 1949 B). In ( 1949 A) 
Brouwer proved that a >  0 and a <t> 0 cannot be equivalent. In ( 1949 B) he inferred 
from this result that a � 0 cannot be equivalent to (either a = 0 or a<t> 0). However, 
the proof in (1949 A) is open to objection ; see note [ 4] to that paper. In (1949 B) 
Brouwer shows that a -=/= 0 cannot be equivalent to (either a < 0 or a > 0) and that 
a = a cannot be equivalent to (either a � 0 or a � 0). 

It is easily shown that in each of the four pairs the negations of the two assertions 
are equivalent. 
[ 4] ( 1928 A). 

1952 A An intuitionist correction of the fixed-point theorem on the 
sphere 

[1] point core = Punktkern. See for the definition ( 1923 A) § 1 or ( 1952 B) 
[p. 5 12]. 
[2] For the Bolzano-Weierstrass theorem see ( 1952 C). 
[3] For the definition of a fleeing property ( = fliehende Eigenschaft) see ( 1929) 
§ III or ( 1933) § Ill. 
[ 4] See the correction in (1 952 D), footnote 2). 

1952 B Historical background, principles and methods of intui
tionism 

[1] In the margin Brouwer changed 'complete' into 'absolute and sure' . 
[2] R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, Braunschweig 1 888 ; 
also : Ges. math. Werke III, p. 335-39 1 .  
Brouwer's comment :  ( 1907) [p. 78], footnote. 

G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1 883 ; 
Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre I, II, Math. Annalen 46 
( 1 895), p. 48 1-5 1 2  and 49 ( 1897), p. 207-246. Auch in : Ges. Abh. mathematischen 
und philosophischen Inhalts, Hildesheim 1962. 
Brouwo?r's comment : ( 1907) [p. 80-82] . 
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D. Hilbert. See ( 1928 A); also Brouwer ( 1907) [p. 77-79] . 
B. Russell, An essay on the foundation of geometry, Cambridge 1 897; Principles 

of mathematics I, Cambridge 1903. 
Brouwer's comment : ( 1907) [p. 6 1 --67, 7 1 ] . 

E. Zermelo, Sur les ensembles finis et le principe de !'induction complete, 
Acta math. 32 ( 1909), p. 185-193 ; Beweis dass jede Menge wohlgeordnet werden 
kann, Math. Annalen 59 ( 1904), p. 5 14-5 16; Untersuchungen iiber die Grundlagen 
der Geometrie, Math. Annalen 65 ( 1908) p. 261-28 1 .  
Brouwer's comment :  ( 1907) [p. 84], ( 1912 A), ( 1917), remark 1 1 . 

L. Couturat, Les principes des mathematiques, Paris 1904 ; Pour la logistique, 
Revue Metaphysique Morale 14 ( 1906), p. 208-250. 
Brouwer's comment : ( 1907) [p. 90--91] .  
[3] In the margin Brouwer changed 'element extraneous to language and logic' 
into 'extralingual element'. 
[ 4] Evidently Brouwer means Godel's paper 'Uber formal unentscheidbare Siitze 
der Principia Mathmatica und verwandter Systeme I', Monatshefte Math. 38 
( 193 1 ), where it is proved that a consistency proof for elementary arithmetic cannot 
be given within that theory. However, Gentzen, Kalmar and Ackermann had 
given consistency proofs by means of transfinite induction up to 1:0 , which is 
admissible in intuitionistic mathematics. 

G. Gentzen, Math. Annalen 1 1 2  ( 1936), p. 493-565. Translation in : M. E. Szabo, 
The collected papers of Gerhard Gentzen, p. 1 32-201 ; see also p. 201-2 13  and 
252-286. 

W. Ackermann, Zur Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie, Math. Annalen 
1 1 7 ( 1940), p. 162-1 94. 

Kalmar's proof was published in : Hilbert und Bernays, Grundlagen der 
Mathematik II, 2. Auflage ( 1970), p. 5 1 3-535. 
[5] H. Poincare, La science et l'hypothese, Paris 1 902 ; La valeur de la science, 
Paris 1905 ; Science et methode, Paris 1908 ; Dernieres pensees, Paris 19 13. 
Brouwer's comment :  ( 1907), chapter 3. 

E. Borel, Quelques remarques sur les principes de la theorie des ensembles, 
Math. Annalen 60 ( 1905), p. 194-195 ; La logique et !'intuition en mathematiques, 
Revue Metaphysique Morale 1 5  (1907), p. 273-283 ; Sur les ensembles effectivement 
enumerables et sur les definitions effectives, Atti Acad. Lincei, Rendiconti cl. sc. fis. 
(5) 28 ( 1919), p. 163-165 ; Les paradoxes de l'infini, Paris 1946 ;  Le9ons sur la 
theorie des fonctions, 2• ed. Paris 1914, Note IV. 

H. Lebesgue, Sur certaines demonstrations d'existence, Bulletin Soc. math. 
France 35 ( 1907), p. 202-212 ;  Sur les controverses sur la theorie des ensembles et 
la question des fondements, Les entretiens de Zurich ( 1 94 1 ), p. 1 09-1 24. 
See about the pre-intuitionist school : 

P. Bockstaele, Het intuitionisme bij de Franse wiskundigen, Verhandelingen 
Kon. Vlaamse Acad. Klasse Wetensch. 1 1  (1 949) no. 32. 



[6] The notion of an ever-unfinished and ever-denumerable set occurs in 
Brouwer's thesis ( 1907) under the name of 'aftelbaar onaffe verzameling'. In the 
translation I used the shorter expression 'denumerably unfinished set'. 
[7] Probably Brouwer means by the axiom of ordinal connectedness the axiom 
that every Dedekind cut in a line determines a point. Hilbert's Vollstandigkeits
axiom occurs in his Grundlagen der Geometrie, Axiom V2. 
[8] See ( 1928 A). 
[9] In the margin Brouwer added after 'intuition' : i.e. by unlimited repetition of 
the process of generating a twoity or a fundamental sequence of mathematical 
entities previously acquired. 
[10] The fear which Brouwer expresses here seems to be invalidated by recent 
work on constructive analysis. See for example : 
E. Bishop, Foundations of constructive analysis, New York 1 967. 
Trudy mat. inst. im. V. A. Steklova 52 ( 1958), 67 ( 1962), 93 ( 1967), 1 13 (1970), 
1 14 ( 1970). Zapiski naucnyh seminarov Leningradskogo otdelenija mat. inst. im. 
V. A. Steklova 4 ( 1 967), 8 ( 1968), 16 ( 1969), 20 ( 1971 ). 
[1 1] Probably Brouwer means that a species S must be re-defined when new 
mathematical entities, which may be elements of S, have been constructed. In 
stead of the condition of simple predicativity Brouwer introduced in (1925 A) 
species of different order. 
[12] See (1942 A), remark 2. It is not clear how introspection could forbid us 
to introduce the notion of second order restrictions. The reason for not introducing 
them is simply that they are hard to manage. 
[13] See for the proof ( 1927 B) or ( 1954 A). 
[ 14] See ( 1919 A) § 16. 
[ 1 5] By the Classical Cartesian plane Brouwer means the species of points 
defined by predeterminate (lawful) sequences. In ( 1930 A) he used for the analogous 
notion in one dimension the expression 'reduziertes Kontinuum'. 
[16] See ( 1927 B) § 3. In ( 1954A) the theorem appears as a special case of a more 
general continuity theorem. 

1952 C On accumulation cores of infinite core species 

[1] The definitions of a real number and of a real number core occur for the first 
time in ( 1927 B) ; they are there called 'Punkt des Linearkontinuums' and 'Punkt
kern des Linearkontinuums'. The notions of a point and of a point core had been 
introduced in ( 1919 A) and ( 1923 A). 
[2] See for the definitions of these notions ( 1929). 
[3] The definition of a standard number is analogous to that of a standard point, 
as given in ( 1952 B). 
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1952 D Fixed cores, which cannot be found, though they are claimed 
to exist by classical theorems 

[1] The words 'cannot be constructed' must be understood here in the sense of 
'at this moment we are not able to construct'. For the mathematical negation 
Brouwer uses 'absurd' or 'contradictory'. 

1954 A Points and spaces 

[l] (1952 B). 
[2] See for recent work on the notion of a choice sequence : 
Kreisel ( 1968 B), Kreisel and Troelstra ( 1970), Myhill ( 1966, 1968, 1 970), van 
Rootselaar ( 1970), Troelstra ( 1968 B, 1969 A, B, C, 1 970 A, B). 
[3] It is questionable whether this attempt at a generalization of the notion of 
equality, and in particular the formalization of the notion of contradiction, fits 
into the intuitionistic current of thought. It seems more adequate to define equality 
in every case anew and to verify each time that the definition satisfies the conditions 
of symmetry, reflexiveness an transitivity, and that it does not contradict earlier 
definitions of equality. 
[ 4] In a formal system for the predicate calculus the three principles are for
malized as follows : 

Simple form Extended form 
Principle of judgeability 

( la) A v  I A I (lb) /\ x(A(x) v I A(x)) 
Principle of testability 

(2a) I A v I I A I (2b) /\ x(I A(x) v I I A(x)) 
Principle of reciprocity of complementarity 

(3a) I I A -+  A I (3b) /\ x( I I A(x) -+ A(x)) 

It follows from the theorem I (A v I A) -+ I A & I I A, that ( la) and con
sequently (2a) and (3a) are non-contradictory. The contradictority of ( lb) and of 
(2b) was proved in ( 1928 A). (3b) would entail /\ x I I A(x) -+ /\ xA(x). That this 
is contradictory can easily be obtained from example S3 in ( 1925 A) ; see note 
[1 1] to that paper. 
[5] ( 1948 C). 
[6] Brouwer remarks that /\ x I A(x) -+ I /\ xA(x) holds, but /\ x I I A(x) -+  
I I /\ xA(x) does not hold in general (this follows also from example S3 in 
( 1925 A)) ; however, 1 1 A & 1 1 B -+  I I (A & B)holds. 
[7] It is easily proved, without using the principle of excluded middle, that the 
relation of equipotentiality is symmetric. 
[8] Brouwer does not explain what he means by 'not necessarily predeterminate'. 



The most reasonable interpretation is the extension of the notion of a spread which 
he indicated in ( 1926 B). It comes to the following. 

The species K is determined by free choices as follows : In the first place the 
decision mentioned under (i) is made and, if necessary, m0 is chosen. Further the 
nodes are examined one after the other in the order of the natural denumeration 
and for every node p that has already been placed in K, the decision mentioned 
under (ii) is made and, if necessary, mp is chosen. Each of these decisions is made 
by a free choice. The properties of the natural denumeration warrant that this 
process is possible. In this way K is determined by a free choice sequence. The 
freedom can be restricted, but if every spread is admitted as a restriction, the 
definition of a spread becomes circular. Probably Brouwer had in mind that only 
lawful restrictions, i.e. restrictions which do not depend upon choices, can be 
admitted. 

In the same way a crude block is determined by deciding for the nodes of K one 
after the other in the order of their natural denumeration whether it will belong 
to the block or not. The restriction on these decisions must be such that no arrow 
in w(K) can avoid it. Further restrictions are necessary for a proper block. Analo
gous remarks can be made about the definition of a bar. 

Kleene interpreted 'not necessarily predeterminate' as 'dependent on a free 
choice parameter'. He showed that under this interpretation the bar theorem is 
false. (Kleene and Vesley 1965). His example is as follows : 

Define a crude bar C(/3), dependent on a free choice parameter /3, in the universal 
spread direction by the following conventions : 

<a) E C � 1 /\  x({Jx = 0). 
<ao , a1 ) E C � /3a1 = 0. 

For any arrow a, if {3a1 = 0, then <a0 , a 1 ) E C; if {3a1 =I- 0, then <a0) E C. Thus C 
is a crude bar. Suppose B is a block and B c C(/3). For f3 = Jen · 0, <O) ¢ C(/3), 
so <O) ¢ B. As B is decidable, it must be known after some finite segment of f3 has 
been chosen, say after fJ(N), that <O) ¢ B. Take /3(m) = 0 for m �  N, /3(N + 1 )  = 1 ,  
aO = 0, a l  = N + 1 ,  then <a0) ¢ B and <a0 ,  a1)  ¢ B,  so a does not meet B. 
[9] n > 1 must be n � 1 .  
[10] This must be so  understood that n(a) depends only on the members o f  the 
sequence a, not on the restrictions for the continuation of a. See note [ 4] to 
(1949 A). 
[ 1 1] It can be shown by a simple application of transfinite induction that every 
well-ordered block is a bar. 

Charles Parsons (J. van Heyenoort, From Frege to Godel, p. 45 1--452) gives an 
analysis of the suppositions made in the proof of the bar theorem. 

[609] 



[610] 

1954 B Addenda and corrigenda on the role of the principium tertii 
exclusi in mathematics 

[1] For this paper the translation in J. van Heyenoort, From Frege to Godel, 
p. 341-342, is used. 
[2] This contradictority is implicit in example S3 in (1925 A) [p. 3 1 3] .  It is 
stated explicitly in ( 1 928 A). 
[3] Located compact spaces were introduced by Brouwer in (1926 B). 
[ 4] v < ki if among the first v digits in the decimal expansion of n there occurs 
no sequence 0 1 23456789 ; v ;?; k1 if such a sequence does occur. 
[5] The expression 'classical continuum' seems less appropriate than the term 
'reduziertes Kontinuum' which Brouwer used in ( 1930 A). 
[6] See also ( 1954 C). 

1954 C Further addenda and corrigenda on the role of the principium 
tertU exclusi in mathematics 

[ 1] For this paper the translation in J. van Heyenoort, From Frege to Godel, 
p. 342-345, is used. 
[2] See about this definition note [ 4] to (1933). 
[3] See for the definition of 'opaque fleeing property' (1 952 B), p. 141 [p. 5 10]. 
[ 4] See for the apartness relation ( 1919 A), p. 3 [p. 191] (ortlich verschieden) or 
(1923 C) (Entfernung). 
[5] This is not correct. A positively irrational point p lies apart from the m-cores, 
but it cannot be decided whether the derivative in p will be ! or l Therefore the 
conclusion in the next paragraph holds. 
[6] See (1954 A) p. 16 [p. 537]. Brouwer nowhere defines 'accretion sequence' 
(accretiereeks) ; probably it means the same as 'arrow'. In ( 1954 A) he defined 
'accretion of order n' as 'each last constituent of a node of order n' [p. 537]. 

1954 D Ordnungwechsel in Bezug auf eine coupierbare geschlossene 
stetige Kurve 

[1] ( 1925 B). 
[2] [p. 3 15- 3 1 6] . 
[3] [p. 3 16., 3 1 7]. 

1954 E Intuitionistic differentiability 

[1] What Brouwer calls here the intuitionistic continuum is the same as what he 
called elsewhere simply the continuum. The distinction between the classical and 
the intuitionistic continuum was introduced in (1930 A), where the classical 



continuum is called 'reduziertes Kontinuum'. See also note [15] to ( 1952 B). 
[2] See about this definition note [ 4] to ( 1933). 
[3] An assertion is judged when it is either proved or reduced to absurdity. See 
(1948 C) [p. 489]. 

1954 F An example of'contradictorU1 ·  in classical theorr offimctions 

[1] ( 1954 C). 
[2] See for the definition of 'standard number' ( 1952 B) [p. 5 14]. 
[3] See ( 1928 A) and note [4] to (1954 A). 

1955 The effect ol intuitionism on classical algebra of logic 

[1] Lecture delivered at the celebration of the centenary of the laws of Thought 
by George Boole, 24th May 1954. 
[2] To refute (4) it is not necessary to introduce choice sequences. Let f be an 
opaque fleeing property, then CT =  Vxf(x) and r = I V  xf(x) is a counterexample. 
[3] For this proof the notion of a choice sequence is essential. Let A(x) be a 
predicate of the reals such that V xA(x) and V x I A(x). Then A x(A(x) v I A(x)) 
is contradictory ( 1928 A) ; see also note [6] to ( 1928 A). Contradictority of (2) 
and of (4) is proved by taking CT =  A(x), r = I A(x); that of (3) by taking 
CT ==:  r = A(x) v I A(x). 
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aufzahlbar 1 54, 3 1 2  
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Ausschnitt 355 

auszahlbar 1 54, 3 1 2  

Begrenzung 201 
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differenzierter - 1 55 

- von Ordnungszahlen 1 78 seq., 360 seq. 
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Blockfunktion 461 
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Dedekindscher Schnitt 43 1 
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diskret 303, 526 discrete 
durchzahlbar 1 54, 3 1 2  
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infinitiire - 260, 28 1 

messbare - 255 

negativ stetige - 391 
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halbgleichmiichtig 1 52, 305 
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Hauptelement 1 63, 329 
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induziert 1 79 seq., 360 seq. 
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Integral 256 
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offenes - 1 60, 322 
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kausale Folge 4 1 7, 480 causal sequence 
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Kondensationspunkt 1 95 
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429 seq., 5 1 4, 525 
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Liisungszahl 425, 444, 506 critical number 
Loswindung 279 
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Menge 1 50, 301 ,  529 spread 
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individualisierte -
- hoherer Ordnung 
wohlkonstruierte -

Mengenspezies 
mess bar 

nachzlihlbar 
Nliherungszahl 
Nullelement 

Oberzahl 
Operation, erzeugende 
Ordinalzahl 

wohlgeordnete -
Ordnung (vid. geordnet) 
Ordnungszahl 
Ortsbestimmung 

Pendelzahl 
perfekt 
Prlizisionslage 
Prinzipium tertii exclusi (vid. Satz vom 

ausgeschlossenen Dritten) 
Projektion, geordnete 
projektionsgleich 
priifen 
Punkt 

- der Ebene 
- des Kontinuums 
freier -
isolierter -
unbegrenzter -

Punktkern 
Punktmenge 

gleichmlissige -
numerierte -
ortlich individualisierte -
uniforme -

Punktspezies 
ganze -
gleichmlissige -
limitierbare -
uniforme -

Quadrat, K-, Jc-

Reihe, negativ konvergente 
non-oszillierende -
positiv konvergente -

247, 302, 5 1 2, 529 

1 50, 302 

462 

140 

590 

214  seq., 249, 5 1 3  

3 1 2  

426, 491 

352 

425, 444 

1 69, 352, 53 1  

16 1 ,  323 

1 69 

357 

240 

425, 553 

1 64, 1 96, 329 

432 

406 

406 

268, 478, 490, 539 

1 9 1  

236 

1 95 

1 95 

1 95 

246, 390, 5 1 3  

1 9 1 ,  390 

1 93 

1 92 

1 94 

193 

1 94 

1 93 

201 

193 

1 55,  1 9 1 ,  5 1 3  

273 

272 

273 

fini tary spread, fan 

measurable 

kernel 

up-number 
generating operation 
order type 
well-ordered type 

ordinal number 

oscillatory shrinking number 

to test 
point 

(point) core 
point spread 

point species 

grid square 
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Reziprozitiit der Komplementarspezies 

Rest 

Satz vom ausgeschlossenen Dritten 
mehrfacher - - -

Separabilitiit in sich 
Spaltungsspezies, konjugierte 
Spezies 

- n-ter Ordnung 
punktierte -
wohlgeordnete -

basierte - -
kondensierte - -
quasi-vollstiindige - -
vollstiindige - -

Summe, ordnungsgemiisse 
superponiert 

Teilung, ordnungsgemiisse 
Treppenfunktion 

iiberdeckt 
Ubereinstimmung 
iibereinstimmen, ortlich 
iibergeordnet 
iiberlagert 
ii berziihl bar 
Umfang, von grosserem (gleichem) 
Umgebungsmannigfaltigkeit 
unbegrenzt 
unendlich 

abziihlbar -
reduzierbar -

Unterspezies, konstruktive 
Unterzahl 
Urintuition 
Urspezies 

Verflechtung 
vergleichbar 
Verkniipfungssymbol 
verschieden 

ortlich -
Verschmelzungsbeziehung 
versichert 
Verzerrung 
Vollelement 
Vollprodukt 

268, 552 

355 

75, 1 09, 410, 483 
4 12  
435 
192 
5 1 1  
1 5 1 ,  303 
1 9 1  

reciprocity of absurdity 
(complementarity) 

Principle of the excluded third 

species 

45, 8 1 ,  1 69, 352, 530 well-ordered species 
359 
1 72, 359 
358 
357 
325, 531  
1 58, 3 1 1 

321 
461 

1 58 
280 
1 94 
1 58, 3 1 0  
3 1 1 
3 1 2  
1 58, 3 1 1  
453 
1 95, 5 1 6  
1 52, 305, 528 
1 54, 306, 528 
1 52, 305 
1 69, 352, 531  
425, 444 
41 8, 477 
1 69, 352 

279 
425 
1 88, 386 
303, 5 1 1 ,  526, 527 
1 9 1 ,  238, 278, 525 
279 
286, 393, 534 
398 
352 
327 

ordinal sum 

lying open 
infinite 
denumerably infinite 

constructional subspecies 
down-number 
basic intuition 
basic species 

different 
apart 

barred 



Wahlfolge 1 50, 302, 5 1 1 infinitely proceeding sequence 
Wegschiebung 296 
Weite, von griisserer (gleicher) 3 1 1 ,  3 1 2  
Widerspruchslosigkeit 92, 4 10  noncontradictority, consistency 
Wohlordnung 1 69, 352 

zahlbar 1 54, 3 1 2  countable 
Zahlsymbol 1 88, 386 
zerlegen 1 5 1 ,  304, 527 to split 
Zerlegung, regulare 355 
Zerlegungsspezies 1 5 1 ,  303, 527 removable subspecies 
zusammenfallen 1 9 1 ,  1 93, 277, 5 1 3  to coincide 
zusammenhangend, differenzierbar 453 
zusammensetzen 1 5 1 ,  304, 527 to compose 

iirtlich - 1 94 
Zweiheit 4 1 7, 477, 5 1 0  two-ity 
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I N D E X  O F  S U B J E C T S  

accretion 537 
- sequence 542 

accumulation core 5 1 6, 539 
addition, ordinal 5 3 1  
apart 525 
apriority 60 
arrow 5 1 2, 528 
bar 533 
barred 534 
basic intuition 477 
basic sign 483 
block 530 

well-ordered - 532 
Bolzano-Weierstrass theorem 27.2, 5 1 6  
bounded i n  number 5 1 6  
causal sequence 480 
checking-number 491 
coincide 5 1 3  
composed 527 
congruent 527 
continuum, intuitionistic 5 1 1 ,  540 

classical - 540 
measurable - 1 8  

core, point- 5 1 3  
counting-number 491 
creating subject 491 
critical number 506, 553 
cunning act 48 1 
denumcrably infinite 528 
denumerably unfinished 82 
deviate, to 527 
different 5 1 1 ,  526, 527 
differentiable 

strongly, weakly - 546 
discrete 526 
distinct 5 1 1 ,  526 
down-number 444 
drift 491 
entity, mathematical 107, 523 
equal 5 1 1 , 526 
equipotential 528 
fan 5 1 2, 529 

- direction 529 
- key 5 1 2  

finite 528 
fleeing property 444, 5 1 0  
full function 5 1 4  
fundamental sequence 5 1 1  
greater, measurably 504 
grid area 5 1 3  
grid interval, K-, A- 5 1 3  
grid square, K-, A - 5 1 3  
horn 530 
identical 5 1 1 ,  526 
inductive method 531  
infinite 528 

j udge, to 489, 539 
kernel 491 
limit core 539 
limiting core 5 1 6  
limiting number 524 
limiting point 5 1 2  
located 539 
located infinite sequence 536 
located-compact 536 
mathematical system of second order 9• 
measurable grid area 5 1 3  
move o f  time 480 
node 5 1 2, 528 
objectivity 59 
open, to lie 5 1 6  
operation, generating 531 
order, complete 530 

virtual - 504 
ordinal sum 53 1  
oscillation number 444 
plane, intuitionist 5 1 2  
point core 5 1 3  
predeterminate sequence 488, 5 1 1 , 528 
principle of the excluded third 109, 488 

- of reciprocity of complementarity 490 
- of reciprocity of absurdity 552 
- of testability 490 

pyramid 530 
removable 527 
rod of nodes 5 1 2, 528 
row of nodes 528 
sector 529 
sequence, infinitely proceeding 5 1 1  
shrinking number 553 
signifies 44 7, 465 
smaller, measurably 504 
space, located compact topological 536 
species 5 1 1  

basic - 531  
split, to 527 
spread 529 

- direction 529 
- -, dressed 537 

standard point 5 1 3  
stump 530 
subspecies, conjugate 527 

constructional - 531  
removable - 527 

symbol 477 
test, to 478, 490, 539 
thing 480 
two-ity 477, 5 10, 523 
up-number 444 
well-ordered species 45, 8 1 ,  530 
wisdom 108, 485 


